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(1)

Keksi funktio f ja suljetut vilit A; C R, ¢ =1,2,... siten, etté
f: R — RY f |4, on jatkuva jokaisella i € N, [ J:2; 4; = R,
ja f: R! — R! ei ole jatkuva.

k ko

Lause 3.14 koski niitd ehtoja jolloin funktio oli tdménkal-
taisissa tilanteissa koko joukossa jatkuva; nyt voi aavistaa etta
avain tahan tehtavian on se, ettd Lauseessa vaadittiin suljettu-
jen joukkojen tapauksessa etté niita olisi vain dérellisen monta;
néin ollen avain on se, ettd joukkoja A; saa olla ddrettomén
monta.

Esim. A; = (—00,0] ja A; = [1/i,00) kun i = 2,3, .... Funk-
tioksi f kdy f(x) =1kun z > 0, f(x) =0 kun = < 0.

Olkoon f : [0,27] — R, f(z) = sinx. Minké topologian maali-
puolen (a, co)-topologia indusoi?
X 3k ok

Paivitetty: demoissa jaetussa vastauksessa oli virhe.
Katsotaan millaisia ovat (a, c0)-topologian avoimien joukko-
jen alkukuvat. Tiedetddn ettd funktion sinz arvot ovat valil-
14 [—1,1]. Koska useimmilla sinin arvoilla y on kaksi alkuku-
vaa valilla [0,27] (siis kaksi lukua z s.e. sinz = y), merki-
tdan naistd pienempéd arcsing y ja suurempaa arcsing y. Esim.

arcsing (1/v/2) = 7/4 ja arcsing(1//2) = 37 /4.
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Kuva 1. f(z) = sinx valilla [0, 27]

Jos a > 1 (tai jos joukko on ), joukon (a, o) alkukuva on 0.



Jos a < —1 (tai jos joukko on R), alkukuva on [0, 27].

Jos 0 < a < 1, niin f~!((a,00)) = (arcsin, a, arcsiny a).

Jos —1 < a < 0, niin f7'((a, 00)) = [0, 27]\ [arcsin, a, arcsiny al.

Jos a = —1, niin alkukuva on [0, 27| \ {37/2}.

Siispd indusoitu topologia koostuu seuraavia muotoja olevista
joukoista: 0, [0, 2], [0, 27]\ {37 /2}, (a,b), ja [0, 27]\ [¢, d]. Téssa
a,b € (0,7) s.e. a <bjasina =sinb, jac,d € (m,27) s.e. c < d
ja sinc = sind.

Naytéa: a) Kokonaisluvut Z C R ovat diskreetti joukko.
b) Rationaaliluvut Q C R eivéit ole diskreetti joukko.

(Kéaytetdédn tavallista topologiaa. Joukko A on diskreetti mikéli
sen jokaiselle pisteelle x 16ytyy avoin joukko B siten, ettd A N
B ={z}.)

X k%

a) Olkoon x kokonaisluku. Téalloin (:I; — %,x + %) on avoin
joukko joka sisdltda pisteen x, mutta ei sisélld muita kokonais-
lukuja.

b) Selvéstikin 0 on rationaaliluku; 0/1 mikéli tahtoo olla yli-
tarkka. Selvéstikin 1/i on rationaaliluku jokaiselle i = 1,2,.. .,
ja

lim 1/7 = 0.

1— 00
Talloin jokaiselle nollan ympaéristolle U 1oytyy riittavan iso ¢ si-
ten, ettd 1/7 € U kun j > i. Téten olla ei ole sellaista nollan
ympéristod jossa se olisi ainoa rationaaliluku; néin ollen nolla
on rationaaliluku mutta ei ole diskreetti piste rationaaliluku-
jen joukossa, joten rationaaliluvut eivit ole diskreetti joukko.
(Tésté voisi padtella myos paljon vahvemman tuloksen, nimit-
tain sen etta rationaalilukujen joukossa ei ole yhtaan diskreettia
pistettd. Tétéd varten rationaalilukua p/q voisi lahestyé jonolla

r; = (pi + q)/qi, jolle lim; .o 7; = p/q.)

Olkoon f : X — Y ja olkoon Y avaruus. Kéytetddan joukossa
X kuvauksen f indusoimaa topologiaa. Osoita, ettd funktio f :
X — f(X) on avoin.

X ok ok

Olkoon U mielivaltainen X:n topologian avoin joukko. Kos-
ka tdma topologia on kuvauksen f ja avaruuden Y indusoi-

ma, on olemassa Y:n topologian avoin joukko V' siten, etté
U= f~1(V). Talloin f(U) =V, eli U:n kuva on avoin.
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(5) Olkoon A = {a,b} diskreetilld topologialla varustettu avaruus.
Anna kaksi joukon AY alkiota, ja yksi avoin joukko B € AN.
* k%

Nyt tarkkana. Joukon A diskreetti topologia tarkoittaa kaik-
kien A:n osajoukkojen joukkoa; jos tatd topologiaa merkitdan
T4, niin

Ty = {@7 {CL}, {b}7 A}
Tuloavaruus AN eli A x A x A x A x --- koostuu #érettomisti
jonoista A:n alkioita. (Huomaa etté alkioita, ei avoimia joukko-
ja.) Samaan tapaa kuin mita (1,2) € R? ja (0,1,—1,3) € R*,
niin esim.
(a,a,a,...) € AV,

(Tassé ajatellaan olevan selvidé ettéd jokainen alkio on a.) Té-
td voidaan merkitd myos aaaaa ... € AV, aivan samalla lailla
kuin luennoissa merkittiin joukon {0, 1} eriistéi alkiota muo-
dolla 01010101 .. ..

Toisena joukon AY alkiona voidaan vaikkapa antaa “jono” z;,
t = 1,2,..., missid x; = a kun ¢ on parillinen ja b kun 7 on
pariton. (Eli (z;); = (b,a,b,a,b,a,...) = babababa ... — oudolla
esimerkilld on monta merkintdtapaa.)

Nama detaljit on selitetty néin pitkasti siksi, ettd avoimen
joukon B € AN 16ytamisessd on eris isohko sudenkuoppa. Hel-
posti voisi ajatella ettd koska {a} on A:n topologian avoin jouk-
ko, riittaé vain kirjoittaa ({a},{a},{a}, {a},{a},...) samaan
tapaan kuin ylla alkioille. Tamé ei kiy, koska aédreton tuloto-
pologia ei ole aivan yhté yksinkertainen kuin #érellinen.! Aé-
rettomassa tulotopologiassa wvain darellinen mddard topologian
koordinaattijoukoista saa olla muuta kuin koko joukko; téssa
tapauksessa koko joukko on A.

Taméa on tarkemmin selitetty luennoissa, ja on seuraus sii-
ta ettd kun tulotopologia johdetaan projektioiden indusoimana
topologiana, saadaan aikaan ensin esikanta, ja sitten sen ddrel-
lisind leikkauksina topologian kanta. Néin ollen topologiassa ei
voi "leikata pienemmaksi” kuin vain aérellisen monta sen koor-
dinaattia.

IEsim. joukon A3 tulotopologiassa voisi huoleta valita avoimen joukon
({a},{a},{a}). Lisshuomiona sanottakoon etta yleisissd tulotopologioissa ei ole mi-
tdin uutta — tason neli6 N = {(z,y) € R? | -1 < x,y < 1} on joukon R? tuloto-
pologian alkio ((—1,1),(—1,1)), missd kumpikin (—1,1) on R!:n topologian avoin
joukko, nimittédin tavallinen avoin vali.



Sama hieman pidemmin — tdmén selityksen voi jattaa vé-
liin mikali ymmaéartaéd asian. Téassa tapauksessa projektiot ovat
funktioita P, : AN — A, Pi(x1,29,...,25,...) = x;. Projektiot
P, indusoivat maalipuoliltaan yhteiselle 1ahtépuolelleen topolo-
gian, jonka esikanta on niiden maalipuolien avoimien joukko-
jen alkukuvien joukko. Esimerkiksi {a} on projektion P, maa-
lipuolen avoin joukko, joten P, '({a}) = (A,{a}, A, A A, ...)
kuuluu tuohon esikantaan. (So. jokainen piste (x1, 22, x3,...) €
(A, {a}, A A A, ...) kuvautuu projektion P, kautta pisteelle
{a}.) Muut projektion P, méaaraaméit esikannan alkiot ovat
(A {b}, A A A, .., (AJAAJAVA, ) ja(?

Jos otetaan kaikkien projektioiden P; maaradvat alkukuvat,
niin ndhdé&an etta ne ovat tulojoukkoja joissa kussakin vain yksi
koordinaattijoukko eroaa koko joukosta A. Néin ollen téllaisten
joukkojen dadrellisissd leikkauksissa, joita kannan alkiot ovat,
vain adrellisen monta koordinaattijoukkoa eroaa koko joukosta
A. Esimerkiksi

({a}, A, A, A A A,..)

N(A{b}, A A A A A,

N(A A DA A A A,..)
=({a}, {b},0, A, A, A, A, ..).

Néin saadaan kannan joukot; ja koska avoimet joukot saadaan
kannan joukkojen yhdisteinéd so. joukkoina jotka ovat ainakin
niin suuria kuin kannan joukot, niin avoimissakin joukoissa vain
aarellisen monta koordinaattijoukkoa eroaa koko joukosta A.
(Vahemmén kiddenheilutukseen ja enemmén matematiikkaan
nojaava selitys on, kuten sanottua, luennoissa.)
Néin ollen erés tulotopologian avoin joukko olisi esimerkiksi

B = ababAAAAAAA. ..,
eli
({a},{b},{a},{b}, A, A, A, A A AA, L),

missa viidennestd koordinaatista lahtien kukin alkio on koko
joukko A. Edella annettu aaaa ... ei ole tulotopologian avoin
joukko; ja koska sen komplementti on bbbb . . ., ei se ole myOskaan
suljettu joukko; se on pelkéstdadan harhaanjohtava tulojoukko.

2Ei suinkaan (4,0, A, A,...). Eihin myoskdin sanottaisi etté jos g : R? — R,
g(z,y) = x, niin g7 1(0) = (R',)) — tillaisessa joukossa ei ole mitidn jirkes.
”Alkioparit niin ettd ensimmaéinen on reaaliluku ja toinen, dh, toista ei ole.” Téytyy
sanoa, etti g~ 1(0) = 0.
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(6) Olkoon X avaruus, A C B C X ja A tihed B:ssi. Osoita, ettd
A on tihed B:ssa.
X 3k %k

Joukko A C X on tihed X :ssd, jos jokainen avaruuden X ei-
tyhja avoin joukko kohtaa A:n. (Jos X on jonkin suuremman
joukon osajoukko, niin kiytetddn relatiivitopologiaa.)

Olkoon T avaruuden X topologia. Télloin relatiivitopologi-
aan T |p kuuluva kaikki joukot V' N B, missd V € T. Koska
A on tihed B:ssi, tiedetddn ettd jos D on ei-tyhja topologian
T | avoin joukko, niin AN D # (). Olkoon C' ei-tyhja topolo-
gian T' |5 avoin joukko. Téll6in relatiivitopologian méadritelmén
nojalla jollekin avoimelle joukolle V € T pétee C =V N B, eli

C=WVnBU{WVn(B\B)).

Koska V' on topologian T" avoin joukko, niin VN B € T' |, joten
(VN B) N A on epétyhji; ndin ollen C'N A eli

((VﬂB)U(Vﬂ(E\B))) NnA

on epatyhja.

(Tiheys voidaan maééritelld myos nédin: ”A on tihed B:ssi,
jos A = B.” Tamé tulisi kuitenkin muotoilla ”A on tihe#ssi
B:ssi, jos T |g-sulkeuma A = B.” Muuten muotoilussa ei ole
mitédn jirked, silli koska sulkeuma A on suljettu joukko, ja
koska joukoksi A voidaan valita B itse, niin olisi todistettu ettd
kaikki joukot ovat suljettuja tavallisen topologian mielessa! Sen
sijaan oikeasta maaritelmésta voidaan paatella vain, ettd jokai-
nen joukko on suljettu itsenséd madradmassa relatiivitopologias-
sa, missa ei ole mitdédn mullistavaa; topologian koko joukko on
aina suljettu ja avoin.)



