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(1) Avaruus X # () on nollaulotteinen, jos silli on kanta, jonka
jasenet ovat suljettuja eli joiden reuna on tyhja. Osoita etté
diskreetti topologia on nollaulotteinen.

* ok ok

Diskreetissa topologiassa jokainen joukko on avoin. Téll6in
jokaisen joukon komplementti on avoin; joten jokainen joukko
on suljettu. Erityisesti jokainen kannan joukko on suljettu; joten
topologia on nollaulotteinen.

(2) Osoita ettd {a,b}" on nollaulotteinen. (Kéyté demojen 4 teht.
5 topologiaa.)

Huomaa etté
i) demojen 4 teht. 5 topologia on diskreetti.

ii) diskreetti topologia on nollaulotteinen (teht. 1 yll&).

iii) diskreettien topologioiden muodostama tulotopologia ei vdlt-
tamdttd ole diskreetti. Erityisesti luennoista muistetaan et-
té diskreettien topologioiden muodostama avaruus {0, 1}"
ei ole diskreetti; ja koska silla milla glyyfilla alkioita mer-
kitddin ei tissi ole merkitysti, niin tiedetiifin ettid {a, b}
ei ole diskreetti.

iv) edellisistéi seuraa se, ettei voida vain sanoa “avaruus {a, b}~
on diskreetti koska se muodostuu diskreeteisté avaruuksis-
ta, joten teht. 1 nojalla se on nollaulotteinen.”

Tamén tdhden tehdéén itse tehtéava allaolevalla tavalla.

Merkitddn A = {a,b}. Tehtévin topologian kanta koostuu
joukoista

HUZ‘:U1XU2><U3X'-~,
=1

missa U; € {0, {a}, {b}, A}, ja lukuun ottamatta darellisen mon-
taa joukkoa U;, kaikille U; péatee U; = A. Olkoon néiden &érel-
lisen monen poikkeusjoukon indeksijoukko .J.!

'Esim. jos joukot Uy, Us ja U, poikkeavat koko joukosta, J = {1,2,4}.



Tallaisen joukon komplementti koostuu niista pisteistd jotka
eivat kuulu siihen. Piste ei kuulu joukkoon jos yksikin sen koor-
dinaatti poikkeaa joukon sallituista koordinaateista; nain ollen
komplementti on

UAxAx---xAx(A\Uj)xAx---.
—

= j:s koordinaatti
Tamén yhdisteen jokainen osa AX AX---x Ax (A\U;) x Ax---
on tulotopologian avoin joukko (vain #érellisen moni, nimittéin
yksi, koordinaatti eroaa koko joukosta), joten osien yhdiste on
avoin. Nain ollen alkuperédinen kannan joukko on suljettu.
Esim. Yksi kannan joukoista on {a} x {b} x AX AXAXAX-+-;
merkitddn sitd ja tdméan esimerkin joukkoja lyhyyden vuoksi il-
man karteesisia tuloja néin: abAAAA . ... Télle joukolle taydes-
td joukosta poikkeavien koordinaattien indeksijoukko on J =
{1,2}, ja tdmén joukon komplementti on (sulkeet selvyyden
vuoksi)

(bAAAAA..)U(AaAAAA.. ). (1)

(Téssd voi helposti menné tdysin metsaan ja vaittdd joukon
abAAAA ... komplementin olevan baAAAA . ..; mutta esim. al-
kio aaaaaa . .. selvistikin ei kuulu kannan joukkoon,? kuuluu
rivin (1) oikein johdettuun komplementtiin, ja ei kuulu véé-
rin, huitoen ja eksessiivisen simplifistisesti méaérdttyyn vale-
komplementtiin baAAAA . ...) Koska bDAAAAA ... ja AaAAAA. ..
ovat avoimia joukkoja, niiden yhdiste on avoin; joten abAAAA . ..

on suljettu.

(3) Osoita ettd numeroituvan monen suljetun joukon tulo on sul-
jettu.
* ok ok

Jos tehtdvanannon kirjoittaa pitemmin auki, se on: Olkoon
meilld kokoelma avaruuksia X;, j = 1,2,.... Olkoon X =
H;’il X niiden muodostama tuloavaruus. Osoita, etté jos C; C

2No, viidnnetiin rautalangasta: Kuuluuko aaaaaa . . . joukkoon abAAAA . . . tar-
koittaa téatd: Onko sen 1. koordinaatti a, ja onko sen 2. koordinaatti b, ja onko sen
3., 4., 5. jne. koordinaatti joukossa A (= joko a tai b)? Koska 2. koordinaatti ei ole
a vaan on b, ei tamé alkio kuulu tdhén joukkoon. Téllaiset selitykset voivat tuntua
itsestddnselviltd ja typeriltd, mutta matematiikassa on ajoittain vaarana ettd jo-
kin hyvin yksinkertainen asia jid ymmartamatté, josta seuraa pahemmanlaatuinen
kéisitekramppikamppi mychemmin.
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Xj,j=1,2,... jajokainen C; on omassa avaruudessaan suljet-
tu joukko, niin

[1o e

on suljettu joukko tulotopologialla varustetussa avaruudessa X .
Joukko H;; C; on suljettu, jos sen komplementti on avoin.
Tama komplementti on

UX1XX2X"‘XXJ',1X(Xj\Cj)XXj+1X"'. (3)
j=1
Koska C; on suljettu avaruudessa X;, on X; \ C; avoin avaruu-
dessa X;. Talloin jokaisella j joukko

Xl XX2 Xoee XXj_l X (Xj\C]) XXj—i—l Xoee
on avoin avaruudessa X, koska se kuuluu avaruuden kantaan.

Siispd komplementti (3) on avoimien joukkojen yhdisteené avoin,
joten joukko (2) on suljettu.

Olkoon X = R! jonka kantana ovat demojen 1 teht. 2 puolia-
voimet vilit [a,b). Osoita ettd X x X:n osajoukko

A={(z,y) |z +y=1}
on diskreetti.

Kuva 1. Osa joukosta A = {(z,y) |z +y =1}

Olkoon (a,b) € A so. a+ b = 1. Joukko A on diskreetti, jos
on olemassa pisteen a ympérist6 U, s.e. U,N A = {a}. Valitaan



U, = [a,a+¢€) x [b,b+¢€), missé € > 0 on mielivaltainen. Olkoon
(z,y) € Uy, (x,y) # (a,b), mielivaltainen. Koska ainakin toinen
pisteen (z,y) koordinaatti on aidosti vastaavaa pisteen (a,b)
koordinaattia suurempi, pitee z +y > a+b =1, joten (z,y) ¢
A.

(5) Onko edellisen tehtdvian A diskreetti jos kiytetddn tavallista
topologiaa? Enté jos kdytetdédn (a, oo)-topologiaa?
* %k

Tavallisen topologian tapauksessa ei: kiytettiinpa tavallisen
topologian pallo- tai laatikkoympéristoja, aina voidaan valita
ymparistosta piste (a +¢€,b—€) (kunhan vain € > 0 on riittavin
pieni); talloin (a+¢€)+(b—€) = a+b =1 joten (a+¢€,b—¢) € A.

(a, 00)-topologian tapauksessa ei: koska ympéristo ei sisélla
reunaansa, sen taytyy olla muotoa (a — €;,00) X (b — €2,00)
joillekin €1, €5 > 0, joten se siséltdéd aina my6s muita joukon A
pisteita.?

Muistetaan (toivottavasti) aiemmista harjoituksista etté [a, b)-
topologia on hienompi kuin tavallinen topologia joka on hienom-
pi kuin (a, co)-topologia, eli ettd T(q,00) C Ttay C Tfa,p)- Hienom-
massa topologiassa on enemmén avoimia joukkoja, joten silld
voidaan késitelld ja "mitata” pisteitd ja joukkoja "tarkemmin”,
mikd nahdaan téssd ja edellisessd tehtévissa siind ettd néis-
té kolmesta topologiasta hienoimmalla voidaan "rajata” suoran
piste erilleen muista suoran pisteisté, kun taas karkeampien to-
pologioiden "tarkkuus” ei tdhén riité, vaan riippumatta rajaajan
huolellisuudesta aina mukaan tulee sohaistua muitakin suoran
pisteita.

(Henkil6 jolla on liikaa vapaa-aikaa voi koettaa rakentaa sel-
laisen joukon josta joillakin eri topologioilla voidaan erottaa (a)
kukin piste yksikkopisteeksi; (b) kukin piste ympéristoon jossa
on vain ddrellisen monta muuta saman joukon pistettd, ja (c)
jokaisessa joukon pisteen ympéristossd on ddrettoméan monta
muuta joukon pistettd. Téastd ei saa ylimaardista rastia, mut-
ta sen sijaan jonkin verran ajankulua ja mahdollisuuden esim.
kahviossa sanoa kaverille ettd ”"Joo, olin tasséd keksiméssa kiin-
nostavia topologioita. Than omaksi huvikseni.”)

3Jos tahtoisi olla liian tarkka, niin voisi sanoa etté jokainen téllainen ympéristd
sisdltdd ddrettomdn monta joukon A:n pistettd. Olkoon € = min{ey, ex}. Tallin
(a—¢, b+e) kuuluu ympéristoon ja joukkoon A, ja niin kuuluu myds z; = (a—5,b+%)
jokaisella i = 1,2, .. ..



