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Koindusointi. Sanotaan ettd kuvaukset f; : X; — Y ja X;:den topolo-

giat T}

koindusotvat Y :lle topologian

L={UcCY|f'(U)eT).

(Tédmén méadritelmé-véitteen olennainen sisélté on se ettd tdmén jouk-
ko T on topologia so. toteuttaa topologian mééritelmén ehdot.)

Indusointi antaa lahtopuolelle topologian maalipuolelta; koindusointi
antaa maalipuolelle topologian lahtopuolelta.
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Keksi kuvaukset f; : {1,2,3,4} — {1,2,3} ja tarpeelliset topo-
logiat siten, etta
(a) f1 koindusoi topologian {0,{1},{1,2},{1,2,3}}, ja
(b) f2 on samaistuskuvaus.
* k%

(a) Olkoon f(4) = 1ja f(x) = x muuten. Valitaan lahtépuolelle
topologia joka koostuu joukoista 0, {1,4}, {1, 2,4} ja {1,2,3,4}.
Néhd&aan etta

) =

({1}) = {1 4},
({1 2}) = {1,2,4},
({1,2,3}) ={1,2,3,4};

muiden maalipuolen osajoukkojen alkukuvat eivét ole 1ahtépuo-
len topologiassa.

(b) Kuvaus f avaruudelta X avaruudelle Y on samaistusku-
vaus jos se on surjektio ja jos sen Y :hyn koindusoima topologia
on sama kuin Y:n oma topologia. (Té&lld kurssilla “avaruus” on
vain lyhennysmerkinté sanoille "joukko ja sen topologia”.)

Esim. kohdan (a) kuvaus on téllainen. (Voi myos keksid vai-
keampia esimerkkejd jos niin tahtoo.)

Olkoon R kokonaisluvuille méaritelty ekvivalenssirelaatio siten,
ettd, xRy jos ja vain jos 2% = y2.
(a) Madraa ekvivalenssiluokka p(z) jokaiselle x € Z, ja maa-

rdd Z/R.



(b) Maaraa sellainen Z:n ositus Z/S joka erottaa parilliset
positiiviset, parittomat positiiviset, parilliset negatiiviset, pa-
rittomat negatiiviset ja muut luvut toisistaan. Hahmottele néi-
ta joukkoja lukusuoralle.

X %k Xk

(a) Téssd p(x) = {—z,z}, ja
Z/R = {{—a,a} | a € Z}.
(b) No, Z/S koostuu joukoista
{k|k=2n,ne N},
{(k|k=—2n,n €N},
{k|k=2n—-1,n€ N},
{k|k=-2n+1,n € N} ja {0}.
Tassa N={1,2,...}.

(3) Keksi jokin luonnollisten lukujen ositus, ja madrad sen maarit-
tamé tekijaavaruus. (Jos se on tarpeen, voit kiyttdaa luonnolli-
sille luvuille diskreettié topologiaa, (a, co)-topologian rajoittu-
maa, tai jotain muuta ei-triviaalia topologiaa.)

X %k Xk

Esim. A = {Ap, A1, A2}, missd A; sisdltdd luvut joiden ja-
kojaannos kolmella jaettaessa on i. Olkoon f : N — A; siis
kuvaus joka yhdistaa yksittéiset luvut joukkoihin Ag, A; ja As
sen mukaan mihin joukkoon kukin luku kuuluu.! Tekijaavaruus
on nyt valittu ositus plus kuvauksen f koindusoima topologia,
niinsanottu tekijatopologia.

Jos kiytetdan lahtopuolella diskreettia topologiaa niin teki-
jatopologia on A:n potenssijoukko,

pOtA = {@,AO U Al,AO U AQ,Al U AQ,A},

silld jokainen N:n osajoukko on diskreetissé topologiassa avoin,
joten jokaisen A:n osajoukon alkukuva on avoin.

Jos kiiytetédédn lahtopuolella (a, co)-topologian rajoittumaa (so.
ei-triviaaleja avoimia joukkoja ovat B; = {k € N | £ > i}) niin
ainoat koindusoidun topologian avoimet joukot ovat () ja A.

Mikéli tahtoo ei-kiinnostavan osituksen, niin kylldhan {N} on
N:n ositus. Se koindusoi lahtépuolen topologiasta riippumatta

tekijatopologian {0, {N}}.

'Esim. koska 3 € Ag ja 4 € Ay, niin f(3) = Ag ja f(4) = A;.



(4)
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Olkoon (X, T') avaruus, ja olkoon A kokoelma X:n osajoukko-
ja. Talloin inkluusiot i4 : A — X, A € A, koindusoivat X:n
topologian T7, jota sanotaan X:n A:n kanssa koherentiksi topo-
logiaksi. Osoita ettda T' C Tj.

* ok ok

Ensinndkin: Mita topologiaa joukoissa A kiytetaén? Tieten-
kin avaruuden (X, T) relatiivitopologiaa T'4.

Nyt topologiaan T} kuuluvat sellaiset joukot U C X, joil-
le i, (U) € Ty jokaisella A € A. Koska kuvaukset i, ovat nyt
inkluusioita (X:n osajoukossa A méériteltyjd identtisid kuvauk-
sia), niin f;1(U) = UNA; tdmi voi olla my&s tyhji joukko. Tie-
detddn siis ettd U kuuluu topologiaan 17 jos ja vain jos U N A
on avoin jokaisessa relatiivitopologiassa T)4. Mutta relatiivito-
pologian avoimet joukot ovat alkuperiisen topologian avoimien
joukkojen ja joukon A leikkauksia. Siis jos U € T, niin U N A
on avoin jokaisessa relatiivitopologiassa T4, joten U € Tj.

Osoita edellisen tehtdvéin tapauksessa ettd T' |4= T} |4 kaikilla
A e A

X ok ok

Topologia T} koostuu joukoista W, joista jokaiselle patee W N
A € Tja. Relatiivitopologia T} |4 koostuu joukoista W N A,
mutta koska

(WNA)NA=WnA,

naistd joukoista jokainen kuuluu edelleen relatiivitopologiaan
Ty =T |a. (Sama topologia, eri merkintétapa.) Siispa T} |4C
T |a.

Jos taas U € T}y, niin tiedetddn ettd U = V N A jollekin
V € T'. Edellisen tehtévin nojalla tiedetdén ettd V € 17, joten
U=VnNAEe T1 |A. Nain ollen T |AC T1 |A-

Osoita tehtdvan 4 tapauksessa, ettd jos A on X:n peite ja A:n
jasenet ovat avoimia, niin 7" = Tj.
* ok ok

Muista: Se ettd A on X:n peite tarkoittaa, ettd (J,., A = X.
Tehtéaviissd 4 néytettiin ettd T C T3, joten riittdd todistaa,
Olkoon U € Ti, so. olkoon U C X sellainen joukko etté
UNA € T, jokaisella A € A. Koska U N A € T}y, niin on
olemassa V' € T siten, ettd VN A = U N A. Koska jokainen
joukko A on avoin topologiassa T eli A € T, niin V N A on



kahden topologian T avoimen joukon leikkauksena avoin, eli
VNA=UnNAeT. Tarkastellaan nyt joukkoa

Juna

Koska A on joukon X peite, niin tdma joukko on U. Koska se on
my0Os mielivaltainen topologian T" avoimien joukkojen yhdiste,
on se myo6s topologiassa 1" avoin joukko, eli U € T'.



