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(1) Olkoon f : R* - R, f(z,y) = |z — y|. Méardd fn kanoninen
hajotelma; piirré tasoon ekvivalenssiluokka p(0,1).
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Alkion (z,y) ekvivalenssiluokka koostuu niisti! alkioista (c, d)
joille f(z,y) = f(c,d). Naiden joukko on
p(x,y) = {(c,d) | e = d| = [ —yl},
so. ne (c¢,d) joille d = ¢ + |z — y|; kukin ekvivalenssiluokka

koostuu kahdesta suorasta. Erityisesti p(0, 1) koostuu suorista
y=x+1jay=2x—1,; katso ao. kuva.

Kuva 1. Ekvivalenssiluokka p(0,1) (kaksi suoraa)

Kanoninen hajotelma on ekvivalenssiluokkafunktio p yhdis-
tettynd funktioon f* ekvivalenssiluokilta R:lle; f* : R?*/R; —
R. Hajotelmalle patee f = f*op. (Siispa: p kuvaa pisteen (0, 1)
ekvivalenssiluokalle p(0, 1) eli kaikkien niiden pisteiden joukolle
joiden kuva kuvauksen f suhteen on sama kuin pisteen (0, 1). f*

'Huomaa etti tissd kirjoitetaan p(z,y) ja tarkoitetaan “alkion (z,y) kuva ku-
vauksen p suhteen”; ollen suunnattoman tarkka ja matemaattinen tadma tulisi kir-
joittaa f((z,y)) ja samoin p:lle, mutta kiytettyd lyhennysmerkintdd f(x,y) kiyte-
tddn lyhyyden ja selvyyden vuoksi.



vhdistdd tdmén ekvivalenssiluokan (kaksi suoraa R*:ssa) niiden
yhteiselle kuvalle, joka on 1 € R.)

Olkoon X avaruus ja A C X. Jatkuva kuvaus r : X — A on
retraktio, jos v |4= id, eli r(x) = z kun =z € A. Osoita, ettd
retraktio on aina samaistuskuvaus.
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Olkoon f retraktio. Funktio on samaistuskuvaus jos se on
surjektio ja se indusoi alkuperéisen topologian.

Koska maalijoukko on A, on f surjektio: jokaisella z € A
on alkukuva, nimittéin piste z itse. (Luultavasti enemménkin
alkukuvia koska joukon X\ A tdytyy kuvautua jonnekin joukolle
A; mutta ainakin yksi alkukuva pistettd kohden riittaa.)

Nyt f indusoi alkuperiisen topologian, mikéli patee ettd V
on avoin Y:ssé jos ja vain jos f~1(V) on avoin X :ssi.

Olkoon ensin V' C A avoin A:ssi. Erds jatkuvuuden kanssa
ekvivalenteista ehdoista (Lause 2.2) on, ettd avoimien joukkojen
alkukuvat ovat avoimia; koska f on jatkuva, niin f~*(V) on
avoin X :ss.

Jos nyt merkitddn maalipdén topologiaa 7' ja indusoitua to-
pologiaa T}, niin edellisen paattelyn nojalla tiedetdén ettd T C
T;. Indusoitu topologia on siis sama kuin maalipdén topologia
(T'" = T;) tai hienompi (7" C T; aidosti). Kuitenkin tiedetééan
(Lause 3.2) ettd indusoitu topologia T; on kaikkein karkein to-
pologia jolla f on jatkuva. Koska f on jatkuva maalipaén to-
pologiassa 7', niin maalipadn topologia on hienompi kuin in-
dusoitu topologia (7; C T') tai sama (7; = T'). Kummassakin
tapauksessa T; = T.

Tahén tehtdviadn voi olla muitakin ratkaisutapoja. (Niin voi
olla kaikkiin muihinkin tehtéaviin, mutta tdma vaikuttaa erityi-
sen monella tavalla ratkaistavalta.)

Avaruuden X kartio ¢(X) on avaruus (X x1)/(X x{1}). Osoita,
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ettd ¢(S" )~ B.

Tissd S"! on n-ulotteinen yksikkdpallo,
5" = (o € R [ a] = 1),
B" on suljettu yksikkokuula,
B"={zeR"||z| <1},
ja I on yksikkovili, I = [0, 1].



X %k ok

Merkinnélla A ~ B tarkoitettiin, ettd on olemassa homeo-
morfismi f: A — B.

Nyt lihtjoukko on (S™~ ! x I) /(5™ x {1}); kauttaviiva mer-
kitsee sitd, ettd on kyse tekijatopologiasta, siis joukosta jonka
alkiot ovat "' x {1} ja kaikki joukon (S"~!x I)\ (S" ! x{1})
yksiot.? (Eli, lisiselittelyni, joukko S"~% x {1} on iki#in kuin ku-
tistettu vain yhdeksi joukon pisteeksi muiden joukon pisteiden
joukkoon.)

Maalijoukko puolestaan on B", eli n-ulotteinen pallo.

Tallaisen homeomorfismin 16ytdminen on "helppoa’.

Joukot S™7! x {e}, € € [0,1), ovat "n-ulotteisia pallokuo-
ria joilla on yksi ylimaarainen koordinaatti €”. Tuo koordinaatti
voidaan tulkita pallokuorta skaalaavaksi suhteeksi: jos x € R"
ja (z,€) € S" 1 x {e}, niin kuvataan piste (z, €) joukon B \ {0}
pisteelle (1 — ¢)z. Tallin S™' x {0} kuvautuu itselleen, taval-
liselle yksikkopallon kuorelle. Mita suurempi € on, sitd pienem-
mille sisikkiisille pallokuorille S"~! x {€} kuvautuu. Kun lopuk-
si kuvataan pisteeksi luhistettu joukko S™~! x {1} n-ulotteiselle
origolle 0, on aikaan saatu kuvaus joka "selvéstikin” on homeo-
morfismi: homeomorfismi on esim. jatkuva bijektio jonka kdan-
teisfunktio on jatkuva, ja néin méaaritelty funktio on selvastikin
néin saannollinen.

(Konkreettinen kuvausesimerkki. Olkoon n = 3. Piste (1,0,0,€) €
S7=1 x I kuvautuu pisteelle

(1—¢€)(1,0,0) = (1 —¢,0,0) € B";

lahtopuolen yksikkopallokuorta ikdén kuin kutistetaan (1—¢):in
verran ja paadytadn yksikkopallon sisdlld olevaan pisteeseen.
Ottamalla kaikki téllaiset kutistukset e € [0,1) saadaan kaik-
ki pisteet pisteen (1,0,0) ja origon véliltd; arvolla e = 1 ko-
ko pallokuori S™~1 x {1} on luhistettava yhdeksi pisteeksi silld
"nollaséteinen pallo on pelkkd piste”.)

2Mainittakoon aivan kaiken varalta ettd (S™~' x I)\ (S™ ' x {1}) on “joukko
(S"~! x I) josta otetaan pois joukko S™~1 x {1}”; muuten voi tulla sekaannusta
erilaisten kauttaviivojen kanssa.



