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(1) Avaruuden X suspensio S(X) on avaruus (X x[—1,1])/R, missi
R:n luokkia ovat X x {1}, X x {—1}, ja yksiot {a} kun a €
X x (=1,1).
a) Osoita, ettd S(S"!) ~ S™.
b) Hahmottele a-kohdan merkitystd kun n = 1 ja kun n = 2.
Tissa S on n-ulotteinen yksikkopallo,

Sl = {z e R" | |z| = 1}.

Vihje: Edellisten harjoitusten tehtava 3.
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On siis 16ydettava homeomorfismi, “jatkuva bijektio jonka
kddnteisfunktio on jatkuva” S(S™7!) — S™. Mutta kuten edel-
listen harjoitusten kartiotehtavé, taméankin olemassaolo on help-
po hahmottaa. Joukko S™! on m-ulotteinen pallokuori; kun
sithen lisataan yksi yliméérdinen koordinatti joukosta [—1,1],
padstaan samaan madrain koordinaatteja kuin (n+1)-ulotteisella
pallokuorella S™. Suspension ajatus on, ettd “pinoamalla” n-
ulotteisia olioita padllekkiin [—1,1]-koordinaatin suhteen saa-
daan (n + 1)-ulotteinen olio.

Tapauksessa n = 1 joukko S° koostuu pisteistd z € R = R!
joille |x| = 1. Niitd ovat 1 ja —1, eli S° = {—1,1}. Yhdistamélla
joukko

SO x [-1,1] = {-1,1} x [-1,1]
pallokuorelle S C R? (tason ympyri) sdinnolla

fw,y) = (wcos ., sin 2)

saadaan aikaan homeomorfismi.!

Tédmén kuvauksen helpommin ymmérrettdva ajatus on téa-
mé: ajatellaan ettd koordinaatti {—1, 1} vastaa tason ympyran
vasenta ja oikeaa puolta; tdssd —1 vasenta ja 1 oikeaa. Koordi-
naatti [—1, 1] vastaa sité, mitd y-koordinaattia vastaavassa pis-
teessd ympyrélla ollaan; kutakin y-koordinaattia (—1, 1) vastaa

IN&mé pisteet ovat ympyrélla, koska
) @) -
(33 cos 5 + ( sin 9
koska |z| = 1.



kaksi pistettd ympyralla, yksi vasemmalla (x < 0) ja yksi oi-
kealla (z > 0) puolella. Pisteissd jossa ympyrdn puolet koh-
taavat toisensa, (0, 1) ja (0, —1), ndmaé pisteet sulavat yhdeksi,
joten niille kuvautuvat pisteet myos sulautetaan yksiksi pisteik-
si. Koska f(1,1) = f(—1,1) = (0,1), niin kisitelld&n joukkoa
{—1,1} x {1} = S° x {1} yksittiiseni pisteeni.

Tapauksessa n = 2 laitetaan tason ympyroitd "padllekkéin”
kolmannen koordinaatin suhteen, ja “kutistamalla” niitd sopi-
valla kuvauksella saadaan pallokuori; kuoren “paallimmaisin”
ja "pohjimmaisin” pallo on kuitenkin taas sulautettava yksittai-
siksi pisteiksi.

Osoita, etté tekijaryhmaéan

R/Q={{z+qlqeQ} | zeR}
tekijatopologia on minitopologia. (Minitopologia koostuu tyh-
jasta joukosta ja kaikkien alkioiden muodostamasta joukosta.)
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Tekijétopologia on projektion koindusoima; so. joukko on avoin
jos ja vain jos sen alkukuva on avoin. Millaisia ovat joukon R/Q
joukot? Joukon R/Q yksittéiset alkiot ovat muotoa
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{a:—l—@|IER}:{x,x+1,x+§,x—5,...},

eli "reaaliluku plus kaikki mahdolliset rationaaliluvut”; yksi tél-
lainen z-joukko on joukossa R/Q alkio eli "yksi piste”. Téallaisten
alkioiden kokoelmat ovat joukon R/Q joukkoja; ja ndmé joukot
ovat avoimia jos niiden alkukuva projektien suhteen on avoin.

Olkoon esimerkin vuoksi z = 0. Téata x:n arvoa vastaa joukko
{04 ¢ | ¢ € Q} = Q, rationaalilukujen joukko, siis Q € R/Q.
(Huomaa ettd Q on R/Q:n alkio, ei osajoukko!) Tamé&n alkion
muodostaman joukon alkukuva ovat ne luvut jotka kuuluvat
sithen, siis joukko Q itse. Tiedetddn etta joukko Q ei ole reaa-
liakselin tavallisessa topologiassa avoin. Siispd sen kuva R/Q-
projektion suhteen, alkio Q ei yksindén ole avoin joukko tekija-
topologiassa.

Jos taas valitaan x = 1, saadaan alkio/joukko {1 + ¢ | ¢ €
Q} = Q; huomaa ettd "z:n arvoa 0 vastaava z-joukko” ja "z:mn
arvoa 1 vastaava z-joukko” ovat yksi ja sama.

Jos x = 7 niin {r + ¢ | ¢ € Q}, joka ei sievene. Koska ratio-
naalilukujen joukko ei ole avoin, niin ei myoskdan ”7:n verran
oikealle siirretty” rationaalilukujen joukko ole avoin.

Néiden huomioiden jélkeen itse tehtava.
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Viitetddn, ettd jos U C R/Q niin ettd on olemassa yksikin
xo € R siten, ettd {xg+¢ | ¢ € Q} ¢ U, eli yksikin joukon R/Q
alkio joka ei kuulu joukkoon U, niin U ei ole avoin. Jos tdmé
saadaan osoitettua, niin vain R/Q ja () ovat mahdollisia ja ndin
ollen ainoita avoimia joukkoja.

Tarkastellaan maalipuolen joukkoa U alkukuvanaan eli samat
luvut (vaan ei samat alkiot) sisdltévina reaaliakselin joukkona.
Olkoon x € R, x € U. Talloin voidaan valita alkoita zy +
¢, ¢ € Q, mielivaltaisen lihelts pistettd 2. Talloin U ei ole
(tavallisessa topologiassa) avoin pisteessi x koska sen jokaisesta
(tavallisen topologian) ympéaristosté 16ytyy ei-U piste, joten U
ei ole avoin.

(3) Olkoon X jatkuvien funktioiden f : [0,1] — R joukko. Todista,
ettd d(f,g) = sup{|f(z) — g(x)| | = € R} on pseudometriikka
joukossa X. Onko se metriikka?
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Olkoon f,g,h € X. Nyt d on pseudometriikka koska se to-
teuttaa ehdot (1)—(3):

(1) : d(f,h) < d(f.g) + d(g, h), silli
d(f,h) = sup |f(x) — h(z)|

z€[0,1]

= sup [f(x) = g(x) + g(x) — h(z)]

z€]0,1]

< e (If(x) = g(@)] + lg(x) — h(z)])

< sup |f(z) —g(z)[ + sup |g(x) — h(z)].
z€[0,1] z€[0,1]

(2) : Selvastikin d(f,g) = d(g, f).
(3) : Samoin selvastikin d(f, f) = 0.
Kasiteltdava d on myos metriikka, silld se toteuttaa ehdon (4):
(4) : Jos d(f,g) = 0, niin f = ¢g. Taméa pétee, silld jos
d(f,9) = 0 niin sup ¢ [f(2) = g(z)|, joten
0> [£(x) - g(x)| > 0
kaikilla = € [0,1], ensimméinen epayhtédlé d:n nojalla, ja toi-

nen itseisarvon ominaisuutena; téstd seuraa, ettd f(z) = g(z)
kaikilla = € [0, 1].

2Tunnettu rationaalilukujen ominaisuus: kaikille z, zy € R voidaan 15ytiéd jono
lukuja ¢, € Q s.e. g, — = — xp.



