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2. valikoe

(1) Olkoon (d;);cr joukon E pseudometriikkaperhe siten, etté
d(l’7 y) = sup dz(x7y) < o0
el
joukon E jokaisella alkioparilla. Todista, ettd néin méaaritelty
funktio d on joukon E pseudometriikka ja ettd se on metriikka,
jos yksikin pseudometriikoista d; on metriikka.

(2) Osoita, ettd metristyvan avaruuden suljettu joukko A voidaan
esittdd numeroituvana leikkauksena avoimista joukoista. Vihje:
Voit olettaa, ettd joukot {z € X | d(z, A) < 1/n} ovat avoimia.

(3) Olkoon X topologinen avaruus. Todista, ettd X on Tj-avaruus,
jos ja vain jos mielivaltaisen pisteen x € X kaikkien ymparisto-
jen leikkaus supistuu pisteeksi z.

(4) Olkoon X separoituva metrinen avaruus. Olkoon Y avaruuden
X jatkuva kuvajoukko, so. on olemassa jatkuva kuvaus f : X —
Y, missd Y = f(X). Todista, ettd Y on separoituva.

(5) Onko R\ Q separoituva?



(1) Olkoon (d;);cr joukon E pseudometriikkaperhe siten, etté

d(z,y) = supd;(z,y) < 00
iel
joukon E jokaisella alkioparilla. Todista, ettd ndin méaaritelty
funktio d on joukon E pseudometriikka ja ettd se on metriikka,

jos yksikin pseudometriikoista d; on metriikka.
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(1) Olkoon i € I mv. ja x,y, z € E. Télloin
di(z, z)
<di(z,y) + di(y, 2)
<supd;(x,y) +supd;(y, 2)
il iel
=d(z,y) + d(y, 2).

Koska tama pétee jokaiselle ¢ € I, niin

d(z,2) =supd;(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).
iel

(2) d(x,y) = sup;e; di(z,y) = sup,e; di(y, ¥) = d(y, x).
(3) d(x,x) = sup;e;di(z,z) = 0.
——

=0
Oletetaan, ettd d;, on metriikka, ja d(x,y) = 0. Talloin
0 < djy(x,y) < supdi(z,y) = d(z,y) =0,
iel
joten d;,(x,y) = 0, ja koska d;, on metriikka, x = y.
(2) Osoita, ettd metristyvan avaruuden suljettu joukko A voidaan
esittdd numeroituvana leikkauksena avoimista joukoista. Vihje:

Voit olettaa, ettd joukot {z € X | d(x, A) < 1/n} ovat avoimia.
* k%

Harjoitusten 9 tehtavan 1 ensimmainen puolikas.

(3) Olkoon X topologinen avaruus. Todista, ettd X on T}j-avaruus,
jos ja vain jos mielivaltaisen pisteen z € X kaikkien ymparisto-
jen leikkaus supistuu pisteeksi z.

X %k Xk

?=”: AT. On olemassa x € X siten, etté jos {U} |j € J}
on pisteen xy kaikkien ympéristojen joukko, niin

{z,y} € (UL,

jedJ



(5)

3

jollekin y € X, yo # x. Télléin y € UL jollekin j, € J. Koska
X on Ty-avaruus, on olemassa xo:n ympéristo UJ}, j; € J siten,
ettd y ¢ UJL — mutta talloin y ¢ (., UL, koska
(Ui, c U
jeJ
Tama on ristiriita; vaite seuraa.
7" : Olkoot = # y. Oletuksesta seuraa, etti

ﬂ U;Z = {z},
jeJ
missid {U? | j € J} on x:n kaikkien ympéristojen joukko. Erityi-
sesti on olemassa ympéristo U2 siten, ettd y ¢ U, Vastaavasti
() U = {u}.
keK
ja on olemassa ymparisto Ufo siten, ettd x ¢ U?J'fo. Nain ollen X

on Tij-avaruus.

Olkoon X separoituva metrinen avaruus. Olkoon Y avaruuden
X jatkuva kuvajoukko, so. on olemassa jatkuva kuvaus f : X —

Y, missd Y = f(X). Todista, ettd Y on separoituva.
* k%

Olkoon {x,} C X tihed osajoukko. Osoitetaan, ettd {y,} =
{f(xz,)} C Y on tihed. Olkoon V avoin joukko, § # V C Y.
Koska f on jatkuva niin U = f~1(V) C X on avoin. Koska
{z,} on tihed joukossa X, niin on olemassa z,, € U, joten
Yno = [(Zn,) € V. Néin ollen {y, } on tihed Y :ssé.

Onko R\ Q separoituva?

Harjoitusten 12 tehtava 2.



