Algebra 2, syksy 2003, laskuharjoitus 10

1. Olkoon I = � x^2 + y^2 − 1, y − 1 ff . Etsi sellainen f, että f ∈ I(V (I)) = I √ , mutta f � I.

2. Kunta K on algebrallisesti suljettu, jos jokaisella f ∈ K[x] on olemassa nollakohta K:ssa.

Näytä, että algebrallisesti suljetussa kunnassa täytyy olla äärettömän monta alkiota. Ohje: tee vastaoletus K = {a_1, � , a_m} ja osoita, että tämä johtaa ristiriitaan. Voidaan osoittaa, että Z_p , missä p on alkuluku (vertaa 1. harjoitus), on äärellinen kunta. Se ei siis voi olla algebrallisesti suljettu. Etsi jokin polynomi f ∈ Z_3[x] siten, että f:llä ei ole nollakohtia Z_3:ssa.

Voidaan osoittaa, että äärellisen kunnan alkioitten lukumäärän on oltava p^n, missä p on alkuluku. On helppo tarkistaa, että Z_pn on kunta vain, jos n = 1.

3. Olkoon I = � x^4y^2 + z^2 − 4xy^3z − 2y^5z, x^2 + 2xy^2 + y^4 ff ja f = yz − x^3. Näytä Singularin avulla ensin, että f ∈ I √ ja etsi sitten pienin kokonaisluku m siten, että f^m ∈ I.

4. Ideaali I ⊂ C[x_1, � , x_n] on nollaulotteinen, jos V (I):ssä on vain äärellinen määrä pisteitä.

Eräs tapa tarkistaa, onko annettu ideaali nollaulotteinen on seuraava:

I on nollaulotteinen ȷ I ∩ C[x_i] � ? kaikilla i

Huomaa, että nyt voitaisiin määritellä, että ideaali on nollaulotteinen, jos I ∩ K[x_i] � ? kaikilla i, olipa kunta K mikä tahansa.

Tarkastellaan ideaalia I = ⟨f_1, f_2, f_3⟩, missä

f_1 = z^2 y + z^2 f_2 = x^3 y + x + y + 1 f_3 = z + x^2 + y^2

Totea ylläolevaa kriteeriä käyttäen, että I on nollaulotteinen. Olkoon edelleen L vektoriavaruus, jonka virittävät sellaiset monomit x^α, jotka eivät kuulu ideaaliin ⟨LT(I)⟩. Tällöin dim(L) on kyseisten monomien lukumäärä. Ratkaisujen lukumäärää voidaan arvioida seuraavasti:

#V (I) ≤ dim(L)

Singularissa dim(L) voidaan laskea komennolla vdim. Jos lisäksi halutaan tietää, mitkä ovat kyseiset monomit, niin ne saadaan komennolla kbase. Huomaa, että näin saatu monomijoukko riippuu käytetystä monomijärjestyksestä, mutta monomien lukumäärä ei riipu siitä. Kokeile tätä valitsemalla eri monomijärjestyksiä. Arvioi tämän avulla ylläolevan systeemin ratkaisujen lukumäärää. Edelleen voidaan osoittaa, että jos I on radikaali-ideaali, niin

#V (I) = dim(L)

Laske ylläolevan systeemin radikaali komennolla radical (pitää ensin ladata kirjasto primdec.lib), ja selvitä sen avulla ratkaisujen lukumäärä. Huomaa, että radical ei välttämättä anna Gröbner-kantaa, ja että komennoissa vdim ja kbase pitää käyttää Gröbnerkantaa. Yritä sitten laskea ratkaisut mahdollisimman eksplisiittisesti, ja erityisesti yritä selvittää kuinka monta reaalista ratkaisua on.