Algebra 2, syksy 2003, laskuharjoitus 9

1. Tarkastellaan pintaa S ⊂ K^3, joka on parametrisoitu seuraavasti:

x = uv , y = u^2 , z = v^2

Etsi pienin varieteetti V , joka sisältää kyseisen pinnan. Näytä, että

∗ kun K = C, niin S = V

∗ K = R, niin S � V . Mitkä V :n pisteet eivät kuulu joukkoon S ?

2. Enneperin pinta E voidaan parametrisoida seuraavasti:

x = 3u + 3uv^2 − u^3 y = 3v + 3u^2v − v^3 z = 3u^2 − 3v^2

Etsi yhtälö, joka antaa pienimmän varieteetin V joka sisältää E:n. Näytä, että tapauksessa K = C pätee E = V . Pohdi mikä tulojärjestys olisi paras tässä tapauksessa. Enneperin pinta reaalisessa tapauksessa on minimipinta eli sen keskikaarevuus on nolla. Siis jokaisessa pinnan pisteessä pääkaarevuudet ovat erimerkkisiä, joten jokainen piste on satulapiste, kuten oheisesta kuvasta näkyy. Huomaa, että pinta näyttää leikkaavan itsensä. Nämä leikkauspisteet ovat pinnan singulaarisia pisteitä. Etsi ne. Ohje: kun olet määritellyt tarvittavan ideaalin, lataa kirjasto primdec.lib ja käytä komentoa minAssGTZ. Saat listan ideaaleja, joitten varieteetit ovat käyriä, joita pitkin Enneperin pinta leikkaa itsensä.

3. Descartes’n lehden parametrisointi on x = 3t 1 + t^3 y = 3t^2 1 + t^3

Etsi vastaava varieteetti. Näytä, että nyt myös reaalisessa tapauksessa parametrisointi antaa koko varieteetin. Etsi vielä käyrän/varieteetin singulaariset pisteet.

4. Tarkastellaan käyräparvea f (x, y, t) = (x − t)^2 + (y − t^2)^2 − t^2 = 0. Etsi tämän verhokäyrä. Huomaa, että verhokäyrän voi "jakaa tekijöihin". Onko verhokäyrällä singulaarisia pisteitä?

5. Annetun käyrän evoluutta on käyrän normaalien verhokäyrä. Mikä on parabelin y = x^2 evoluutta? Etsi evoluutan singulaariset pisteet. Totea, että singulaarisuus on tyyppiä a^2 = b^3.