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4 Derivaatta

4.1 Derivaatan méairitelméi ja derivoimissddnnot

Esimerkki 4.1.1 Esimerkissé 3.2.1 todettiin, ettd kappale putoaa vapaassa pudotuksessa
siten, ettd ajassa t > 0 kuljettu matka s(t) saadaan kaavasta

1
S(t) - §gt27

missé g on gravitaatiovakio, g &~ 9.8%;. Hetkellistd nopeutta hetkelld ¢ = 2 arvioitiin

erotusosamaaralla ) )
@) —st) _s) -5, ,
2 —t t—2

On luonnollista méaritelld hetkellinen nopeus hetkelld ¢ = 2 raja-arvona

li 52 =50
t—2 2 — 1

Néin paadytdadn derivaatan késitteeseen. Mitéd kyseinen raja-arvo tarkoittaa havainnolli-
sesti? Koska erotusosamaaré

s(2) —s(t) _ s(t) —s(2)

2—t t—2

on pisteiden (2, 5(2)) ja (¢, s(t)) kautta kulkevan suoran L; kulmakerroin, niin raja-arvon

lim s(2) — s(t)
t—2 2 —+¢

olemassaolo tarkoittaa sité, ettd suora L; ”asettuu paikoilleen”, kun ¢t — 2.

Maéaritelméa 4.1.2 Olkoon f: B(xg,r) — R funktio. Jos erotusosamddrdlld

f(xo +h) — f(xo)
A ;

h 0,

on (aéarellinen) raja-arvo

lim f(zo+h) — f(xo)

h—0 h ’

tatd raja-arvoa sanotaan funktion f derivaataksi pisteessd xg. Merkitdan

o . flzo+h) — f(xo)
Df(xo) == f'(xg) := }LE% - :

Sanotaan myos, ettd f on derivoituva pisteessi xgp. Suoraa

y — f(xo) = f'(w0)(z — x0)

sanotaan pisteeseen (zo, f(x¢)) liittyviksi kuvakiyréin y = f(x) tangentiksi.
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Jos f on derivoituva avoimen vilin A C R jokaisessa pisteessé, funktio f on derivoituva
(joukossa A ). Télloin jokaista x € A vastaa luku f’(x). Ndin méériteltyd kuvausta f’ :
A — R kutsutaan funktion f derivaataksi (derivaattakuvaukseksi).

Huomautus Usein erotusosamééra kirjoitetaan muodossa

f(zo) — f(7) _ f(ﬁ)—f(xo)’

To— X T — Zo

jolloin siis h :=x — x¢ (x = xo + h) ja

f/($0) — lim f(I) — f(J}())

=0 T — T
Huomaa, ettd h — 0 jos ja vain jos © — xg.
Esimerkki 4.1.3 (a) Olkoon f(z) = c kaikilla x € B(x¢,r) (f vakiofunktio ympéristossi
B(zg,7)). Télloin
f(zo +h) — f(xo) lim &€

/ = 1. pum pu .
fzo) = h h h 0
(b) Mééritasn funktion f(z) = aa?, a = g, derivaatta pisteessi zo > 0 suoraan

maaritelméasta. Saadaan
a(zo+ h)? — ax}
h

axd + 2axoh + ah?® — ax?

[ (o) = limp, o limy,_.o

2axoh + ah"h

hmh—»[)

= limy_o(2ax¢ + ah) = 2axy = gxo.

(c) Tarkastellaan funktion f(z) = |z| derivaattaa pisteessd 0. Maariatain erotusosaméirin
toispuoleiset raja-arvot. Kun h > 0, saadaan
f(0+h) — f(0) ] h

/ L . o . o . A
f3(0) = hli%lJr h N hlggl'*‘ h hli%l'*‘ h L

Kun taas h < 0, saadaan

: . fO+h) - f0) .
0) := lim = lim — = lim — = —1.
J=(0) h—0~ h h—0- h  h—0- h
Erotusosaméirén toispuoleiset raja-arvot (=toispuoleiset derivaatat f’ (0) ja f’(0)) ovat
erisuuret, joten varsinaista raja-arvoa ei ole (Lemma 3.4.4). Siis f ei ole derivoituva origos-
sa. Intuitiivinen tulkinta: Derivaattaa ei ole, jos funktion kuvaaja muodostaa ”terdvia” kulmia.
(Télloin toispuoleiset derivaatat ovat eri suuret.)

(d) Olkoon

)

)= 0, kun x=0.

Aiemmin on todettu, ettd f on jatkuva origossa. Onko f derivoituva origossa? Jos h # 0,
saadaan

{xsinl kun x # 0

f(O+h)— f(0) hsing .
= = sin —.
h h h
Mutta funktiolla h — sin + ei ole raja-arvoa origossa (Esimerkki 3.3.8 (c)). Siis f ei ole

derivoituva origossa. Téssd tapauksessa funktion kuvaaja ei muodosta terdvia kulmia.
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Esimerkin 4.1.3 kohdista (c) ja (d) n&hd&én, ettd jatkuvuus ei takaa derivoituvuutta.
Kéaanteinen vaite kuitenkin pétee:

Lause 4.1.4 Olkoon f derivoituva pisteessad xq. Télloin f on jatkuva pisteessé z.

Todistus. Funktio f on mééritelty jossain ympéristossi B(zg, 7). Jos nyt x € B(z,7),
T # xo, saadaan
f(z) = flzo
(&) = Flao) + (- ) LD =T 0]

r — T

Raja-arvon laskusddntdjen nojalla

limg gy f(2) = limg g, (f(w0) + (& — mo) LE=L0))
= Ty, f(20) + iy g, (3 — ) LELE0)

= [(xo) +0- f'(z0) = f(zo)-
Siis f on jatkuva pisteessid xq. O

Ensimméisend derivaatan sovellutuksena tarkastellaan 2-tyyppisiin raja-arvotilanteisiin

0
liittyvaa L’Hospitalin sdantoa:
Lause 4.1.5 (L’Hospitalin s&#nto I) Olkoot f, g : B(xg,7) — R funktioita siten, ettd

(i) f(zo0) = g(x0) = 0,

(i) derivaatat f’(xq) ja ¢'(xo) ovat olemassa,
(i) ¢'(x0) 0.

Talloin
)
w=0 g(z)  g'(2o)

Todistus. Kirjoitetaan

Flag) _ limey, BT lim =
g (z0)  lim, . ¢@=9@) ~ s>z g(@)—g(wo)
T—T( Tz

Y (I (T I 1)
T g(@) — glzo) w0 g(z)

O

Esimerkki 4.1.6 (a) Méasritédn lim, o <=1 Nyt f(z) = e” — 1, g(z) = z, joten f(0) =
g(0) = 0. Derivaatoiksi saadaan f'(0) = €® = 1 ja ¢’(0) = 1. Koska ¢’(0) # 0, niin Lauseen
4.1.5/ nojalla

e?—1 €
lim = — =1.
z—0 T 1
Vastaavasti todetaan, etta
sinx  cos0O
lim = =cos0 = 1.




(Pidetddn téssd tunnettuna tarvittavat eksponenttifunktion ja sinin ominaisuudet). Ky-
seiset raja-arvot on varsin hankala méaaréta ilman derivaattaa.

(b) L’Hospitalin lauseen oletukset on ehdottomasti tarkistettava ennen lauseen sovelta-
mista. Esimerkiksi ”lasku”

on pahasti pielessé. Miksi?

Derivoimissiaiantoja
Derivoimisen lahtokohtana ovat seuraavan lauseen antamat perussaannot:

Lause 4.1.7 Olkoot f ja g derivoituvia pisteessa x. Talloin

(a) D(f(x) +9(x)) = Df(x) + Dy(z),
(b) D(cf(z)) = e¢D(x) kaikilla ¢ € R.
(¢) D(f(x)g(x)) = g(x)Df(x) + f(x)Dg(x),

f(@)) _ 9(@)Df(z) - f(x)Dg(z) . _—
(d) D<g<$)>_ FEE kili g(z) # 0.

Todistus. Kohdat (a), (b) ja (c) jatetddn lukijalle. Todistetaan kohta (d). Téta varten

osoitetaan ensin, etté
1 D
D () S 9(“2. (1)
9(x) 9(x)

Jos h # 0, niin

1 1

h h g(x)g(x +h)
Koska limy,_,q M}L(Hh) = —Dg(z) ja jatkuvuuden nojalla limj, .o m = ﬁ, niin
1 1
lim gla+h) — g(z) _ _Dg(ZC)
=0 h g(x)?

Nyt yhtélon (1) ja kohdan (a) seurauksena

o(i) = 2l ) =prer g e —G5
@)D (z) - /() Dyl

g(z)?

o1l



Esimerkki 4.1.8 (a) Olkoon n € N ja f(z) = z". Talloin induktiolla seuraa helposti
tulon derivoimissdannosta, etta
Df(z) =na"*

kaikilla z € R. Toteal

(b) Jos f(z) = 2x* — 5z + 3, niin kohdan (a), Esimerkin [4.1.3, Lemman 4.1.8 ja Lauseen
4.1.7 nojalla

f'(x) = D(22") + D(=5z) + D(3) = 2Dx* — 5Dz + 0 = 8z° — 5.
Téhén tapaan voidaan derivoida jokainen polynomi, ts. jos
f(2) = anz™ + ap_12" ' + -+ ax + ag,

niin
(@) =na,z" '+ (n— Dap_ 12" 2+ +a.

Esimerkki 4.1.9 Olkoon n € N ja f(z) =z~ ™. Nyt

Df(x) =D

(1 ) 0.z —na"t -1
) (xn)Z
Siis Esimerkin 4.1.8 kaava patee myos negatiivisille eksponenteille.

Lause 4.1.10 (Ketjusdants) Olkoon g derivoituva pisteessé x ja f derivoituva pisteessi
g(x). Talloin yhdistetty funktio f o g on derivoituva pisteessi = ja

D(fog)(x) =Df(g(x)) Dy(x).

Todistus. Tarkastellaan téssé yksinkertaisuuden vuoksi vain tapausta, jossa g on aidosti monotoninen
erddissi x:n ympéristossid B(x,r). Jos nyt h # 0 ja « + h € B(z, ), voidaan kirjoittaa

(fog)z+h)—(fog)(x) _ flglz+h)) — flg(z)) _ flg(x+h)—flg(z)) g(z+h)—g(z)

h h glx+h) —g(z) h

Tassé,

glz +h) —g(x)

lim =g (x).

h—0

Toisaalta g on jatkuva pisteessd x, joten limp_.o g(z + h) = g(z) ja néin ollen

i 106+ 1) = F(g()

-0 gz +h)—g(x) o).

Viite saadaan yhdistamaélld raja-arvoviitteet. O

Esimerkki 4.1.11 (a) Olkoon f(z) = /&2 + 5. Télloin
f(x) = (goh)(z),
missi g(z) = /7 ja h(z) = 22 + 5. Koska ¢'(z) = ﬁ (harjoitustehtava), niin

2z T

J@) =g @) = 5755 = Zorss
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(b) Olkoot f,g,h: R — R derivoituvia. Télléin

(fogoh)(x)=(fol(goh))(x)=[f((goh)(z))(geh)(z)=[f(g(h(x)))g'(h(z)) - h'(x)

kaikilla z € R. Koska kuvausten yhdistdminen on liitinnéinen operaatio, samaan tulok-
seen paadytddn valitsemalla sulut toisin eli tulkitsemalla fogoh = (f og) o h.

(c) Derivoidaan funktio

7 > cos(e” T T) = cos(exp(x +sinz)).

Pidetdén tunnettuna, ettd De® = e®, Dsinx = cosx ja D cosx = —sinx. Merkitdan

h(z) = cos(z),
g(x) = e =exp(x),
f() = o+ sin(z),

jolloin .
cos(e") = (hogo f)().

Yhdistetyn funktion derivaataksi saadaan

(h 0go f),(l’) — _Sin(6x+sinx) . e:c+sinx X (1 + cos ZIZ')

(d) Olkoon f :)a,b[—]c, d[ derivoituva bijektio ja oletetaan, etti f~* :]e, d[—]a, b[ on deri-
voituva. Télloin kirjoittamalla

(f o f)(z) =,
missi = €]a, b[, saadaan derivoimalla puolittain kejusdédnnon nojalla

(F'(f)f'(z) = 1.

Siis

Néin saadun kadnteisfunktion derivoimiskaavan ongelmana on se, ettei kaddnteisfunktion
f~! derivoituvuudesta ole aina takeita. Asiaan palataan myéhemmin.
4.2 Valiarvolause

Vailiarvolause antaa keskeinen keinon tarkastella funktion kulkua derivaatan avulla. Lauseen
todistamiseksi tarvitaan ensin pari apuhavaintoa.

Lemma 4.2.1 Olkoon f derivoituva pisteessi xy.

(i) Jos f'(zo) > 0, niin on olemassa r > 0 siten, ettd f(x) < f(zg) kun zg —r < z <
ja f(z) > f(xo) kun zg < & < xg + 1.
0

(ii) Jos f’(zo) < 0, niin on olemassa r > 0 siten, ettd f(z) > f(zo) kun zo —r < z < xg
ja f(z) < f(xo) kun zp < & < x9 + 1.
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Todistus. (i) Koska

(o) = lim f(@) = f(zo) — >0,
T—x0 T — To

niin raja-arvon mééritelméan mukaan on olemassa r > 0 siten, etté

r € B'(zg,7) = JW—@ <%.
— T

Talloin kaikilla x € B'(xo, r) pétee

F@)~ ) _a_,
T — T 2 '

Siis f(z) < f(xo) kun xg —r < x < x¢ ja f(x) > f(xo) kun 2o < < x¢ + r. Kohta (ii)
todistetaan vastaavasti. O

Lemma 4.2.2 Olkoon zg €]a,b[ ja oletetaan, ettd kuvaus f :Ja,b[— R saa suurimman
tai pienimmén arvonsa pisteessa x eli

f(zo) = max f(Ja,b]) tai f(xo) = min f(]a,b]).
Tallsin f'(xg) = 0, jos f on derivoituva pisteessi z.
Todistus. Oletetaan, ettd f(zo) = max f(Ja,b]) ja f on derivoituva pisteessd xq. Viitteen
todistamiseksi tehddén antiteesi f'(zg) # 0. Jos nyt f'(x¢) > 0, niin Lemman 4.2.1/ (i)
mukaan on olemassa r > 0 siten, ettd |xo — r,x¢ + 7[Cla,b] sekd f(z) < f(zo) kun
xg—1r < x < 3 ja f(x) > f(zo) kun zyp < & < z¢ + r. Mutta télléin f(xy) ei ole

suurin arvo valilla |a, b[, miké on ristiriita. Oletus f’(z9) < 0 johtaa vastaavalla tavalla
ristiriitaan. Pieninté arvoa koskeva viite todetaan vastaavasti. O

Esimerkki (a) Lemmalle 4.2.2 kdénteinen véite ei pade, ts. ehto f'(zo) = 0 ei takaa
sitd, ettd kyseessd on maksimi tai minimi valilla Jzo — 7, 2o + r[. Esimerkiksi funktiolle
f(z) = 23 pétee f(0) = 0. Silti f(0) = 0 ei ole maksimi tai minimi vélilld | — r,r[, kun
r > 0. Huomaa, etté derivaatta f'(z) = 322 ei vaihda merkkidén origossa.

(b) Funktiolla f(z) = |z| on minimi origossa, mutta derivaattaa f’(0) ei ole olemassa.

Lause 4.2.3 (Rollen lause) Oletetaan, etté
(i) f on jatkuva vélilld [a, b],
(ii) f on derivoituva valill ]a, b,
(iif) f(a) = f(b) = 0.
Talloin on olemassa ¢ €|a, b[ siten, ettd f'(c) = 0.

Todistus. Lauseen 3.4.20 mukaan funktio f saa pienimmén arvonsa ja suurimman arvonsa
vililld [a, b]. Olkoot 1, xy € [a, b] siten, ettd

f(x1) = max f([a,0]) ja f(z2)=min f([a,b]).

Voidaan olettaa, ettd f(x) # 0 jollakin x €la, b]. Siis f(z1) # 0 tai f(xs2) # 0 eli ; €|a, b]
tai xo €]a,b[. Lemman 4.2.2 mukaan joko f’(z1) =0 tai f'(x9) =0. O
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Esimerkki 4.2.4 Olkoon a > 0 ja b, c € R. Osoitetaan, etti yhtalolla
flx)=a2*+ar’ +bx+c=0

on korkeintaan kaksi reaalista juurta.

Perustelu: Derivaatta
f'(z) = 42® + 2az + b

on aidosti kasvava. Jos nimittdin = < y, niin 423 < 43° ja 2az < 2ay. Niin ollen
fl(x) = 42 + 2ax + b < 4y° + 2ay + b = f'(y).

Nyt on olemassa korkeintaan yksi piste z € R siten, ettd f'(z) = 0. Jos nimittdin deri-
vaatalla on kaksi nollakohtaa, se ei ole aidosti kasvava. Nyt Rollen lauseesta seuraa, etté
yhtalolla f(z) = 0 on korkeintaan kaksi reaalista juurta. Tadmé#n toteamiseksi tehd&dén
antiteesi: On olemassa r1 < x5 < x3 siten, ettd f(z1) = f(x2) = f(x3) = 0. Nyt Rollen
lauseen nojalla 16ydetdin pisteet ¢ €]xy, x| ja co €]xs, z3[ siten, ettd f'(c1) = f/(¢2) = 0.
Ristiriita, joten viite seuraa.

Huomautus Yleistamélla Esimerkin 4.2.4) padttely todetaan, etté jos derivoituvan funk-
tion f: A — R derivaatalla f’ on n nollakohtaa avoimella valilla A C R, niin funktiolla
f on korkeintaan n + 1 nollakohtaa vélilla A.

Lause 4.2.5 (Viliarvolause) Oletetaan, etti

(i) f on jatkuva vélilld [a, b],

(ii) f on derivoituva valilld |a, b].
T#lloin on olemassa ¢ €]a, b[ siten, etté
fb) = fla) = f(e)(b—a).

Todistus. Maaritellaan apufunktio g : [a,b] — R asettamalla

f(b) = f(a)

o) = f(2) — fla) ~ T2

(x —a).

Funktio g on jatkuva vélilla [a, b] ja derivoituva vélilla |a, b[. Liséksi

f(b) = f(a) f(b) = f(a)

o(@) = ()~ fla)- 1= —

(a—a) =0, g(b) = f(b)—f(a)— (b—a) = 0.

Rollen lauseen nojalla on olemassa ¢ €|a, b| siten, ettd ¢'(c) = 0. Mutta

f(b) — f(a)

ge) = o -T2 0 = 1) - f(0) = fe)0- ).

O

Viliarvolauseesta seuraa helposti integraalilaskennan peruslause (harjoitustehtéva):
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Seuraus 4.2.6 Oletetaan, etté
(i) f on jatkuva valilla [a, b],
(ii) f on derivoituva valill& ]a, b,
(iii) f'(x) = 0 kaikilla = €]a, b|.

Té&lloin f on vakiofunktio vélilla [a, b].

Esimerkki 4.2.7 Sovelletaan viliarvolausetta funktioon f(z) = sinz. Koska |f'(x)| =
|cosz| < 1 kaikilla z € R, saadaan

[f(z) = FO)] = | (e)(z = 0)] < |-
Koska f(0) = 0, pétee |f(z)| < |z|. Tamé arvio antaa valittomasti likiarvon
sin107% € [-1073,1077].

Arvio |sinz| < |z| auttaa myoskin hahmottamaan sinin kuvaajan kulkua origon léhelld,

kun vield muistetaan, ettd lim,_,o 2% = 1.
X

Viliarvolauseen avulla voidaan myo6skin todistaa seuraava vahvempi versio L’Hospitalin
lauseesta (todistus 16ytyy kirjasta Thomas: Calculus s. 1163-1164.)

Lause 4.2.8 (L’Hospitalin lause II) Olkoot f,g: B(xo,7) — R funktioita siten, etté

(i) f(xo) = g(wo) =0,
(ii) derivaatat f'(x) ja ¢’(x) ovat olemassa ympéaristossa B(xzg, ),

(iii) ¢'(x) # 0 kaikilla € B'(xq,r).

Talloin

. M_. f' (o)
A ()~ )

Version II etuna on se, ettd sitd voidaan soveltaa monta kertaa peridkkéin:

Esimerkki 4.2.9 (a) Maaratdan

.ot —4ad + 52 —dx + 4 . fx)
lim =: lim ——.
=2 gt — 53 + 822 — 4z v—2 g(x)

Koska f(2) = g(2) = 2, voitaisiin osoittaja ja nimitt#jd jakaa lausekkeella x — 2 niin mon-
ta kertaa kuin mahdollista. L’Hospitalin lause II antaa kuitenkin toisen (usein helpom-
man) ratkaisun. Koska myos derivoituvuusoletukset (ii) ja (iii) ovat voimassa, saadaan
L’Hospitalin lauseen II nojalla

fl@) _  fx) . 42® 1207 4100 — 4

lim 2 = — .
oo g(z)  a=2g/(z)  a—2 425 — 1522 + 162 — 4
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Edelleen f'(2) = ¢'(2) = 0, joten soveltamalla L’Hospitalin lausetta uudestaan saadaan

lim —= = lim = — ==

flz) . 43 —1222 410z —4 . 122> —24x+10 10 5
f im — .
e—2 g(xr) @-24x3 — 1522+ 16x —4 2-21222—-30x+16 4 2

(b) L’Hospitalin lauseen II nojalla (tarkista oletukset!)

1

1 1
li Vifz-1-% 1i AT 2 1 02vite—l e
Mg—0 =z = lz—0 2z = HMgz—0 73 - o 4(l42)

1, 1 —_1
8  (14+x)V1+z 8"

Viimeisessé derivoinnissa on kaytetty osaméédran derivoimiskaavaa.

4.3 Asriarvot

Viliarvolauseen avulla paddytédn derivoituvien funktioiden &a#riarvo-ongelman ratkai-
suun. Tarkastellaan ensin sité, mitd derivaatan merkki kertoo funktion monotonisuudesta.

Lause 4.3.1 Olkoon f : [a,b] — R jatkuva.

(i) Jos f'(x) > 0 kaikilla = €]a, b], niin f on aidosti kasvava valilla [a, b].

(ii) Jos f'(x) < 0 kaikilla x €]a, b[, niin f on aidosti vaheneva vélilld [a, b].

Todistus. (i) Jos z,y € [a,b] ja x < y, niin viliarvolauseen ja oletuksen mukaan

fly) = flz) = f'(c)(y — ) > 0.

Siis f(z) < f(y) eli f on aidosti kasvava vililla [a, b]. Kohta (ii) vastaavasti. O

Huomautus 4.3.2 Lauseen 4.3.1 vaitteet yleistyvat helposti myos muun tyyppisille vileille.
Derivaattaa koskevat oletukset tarvitaan vain vastaavalla avoimella vélill4, jos jatkuvuuso-
letus péatee myos vilin mahdollisissa paatepisteissd. Namé yleistykset pidetdén jatkossa
tunnettuina.

Maiaritelmi 4.3.3 Funktiolla f on pisteessi zg lokaali maksimikohta (vastaavasti lokaali
minimikohta), jos f(zo) on funktion f suurin (vastaavasti pienin) arvo jossakin pisteen z
ympéristossia B(z, ). Arvoa f(zo) sanotaan talloin lokaaliksi maksimiarvoksi (vastaavasti
lokaaliksi minimiarvoksi).

Nimityksié (Lokaali) ddriarvokohta on joko lokaali maksimikohta tai lokaali minimikoh-
ta. (Lokaali) ddriarvo on joko lokaali maksimi tai lokaali minimi.

Puhutaan myos oleellisesta maksimista (vastaavasti oleellisesta minimistd), jos f(xg) >
f(z) (vastaavasti f(xg) < f(x)) kaikilla x € B'(xq,r).

Lause 4.3.4 Olkoon f: B(zg,7) — R jatkuva ja oletetaan, ettd f on derivoituva punk-
teeratussa ympéristossia B’ (xq, ).
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(i) Jos f'(x) > 0 kaikilla = €]xg — 7, 2z0[ ja f'(x) < 0 kaikilla @ €]z, z¢ + [, niin
funktiolla f on pisteessé xg lokaali maksimi.

(ii) Jos f'(x) < O kaikilla o €|zg — 7, 20[ ja f'(x) > 0 kaikilla = €]zg, zo + [, niin
funktiolla f on pisteessd xg lokaali minimi.

Todistus. Todistetaan (i): Jos & €|xg—r, xo[, niin viliarvolausetta voidaan soveltaa vililla
[z, o). Saadaan

f(xo) = f(z) = f'(c)(xo — ),
missd ¢ €]z, zo[. Nyt oletuksen mukaan f'(c) > 0 ja zg — x > 0, joten f(xg) — f(z) >0
eli f(zog) > f(z). Vastaavasti, jos x €]z, ¢ + 7[, niin

f(@) = f(xo) = f'(c")(x — o),

missd ¢* €|xg, z[. Koska oletuksen mukaan f’'(c*) < 0, saadaan f(z) — f(xg) < 0 eli
f(z) < f(xg). Viite seuraa. Kohta (ii) todetaan vastaavasti. O

Esimerkki 4.3.5 (a) Olkoon

kun z >0
r, kunz <O0.

Talloin
reoN 1, kunz >0
f(x)_{—l, kun x < 0

ja f on jatkuva myos origossa. Lauseen 4.3.4' kohdan (ii) mukaan funktiolla f on origossa
(lokaali) minimi.
(b) Maarataén funktion

f(@) = 3w - 1)°

pienin ja suurin arvo valilla [—1,1]. Huomaa ensinnékin, ettd suurin ja pienin arvo ovat
olemassa koska f on suljetulla vililla [—1,1] jatkuva. Koska funktio f on derivoituva
koko R:ssé, on kaikissa ddriarvokohdissa f’(z) = 0. Riittdd siis madriata funktion arvot
derivaatan nollakohdissa ja vélin paatepisteissid. Derivaataksi saadaan

fl(z) = 22-3(x—1)2+2x(x —1)3 = (z —1)? (3x2 + 2x(x — 1))
= 23z +22—2)(x—1)? =bx(x — %)(z — 1)

Siis f/(z) = 0 kun 2 = 0, 2 tai 1. Nyt

FO) = F) =0, (1) ==8, —1<f(3) <0,

joten suurin arvo on f(0) = f(1) = 0 ja pienin arvo f(—1) = —8.

Globaalien d&riarvo-ongelmien yhteydessa tarvitaan yleensé lisdtarkasteluja sen selvittdmiseen,
antavatko lokaalit ddriarvot myds globaaleja dédriarvoja:
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1

Esimerkki 4.3.6 (a) Méiria kiyrdn y = 22 etéisyys pisteesti (2, 5). Ko. etéisyys saa-

daan minimoimalla funktion

) =22 02 - by

arvo kun x € R. Koska nelijuuri on aidosti kasvava, f saa pienimmén arvonsa tdsmélleen
silloin kun funktio

1 1 17
g(x):(:c—2)2+(x2—§)2:x2—4x—|—4+x4—x2+1:x4—4aj+z

saa pienimmén arvonsa joukossa R. Koska ¢g:n kuvaaja on ylospédin aukeava paraabeli,
voidaan pitdd selviné sitd, ettd derivaatan avulla saatava lokaali minimi on my6s globaali
minimi. Nyt

3

J(x)=42"-4=0 <= 1°=1 & =1,

Koska ¢'(z) < 0 kun = €] — 00, 1] ja ¢'(z) > 0 kun x €]1, oo], niin Lauseen 4.3.4 mukaan
funktiolla g on pisteesséd x = 1 lokaali minimi. Kyseesséd on myo6s pienin arvo joukossa R,
silla g on vélilld | — oo, 1] aidosti véhenevé ja vililld [1, +-o00[ aidosti kasvava (Huomautus
4.3.2). Kysytty etéisyys on siis

)= o =2 = Y2

Vastaava tehtéva johtaa yleisessd tilanteessa helposti laskuteknisiin ongelmiin koska rat-
kaisu edellyttdd kolmannen asteen polynomin nollakohtien méaédraamistd, ks. Cardanon
kaava.

(b) Onko funktiolla

1‘3

r)=——
f(@) 1+ 26
pienintd tai suurinta arvoa joukossa R? Derivaataksi saadaan

) = 322 (14 2%) — 625 - 2® _ 32%(1 + 2% — 229) _ 322(1 — 2%)(1 + 23)

(14 26)2 (14 25)2 (14 25)2
joten f’(x) =0 jos ja vain jos x = 0, x = 1 tai x = —1. Arvoiksi derivaatan nollakohdissa
saadaan 1 1
Toisaalta . ) .
x
0 = = <= 2
< f(@) 1+a26  H42% 8 )
kun x > 2 ja
3 1 1
02 f() = T = > 2 (3)

:1—|—x6 $%+x3_ 8

kun z < —2, joten funktio f saa suurimman ja pienimmé&n arvonsa joukossa R vililla
[—2,2] (Lause 3.4.20). Arvioiden (2) ja (3) nojalla f(—1) = —1 on pienin arvo ja f(1) = 3
on suurin arvo joukossa R.
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(¢) Onko funktiolla

pieninté tai suurinta arvoa vélilld [1, +oo[? Derivaataksi saadaan

() = 2z(2?) — 24:13(202 +1) _ —24x _ 2

T i

x3’

joten f'(x) < 0 kaikilla x €]1, +o0]. Siis f on vélilld [1, 4o00[ aidosti véhenevé (Lause 4.3.1
ja Huomautus 4.3.2). Niin ollen f(1) = 2 on suurin arvo. Koska f on aidosti vihenevi
vélilla [1, +oo[, pienintéd arvoa ei ole. Tésmallinen perustelu saadaan antiteesin kautta
seuraavasti: Oletetaan vastoin viitetté, ettd f(zq) on pienin arvo joukossa [1,4+00l, zg > 1.
Talloin aidon vahenevyyden nojalla f(z) < f(zo) kun x > x¢. Siis f(zo) ei ole pienin arvo.
Ristiriita, joten pieninté arvoa ei ole.

4.4 Toinen derivaatta

Jos funktio f on derivoituva avoimen vilin A C R jokaisessa pisteessé, derivaatta méérittelee
funktion f': A — R.

Jos télld funktiolla f” on pisteessd x € A derivaatta, niin kyseistd derivaattaa D f'(z)
sanotaan funktion f toiseksi derivaataksi pisteessi x, merkitddin f”(x) tai f®(x) tai
D?f(xz). Jos funktio x — f”(x) on jatkuva vililld A, merkitdin f € C?(A). Vastaavaan
tapaan méiiritelldin yleisesti n:nnen kertaluvun derivaatta f™(z) asettamalla

f™(z) = D" D),

missd n € N, n > 2.

Esimerkki 4.4.1 (a) Jos f(z) = z* — 2z, niin

f"(x) = D(f'(z)) = D(4a® — 2) = 122°.

(b) Olkoon f(z) = z|x| eli

Nyt

kaikilla = # 0 ja

!/ — - = =

Siis f'(z) = 2|z| kaikilla z € R. Edelleen

f//(x) _ { %2’ z >0

x < 0.
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Onko toinen derivaatta origossa olemassa? Ensimmaéisen derivaatan erotusosamééra ori-
gossa on muotoa

f'(O+h)—f(0) 2 [2,  h>0
h  h | -2, h<O.

Siis erotusosaméérilla ei ole raja-arvoa origossa eli lukua f”(0) ei ole olemassa. Nyt
f € C%(]0,1]), mutta f ¢ C*(] —1,1]).

Korkeammat derivaatat tulevat jatkossa vastaan (kurssilla Analyysi I1I) Taylorin kaavan
yhteydessi. Esimerkkiné toisen derivaatan merkityksestéd tarkastellaan lyhyesti konvek-
sisuuden késitettd. Konveksisuus on keskeisessd roolissa monissa matematiikan sovellu-
tuksissa, esim. optimoinnissa ja peliteoriassa. Asiaa sivutaan myos useamman muuttujan
adriarvojen yhteydessé kurssilla Analyysi II.

Maéaritelméa 4.4.2 Olkoon A C R vili. Funktio f: A — R on konveksi, jos

fQz+ (1= Ny) <Af(x)+ (1 =N f(y)

kaikilla z,y € A ja 0 < A < 1. Funktio f on konkaavi, jos —f on konveksi.

Huomautus 4.4.3 Geometrisesti konveksisuusehto tarkoittaa sité, ettd kahden kuvaajan
y = f(x) pisteen P = (z, f(z) ja Q = (y, f(y)) vélinen jana PQ aina sijaitsee kuvaajan
y = f(z) ylédpuolella. Nimittain pisteiden R = (Ax + (1 — Ny, Af(z) + (1 = N) f(y)) ja P
kautta kulkevan suoran kulmakertoimeksi saadaan

M)+ A= Nfly) = fle) _ A=D(f(@) = fly) _ flx) = fly)

A+ (1-Ny—x A—1)(z—y) r—y

Siis R sijaitsee pisteiden P ja () kautta kulkevalla suoralla. On ilmeista, ettd R itseasiassa
on janalla PQ. Konkaavisuus tarkoittaa sitd, ettd kahden kuvaajan y = f(z) pisteen P =
(z, f(z) ja Q = (y, f(y)) vélinen jana PQ aina sijaitsee kuvaajan y = f(x) alapuolella.

Konveksisuuden yhteys toiseen derivaattaan kdy ilmi seuraavasta tuloksesta, jonka todis-
tus téssa sivuutetaan:

Lause 4.4.4 Olkoon f avoimella vélillda A derivoituva. Talloin seuraavat véitteet (i)-(iii)
ovat ekvivalentteja:

(i) f on konveksi valillda A,
(ii) f’ on kasvava vélilla A,

(iii) f on alaspdin kupera eli kuvaajan y = f(z) jokainen tangentti on kuvaajan alapuo-
lella.

Vastaavasti viitteet (i’)-(iii’) ovat ekvivalentteja:

(i) f on konkaavi valilld A,
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(ii") f" on viheneva vélilld A,

(iii") f on ylospdin kupera eli kuvaajan y = f(x) jokainen tangentti on kuvaajan ylapuolella.

Huomautus Lauseen 4.4.4l ehdot (i)-(iii) pétevét erityisesti jos f”(z) > 0 kaikilla z € A.
Ehdot (i")-(iii’) patevit erityisesti jos f”(z) < 0 kaikilla x € A.

Maiaritelmi 4.4.5 Piste xg on funktion f kddnnepiste, jos f”(xo) = 0 ja f”(z) on eri-
merkkinen pisteen zg eri puolilla jossakin ympéristossé B(xzg, 7).

Esimerkki 4.4.6 Tarkastellaan funktiota
flx) = (z—4)%.

Talloin f’(z) = 6(x —4) < 0 arvoja kun & < 4 (tuolloin kuvaaja on ylospéin kupera)
ja f"(x) > 0 kun > 4 (tuolloin kuvaaja on alaspéin kupera). Piste 4 on funktion f
kéannepiste.

4.5 Newtonin menetelméi

Newtonin menetelmé on klassinen metodi, jonka avulla voidaan esimerkiksi 16ytaé li-
kiarvoja algebrallisen yhtdlon P(x) = 0 ratkaisuille. Menetelmé on nyky&énkin yleisesti
kéaytossd mm. matemaattisissa tietokoneohjelmissa.

Etsittédessd likiarvoa yhtdlon f(z) = 0 tietylle nollakohdalle menetelldéin seuraavasti:
1. Arvataan lahtopiste zy "riittdvan laheltd” etsittavia nollakohtaa.
2. Piirretéén pisteeseen (zg, f(xo) funktion f kuvaajan tangentti 77.
3. Asetetaan z; := tangentin T} ja z-akselin leikkauskohta.
4. Piirretddn pisteeseen (z1, f(x1)) tangentti Ts.

5. Asetetaan z, := tangentin T, ja z-akselin leikkauskohta.

Yleisesti, jos piste x,, on loydetty, seuraava piste lasketaan kaavasta
Cpil = Ty — f(@)

Tama vastaa esitettyd geometrista ideaa: Pisteeseen (z,,, f(z,)) liittyvan tangentin yht&lo
on

y = f(an) = f(an)(@ — ).

Tangentin ja x-akselin leikkauspiste (z,41,0) toteuttaa

0= f(@a) = f/(20) (@01 — n) == Ty =25 —

olettaen, ettd f'(z,) = 0.

Newtonin menetelméssi siis arvataan z (mahdollisimman 1&helté oletettua nollakohtaa).
Jos n:s approksimaatio z,, on laskettu, =, saadaan kaavasta (4)). Likiarvot x,, ldhestyvét
nopeasti etsittaviaa nollakohtaa, mikéli tietyt edellytykset ovat voimassa.
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Esimerkki 4.5.1 Lasketaan v/2:m likiarvo eli etsitéén likiarvo yhtalon
flx)=2>-2=0

positiiviselle ratkaisulle.
Ratkaisu. Koska
flr)y=2"-2 ja f'(x)=

yhtélo (4) saa muodon

T2 —2 1 + 1 xn+ 1
=Ly — =Lp+—=—+ —.
2x, 2 Ty 2 Ty

Tpy1 = Tp —

Asettamalla xq = 1 ja laskemalla lukuja x,, saadaan

Ty = 1
Ir = % = 15,
3,2 _
=342 21T &1 41667,
x5 = 1T 4 12 ~ 1.41422 (5 oikeaa numeroal).

Huomautus 4.5.2 Newtonin menetelmén suppenemisesta voidaan todistaa seuraavaa.

(a) Oletetaan, ettd funktiolla f on nollakohta r € R. Jos on olemassa ympéristo B(r, h),
h > 0, ja vakio 0 < C' < 1 siten, etta

’f G < C kaikilla x € B(r,h),

niin lim,, .o 2, = r, jos xo € B(r, h). Esimerkin f(z) = 2? — 2 tapauksessa ehto

‘f f”l‘

3
<=
4

42 2 g2

‘Q(x —2)‘ 11

pétee kunhan ?12 < g eli kun x? > %.
(b) Ehto lim,, . x, = r pitee myds, jos f on konveksi pisteiden z ja r valilla.

(c) Newtonin metodi on usein kdyttokelpoinen, mutta siind on omat ongelmakohtansa,
ks. esim. Thomas: Calculus, ss. 297-302.

4.6 Raja-arvot dadrettomaissi ja globaalit A4driarvot

Maéritelméi 4.6.1 Funktiolla f :|e, +oo[— R on raja-arvo a € R pisteessd 400, jos
jokaista € > 0 vastaa luku M > 0 siten, etta

x>M=|f(x)—al <e.

Talloin merkitaan

lim f(r) =

T—-+00
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Huomaa, ettd Maaritelmé 4.6.1 on analoginen jonon raja-arvon mééritelmén kanssa.
Funktion (&ddrellinen) raja-arvo pisteessi —oo médritelladn vastaavaan tapaan:

Maéritelméi 4.6.2 Funktiolla f :] — oo, c[— R on raja-arvo a € R pisteessi —oo, jos
jokaista € > 0 vastaa luku m < 0 siten, etta

r<m=|f(x)—al <e.

Talloin merkitaan

im f(z) = a.
Esimerkki 4.6.3 Osoitetaan, etté
1
lim — =0
T——00
Olkoon e > 0. Talloin ‘% — 0‘ = ﬁ < € jos javain jos |z| > 1. Jos nyt 2 < 0, niin epéyht&ls
|z| > é pitee tdsmélleen silloin kun —x > % eli kun z < —%. Valitaan m := —é < 0.
Télloin ehdosta z < m seuraa | — 0] < . Viite
1
lim — =0
r—+00

todistetaan aivan kuten jonojen yhteydessa.

Huomautus 4.6.4 Seuraavat aiemmin jonon raja-arvolle todistetut ominaisuudet péatevat
myo6s funktion raja-arvoille dédrettoméssé. Todistukset ovat tédysin analogisia. Tulokset pi-
detdén tunnettuna.

Yhteen- ja kertolaskusddnnét: Oletetaan, ettd lim, .1, f(z) = ajalim, 1. g(x) = b.
Talloin
(1) limy—yoo(f(2) + g(2)) = a+b,
(i) lim, 4o cf (z) = ca kaikilla ¢ € R,
(iil) limg 400 f(2)g(x) = ab,
)

(iv) limp, e % = % jos b # 0.

Téassé plus-merkit vastaavat toisiaan ja miinus-merkit toisiaan.

Myo6s kuristusperiaatteet ovat voimassa kummallekin raja-arvolle ddrettomésséd, mutta
emme tarvitse niitd tassid yhteydessé.

Esimerkki 4.6.5 Esimerkin 4.6.3 ja Huomautuksen 4.6.4 nojalla rationaalifunktioiden

raja-arvot adarettoméssd saadaan samaan tapaan kuin lukujonojen tapauksessa. Esimer-
kiksi

234 — 1 2441 9
lim ————— = lim —%=% = _.
z—too  3x3 — b T—00 -3 3
Vastaavasti
| 203 + 422 — 1 ) %—i—%—x% 0 0
im = lim =—=.
z——oo 3xt — Hg3 r—>—oc0 3 — g 3



Jos jatkuvalla funktiolla f : R — R on &aérelliset raja-arvot pisteissd +o0o, raja-arvojen
médritelmiéd kdyttden on helppo todistaa seuraava tulos:

Lause 4.6.6 Olkoon f: R — R jatkuva funktio, jolle

lim f(x)=a ja mgglmf(x) =b.

T——00

Télloin f saa joukossa R suurimman arvonsa, jos f(x1) > max(a,b) jollekin z; € R ja f
saa joukossa R pienimmén arvonsa, jos f(z3) < min(a,b) jollekin x5 € R.

Todistus. Todistetaan suurinta arvoa koskeva viite, pieninté arvoa koskeva viite todis-
tetaan samalla tavalla. Olkoon

f(x1) — max(a, b)
5 .

g =

Talloin Maaritelmien 4.6.1 ja4.6.2l mukaan on olemassa luvut M > 0 ja m < 0 siten, ettd

|f(z) —a] <e kunzxz<m

ja

|f(x) = bl <e kun x> M.
Néistd epayhtiloista padtelladn, ettd f(z) < f(x) kaikilla x < m ja f(x) < f(x1) kaikilla
x > M. Toisaalta suljetulla vélilla [m, M] funktio f saa jatkuvana suurimman arvonsa
> f(x1), joka on valttdméatta suurin arvo joukossa R. O

Esimerkki 4.6.7 (a) Esimerkiksi funktiolle

1'3

=1

patee lim, ., f(z) =0 = lim,_, f(z). Koska f(1) > 0 ja f(—1) < 0, pienin ja suurin
arvo ovat olemassa joukossa R Lauseen 4.6.6 nojalla.
(b) Olkoon
224 — 102 + 1

fle) = 3t 4222 + 17
Nyt limg—joo f(2) = lim, .o f(z) = 3. Koska f(0) =1 ja f(1) = —Z, funktiolla f on
suurin ja pienin arvo joukossa R Lauseen 14.6.6 nojalla. Suurin ja pienin arvo 1oytyviét
derivaatan nollakohdista. Nyt derivaataksi saadaan

(823 — 10)(3x* + 222 + 1) — (1223 + 4x)(22* — 102 + 1)
(3x* 4 222 + 1)2

() =

Téssé osoittaja on viidennen asteen polynomi, joten derivaatan nollakohtien (tarkkojen
arvojen ) madrdadminen on vaikeaa. On siis helppo antaa esimerkkejé rationaalifunktioista,
joiden tarkkojen globaalien dédriarvojen médradminen on vaikea (ellei mahdoton) tehtéava.
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