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5 Alkeisfunktioista

Alkeisfunktiot luokitellaan usein algebrallisiin funktioihin ja transkendenttifunktioihin, ks.
Thomas: Calculus, s. 469. Algebrallisia funktioita ovat rationaalifunktioiden lisdksi esimer-
kiksi juurifunktiot, kun taas transkendenttifunktioita ovat mm. trigonometriset funktiot,
niiden kaanteisfunktiot seké eksponentti- ja logaritmifunktiot.

5.1 Trigonometriset funktiot

Sini ja kosini méaéritelldén kirjallisuudessa usein potenssisarjaesitysten avulla. Téassa méaérittelyn
lihtokohdaksi otetaan yksikkdympyréin kehén pisteet eli tason pisteet (z,y) € R?, joille
péatee

2 +y? = 1.

Jokaista lukua (kulmaa) t > 0 (radiaaneina) vastaa yksikésitteinen kehépiste (x,y),
2?2 + y* = 1, kuljettaessa pisteestdi (1,0) wastapdividn (positiiviseen suuntaan) pitkin
yksikkéympyrin kehédé ¢:n pituinen matka. Toisaalta jokaista lukua (kulmaa) ¢ < 0 (ra-
diaania) vastaa yksikésitteinen kehépiste (z,v), 22 + y* = 1, kuljettaessa pisteesti (1,0)
mydtdapdivadn (negatiiviseen suuntaan )pitkin yksikkoympyran kehéé |¢]:n pituinen matka.
Lukua (kulmaa) 0 radiaania vastaa kehépiste (1,0).

Funktiot sin : R — R jacos : R — R maééritelldin radiaanikulmaa vastaavien kehépisteen
koordinaattien avulla asettamalla

sint=y ja cost=ux,

missé (z,y) on kulmaan ¢ yksikésitteisesti liittyva yksikkoympyréan kehépiste ¢:n merkin
mukaan suunnistettuna. Siis kierretdén positiiviseen suuntaan, jos ¢t > 0 ja negatiiviseen
suuntaan, jos t < 0.

Koska kulmia t ja t +n - 27 vastaa aina samat kehdkulmat, sinillé ja kosinilla on jaksolli-
suusominaisuudet

sint =sin(t+n-27) ja cost = cos(t+n-2m) (1)

kaikilla t € R jan € Z.

Maaritelmésta lahtien voidaan todistaa seuraavat sinin ja kosinin avainominaisuudet, jois-
ta muut jatkossa tarvittavat ominaisuudet seuraavat:

Lause 5.1.1 Sinilld ja kosinilla on ominaisuudet (i)-(iv):
(i) sin0 =0 jacos0 =1,
(ii) sin®z + cos?z = 1 kaikilla x € R,
(iii) Yhteenlaskukaavat

sin(x +y) = sinzcosy + cosxsiny, 2)
cos(r+y) = cosxcosy — sinzsiny,

patevat kaikilla z,y € R,
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sin x
=1.

(IV) llmxﬂo

Huomaa, ettd téssd (ja yleensé jatkossa) x ja y ovat kulmia, eivit kehépisteen koordi-
naatteja.

Todistus. Ehdot (i) ovat méaritelmén nojalla selvid. Myos ehto (ii) on ilmeinen, silld tason
piste (cosz,sinz) sijaitsee yksikkdympyran kehélld ja siis

sin?z +cos?z = 1.

Ehdot (iii) ja (iv) ovat verrattain hankalia todistaa esitetyn méérittelyn pohjalta ja niiden
todistukset sivuutetaan téssid. Ehdon (iii) todistus 16ytyy lukion oppikirjasta Merikoski,
Niva, Oinas-Kukkonen: Akseli 2, 1984, ss. 84-84. Ehto (iv) on todistettu kurssikirjassa
Thomas: Calculus, ss. 106-107. O

Huomautus 5.1.2 Lauseen 5.1.1 kohdasta (ii) seuraa vélittomaésti, etta
|sinz| <1 ja |cosz| <1

kaikilla z € R. Huomaa myos, ettd jaksollisuudesta johtuen sinin ja kosinin kuvaajan
kulku tulee olennaisesti hahmotettua, kun hahmotetaan kuvaaja vélilld [0, 27]. Tutkimalla
yksikkoympyran kehépisteen koordinaattien kiyttiaytymistd ndhdaan esimerkiksi, etté

. . . o . 3 . . . . 3 .
sing =1,sinm=0,sinF =—1 ja cosi=0=cos=, cosm=—1,
sin >0kun 0 <z <7mjasinz <0 kun 7 <z <27,

cosac>0kun0<x<gtai%’r<x<27rsek'acosx<0kung<x<3§.

Sinin ja kosinin ominaisuuksia
Lause 5.1.3 Sini on pariton ja kosini on parillinen eli

sin(—z) = —sinz ja cos(—x) = cosx

kaikilla z € R.

Todistus. Jost € [0, 2x[, niin sin(—t) = — sin ¢, koska kulmia ¢ ja —t vastaavien kehépisteiden
y-koordinaatit ovat toistensa vastalukuja. Jos ¢t ¢ [0, 27[, niin valitaan n € Z siten, ettd
t+n-2m € |0,2r]. Jaksollisuuden ja todistuksen alun nojalla

sin(—t) =sin(—t —n-27) = —sin(t +n - 2r) = —sint.

Vastaavasti, jos t € [0, 27|, niin cos(—t) = cost, koska kulmia ¢ ja —t vastaavien kehépisteiden
x-koordinaatit ovat samat. Yleistys tilanteeseen ¢ ¢ [0, 27| suoritetaan jaksollisuuden avul-
la kuten edelld. O

Lauseen /5.1.1 yhteenlaskukaavoista saadaan erikoistapauksena seuraavat aputulokset:
Lause 5.1.4 Kaikilla x € R pétee
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T _

(a) sinz = cos(§ — ),

(b) sin2z = 2sinz cosz,

(¢) cos2x = cos?x — sin® x.

Todistus. Harjoitustehtava. O

Esimerkki 5.1.5 Osoitetaan, etta

cosx — 1

im =0.

x—0 x

Huomaa, ettéd tulosta tarvitaan sinin ja kosinin derivoimiskaavojen johtamiseen. Tamén
vuoksi ei ole loogisesti mielekésté kiayttaa L’Hospitalin lausetta tuloksen perustelemiseen.

Kaksinkertaisen kosinin kaavasta saadaan

cosz — 1 =cos(2- =) —1=cos® = —sin® = — (sin” = + cos® =) = —2sin® =.
2 2 2 2 2 2
Siis )
cosx — 1 sin® § sing . w
= -2 = ——=sin_.
x x g

2
Tutkimalla sinin méaéritelmaa yksikkGympyréin ensimméisessé ja neljinnessa neljanneksessa
néhdéddn, ettd |sinz| < |z| kaikilla x € R. Nain ollen kuristusperiaatteesta seuraa, ettéi
lim,_,osinz = 0 eli sini on jatkuva origossa. Koska

sin £
TQ < 17
2
kuristusperiaatteesta seuraa edelleen, etté
. cosx —1
lim — = 0.
x—0 €T

Sinin ja kosinin derivaattatulokset seuraavat Lauseen 5.1.1 kohdista (iii) ja (iv):

Lause 5.1.6 Kaikilla x € R pétee

Dsinz =cosz ja Dcosx = —sinx.

Todistus. Olkoon h # 0. Yhteenlaskukaavan mukaan

sin(x + h) —sinz  sinxcosh +cosxsinh —sinz | cosh—1 sinh
h = . =sing | — —

Télla lausekkeella on raja-arvon laskusééntojen, Lauseen 5.1.1 kohdan (iv) ja Esimerkin
5.1.5 nojalla raja-arvo cosx kun A — 0. Toinen séénto todetaan vastaavasti (harjoitus-
tehtava). O

Huomautus Sini ja kosini ovat joukossa R jatkuvia, koska ne ovat derivoituvia.
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Trigonometrisid funktioita sisiltavistd yhtaloista

Esimerkki 5.1.7 (a) Ratkaistaan yhtdl sin 2z = sin(x + %). Kahden kulman sinit yh-
tyvéat tdsmaélleen silloin kun vastaavat kehépisteet ovat samat tai ne sijaitsevat symmet-
risesti y-akselin suhteen. Néin ollen yhtalo pétee jos ja vain jos

2x:x+g+27m, neZ, tai 2x:7r—(x+g)+27m, neZ.

Siis

2
xz%—f—?#n, n €4, tai 3x:§—|—27m, n € 7.

Jalkimmaéinen ehto pétee jos ja vain jos z = %’r + %Wn, n € 7Z. Siis vastaus on

2 2
w:g+27m, ne€Z, tai wzgjtgﬁn, n € 7.

(b) Ratkaistaan yht&lo cos 2z = sin z. Kaavaa sin x = cos(§ — ) kéyttéden yht&lo saadaan
muotoon -
cos 2x = cos(g — ).

Kahden kulman kosinit yhtyvat tdsmaélleen silloin kun vastaavat kehépisteet ovat samat
tai ne sijaitsevat symmetrisesti x-akselin suhteen. Néin ollen yhtélo pétee jos ja vain jos

2x:g—x—|—27m, neZ, tal 2x:—(g—a:)+27rn, n € 7.

Siis 5
7 7r
r=—=4+-m, ned tai r=——=+4+2wn, necol.
6 3 2
Oikeanpuoleiset ratkaisut sisdltyvit vasemmanpuoleisiin, joten ratkaisujoukko on
T 2
r=—-+-mn, néecol.
6 3

Huomautus 5.1.8 Esimerkin [5.1.7 perusteluin paatelldéan yleisesti: Jos f ja g ovat mité
tahansa reaalifunktioita, yhtalo

sin f(z) = sin g(x)
pétee jos ja vain jos
fx)=g@)+2mn, neZ tai f(x)=n—g(x)+2mn, necZ

Vastaavasti
cos f(z) = cos g(x)

toteutuu jos ja vain jos

flz) =g(x)+2mn, neZ tai f(x)=—g(z)+2mn, necZ.
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Maiaritelma 5.1.9 Funktiot tangentti tan ja kotangentti cot méaéritelldan asettamalla

sin x s
tanx = , T# —+47mn, n€d,
cosx 2
ja
cos T
cotr =——, xF#mn, ne€Z.
sin x

Sinin ja kosinin yhteenlaskukaavoista saadaan nimittédjan nollakohtien ulkopuolella

sin(z4+m) sinxcosm+coszsinT  —sinz
tan(z + ) = = — = = tanz.
cos(x +m) cosxcosm —sinzsinT  —cosx

Néin ollen tangentilla on jaksona 7 eli tangentin kuvaaja on muodoltaan samanlainen
jokaisella valilla | — 7 +mn, 5 +7n[, n € Z. Annetulla valilla | — 7 +7n, T 4 7n| tangentti
on aidosti kasvavana injektio, ks. Huomautus 5.1.13. Tamén vuoksi yhtalon

tan f(z) = tan g(x)

ratkaisujoukko on f(x) = g(z) +mn, n € Z. Vastaavasti perustellaan se, ettd kotangentin
jakso on 7 ja ettd yhtalon
cot f(x) = cot g(z)

ratkaisujoukko on f(z) = g(x) +mn, n € Z.
Esimerkki 5.1.10 (a) Ratkaistaan yht&lo tan z = cot(z—m). Jotta funktiot ovat méériteltyja,
on oltava -

x;«é§+7rn, neZ, ja xz#mn, né€Zd. (3)
Esittdmélla funktiot sinin ja kosinin avulla saadaan

sinx  cos(x — )

cosx  sin(z —m)’
Ehtojen (3) voimassa ollessa edellinen yhtélo on ekvivalentti yht&lon
sinzsin(x — m) — coszcos(x —m) =0 <= cos(x +x —7m) =0 <= cos(2x —m) =0

kanssa kosinin yhteenlaskukaavan nojalla. Yhtélon cos(2z — m) = 0 ratkaisujoukoksi saa-
daan

2x—7r:g+7m, neZ, el x:ZW—{—gn, n € 7.

Samalla idealla voidaan yleisesti ratkaista yhtalo tyyppid tan f(x) = cot g(x).

(b) Trigonometriset epayhtilot ratkaistaan siten, ettd ratkaistaan vastaava yhtilo ja suo-
ritetaan merkkitarkastelu nollakohtien ja mahdollisten epéjatkuvuuskohtien molemmin
puolin. Tarkastellaan epayhtaloa

tanz < tan2z.
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Merkitddan f(x) = tanx — tan2z. Nyt funktion f nollakohdat ovat x = 7n, n € Z
(totea!). Koska funktiolla f on jaksona 7, riittda suorittaa merkkitarkastelu valilla [0, 7]
epédjatkuvuuskohtien %, Z ja %’T molemmin puolin. Laskemalla arvot

47 2
f(3) 2v/3 >0,
3 —2V/3 <0,
JGF) = 3v3>0,

todetaan, ettd epayhtilon f(z) < 0 ratkaisujoukko on

T LT 3
7m<x<1+7m tal §+7rn<x<z+7m.

Esimerkki 5.1.11 Muotoa % olevat trigonometriset raja-arvot ratkeavat joko L’Hospitalin
lauseen (versio I tai II) avulla tai kdyttden raja-arvon laskusdéntoja ja tunnettuja omi-
naisuuksia. Esimerkiksi

1 1
limzcotr =1lim — -cosz=—--1=1.
z—0 z—0 %
Toisaalta L’Hospitalin lauseen II nojalla
. 1—coszx . sinz 1. . sinx 1
lim —— = lim = — lim = —.
x—0 T2 z—0 21 22x—0 1 2

Monet trigonometriset raja-arvot ratkeavat helposti L'Hospitalin lauseen (tai Taylorin
kaavan) avulla, mutta ovat tyolditd selvittdd ilman derivaattaa.

Erilaiset tangentin ja kotangentin laskusd&nnot johdetaan sinin ja kosinin laskusdénnoisté.
Tyydymme téssé vain esittdméén tangentin ja kotangentin derivoimiskaavat.

Lause 5.1.12 Nimittéjan nollakohtien ulkopuolella pétee

1
Dtanx:Tzl—Ftaan
cos?x
ja
1
Dcotz = ———— = —(1 + cot’ z).
sin®

Todistus. Ensimmaéiset viaitteet saadaan osaméairian derivoimiskaavalla. Jalkimmaisissa
kiytetiin kaavaa sin?z +cos’z = 1. O

Huomautus 5.1.13 (a) Olkoon n € Z. Tangentti on vélilld | — 7 + mn, § + 7n[ aidosti
kasvavana injektio, silli D tanz = 14 tan®?z > 0 kun z €] — 5 +an, 3 +7n[ (Huomautus
4.3.2). Vastaavasti ndhdaén, ettd kotangentti on valilla |mn, 7 4+ 7n[ aidosti vahenevini
injektio.

(b) Tangentti on myds surjektio joukosta | — 7, [ joukkoon R. Témi voidaan todistaa

yhdistamalla Bolzanon lauseen kaytto raja-arvojen

lim sinz=-1, lim sinz =1, lim cosz =0, lim cosxz =0, (4)
e—-5" =g v——5" s

maédritelmiin. Sivuutamme téssé perustelun yksityiskohdat. Vastaavaan tapaan voidaan
todistaa myos se, ettéd cot :]0, 7[— R on surjektio.
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Trigonometristen funktioiden kiinteisfunktiot eli arkusfunktiot

Edelld esitellyt trigonometriset funktiot eivét ole bijektioita joukossa R. Kuitenkin jokai-
sella funktiolla on méaérittelyvélejé, joihin rajoitettuna funktio on bijektio. Esimerkiksi

Dsinz = cosz > 0 kaikilla €] — 7, 7|, joten sini on aidosti kasvava vililla [—7, 7].

Koska sin(—%) = —1 ja sin(3) = 1 seké sini on derivoituvana jatkuva, seuraa Bolzanon

lauseesta, etté sini saa vililld [—7, 7] kaikki arvot joukosta [—1,1]. Koska |sinz| < 1 kai-

killa z € R, on todistettu, ettd sini on bijektio vililta [—7, 7] vilille [-1, 1]. Vastaavalla
tavalla voidaan perustella, ettd kosini on bijektio vélilta [0, 7] vélille [—1, 1].

Maééritelmé 5.1.14 Bijektion sin : [-7, 7] — [—1, 1] kéénteisfunktiota sanotaan arkus-
sinin padhaarakst tai lyhyesti arkussiniksi ja sille kdytetddn merkintdéd arc sin. Vastaa-
vasti bijektion cos : [0, 7] — [—1, 1] kdédnteisfunktiota sanotaan arkuskosinin padhaaraksi

tai lyhyesti arkuskosiniksi ja sille kiyytetddan merkintéaé arc cos.

Tehtava Tutki, milla arvoilla x, y, u, v patee

sin(arc sinx) = x, arc sin(siny) =y, cos(arc cosu) =wu, arc cos(cosv) = v?

Esimerkki 5.1.15 (a) Méératiadn arc sin(%) jaarc cos(—3 ). Kénteisfunktion méaritelmén

nojalla

.1 :
arc sin(—=) =y <= siny = —.

V2

S

Koska y € [-5, 5], on y = §. Siis arc sin(—J5) = §. Vastaavasti
_ 1 1
arc cos(—=) =y <= cosy = ——.
2 2
Koska y € [0,7], on y = 2. Siis arc cos(—3) = 7. Téhén tapaan tietyt arkussinin

ja arkuskosinin tarkat arvot voidaan péitelld. Useimpien arvojen kohdalla on kuitenkin
tyydyttava taskulaskimen tai tietokoneen antamaan likiarvoon.

(b) Mité on y := cos(arc sinx), kun = € [—1, 1]? Neliosummakaavan mukaan
sin?(arc sin x) + cos®(arc sinx) = 1,

joten

Y= i\/l — sin?(arc sinz) = £v1 — 22,

], on y > 0. Siispa miinus-merkki ei kelpaa eli pétee
y=v1-—a2

Vastaavasti todetaan (harjoitustehtiavi), ettd

_T T

Koska arc sinz € [-7, ]

sin(arc cosz) = V1 —22, —-1<x<1.

Erityisesti
cos(arc sinx) = sin(arc cosz), —1 <z <1.
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(c) Ratkaistaan yht&lo
arc sinx = 2arc cos . (5)

Ottamalla yhtalosta (5) sinit puolittain ja kidyttdmélld kaksinkertaisen sinin kaavaa saa-
daan
sin(arc sin x) = sin(2arc cos x) = 2sin(arc cos ) cos(arc cos x) = 2z sin(arc cos z).
Kohdan (b) nojalla paadytaan yht&loon
r=21V1— 22 <= 2(1-2V1—22) =0,
1

jonka ratkaisut ovat x = 0 tai 1 — 2?2 = > elixz = 0 tai = :I:?. Koska alkuperdisen

4
yhtélon vasen puoli on vélilld [—-7, 7] ja oikea puoli vililla [0,27] ja sini ei ole injektio

vililla [—7, 2], on tulos tarkistettava:
1) Kun z = 0, niin
arc sin 0 = 2arc cos () <— OzQ-%,
miké ei pade.
2) Kun z = ?, niin
3 3
arc sin(7) = 2arc 008(7) = g
miké pétee.
3) Kun z = —@, niin
3 3
arc sin(—-—) = 2arc cos(——) T, —,
2 2 3 6
miké ei péade.

o[S

Siis yhtéalon (5) ratkaisu on x =

Madéritelma 5.1.16 Bijektion tan :] — 7, 7[— R kéénteisfunktiota sanotaan arkustan-
gentin pddhaaraksi tai lyhyesti arkustangentiksi ja sille kiyytetddn merkintdd arc tan. Vas-
taavasti bijektion cot :]0, 7[— R kéénteisfunktiota sanotaan arkuskotangentin paihaaraksi

tai lyhyesti arkuskotangentiksi ja sille kdytetddn merkintaéd arc cot.

Trigonometrisille funktioille 16ytyy luonnollisesti muitakin (maksimissaan) 7 pituisia
madrittelyvilejd, joilla funktiot ovat bijektioita. Rajoitumme kuitenkin tarkastelemaan
ainoastaan péaadhaaroja, koska muiden haarojen tarkastelu ei tuo olennaista lisdarvoa teo-
riaan. Arkusfunktioiden derivoimista varten otetaan kayttoon kaianteisfunktion derivoi-
mista koskeva kaava, jonka todistus loytyy kirjasta Myrberg: Differentiaali- ja integraali-
laskenta, osa 1, ss. 116-117:

Lause 5.1.17 Oletetaan, etta funktio f on derivoituva pisteen xy ympéaristossia B(xzg, )
ja joko f'(x) > 0 kaikilla = € B(zo,r) tai f'(x¢) < 0 kaikilla x € B(x¢,r). Télléin funktion
f kédinteisfunktio f~! on médritelty erdissi pisteen f(zo) ympéristossi, kidnteisfunktio
7! on derivoituva pisteessi f(zo) ja

(6)



Huomautus Derivoimiskaava (6) on helppo johtaa yhdistetyn funktion derivoimiskaa-
valla kirjoittamalla (f~! o f)(x) = x, ks. Huomautus 4.1.11 (d).

Lauseen 5.1.17 ja trigonometristen funktioiden derivoimiskaavat yhdistdmaélld saadaan
seuraavat arkusfunktioiden derivoimiskaavat:

Lause 5.1.18 (Arkusfunktioiden derivoimiskaavat)

1
(a) Darc sinz = ————= kaikilla -1 <z < 1,
1 —a?

(b) Darc cosz = — kaikilla —1 <z < 1,

1
Vi

kaikilla x € R,

Darc t =
(¢) Darc tanz e

1
(d) Darc cotx = ——— kaikilla z € R.
1+ 22

Todistus. Todistetaan malliksi kaavat (a) ja (c). Kohdan (a) toteamiseksi merkitddn

f(u) = sinu, v € [-F, 7). Télloin f'(u) = cosu > 0, kun u €] — 7, 5[. Olkoon z €] — 1, 1[.

Lauseen 5.1.17 nojalla
Darc sinz = Darc sin f(f~'(z)) = ! = L _ !
f'(f~Y(x)) cos(arc sinz) /1— 22’

silla, arc sinz €] — 7, 3.

Kohdan (c) todistamiseksi merkitdén g(u) = tanu, u €] — 7, 5[ Maérittelyvalilla ¢'(u) =
1+ tan?u > 0, joten Lauseen 5.1.17 nojalla

1 1 1
Darc tanz = Darc sin g(g~'(z)) = = = -
are tana are singlg () ¢ (g7 (z)) 1+ tan?(arc tanz) 1+ 22

Kohdat (b) ja (d) voidaan todistaa vastaavaan tapaan. O

Esimerkki 5.1.19 (a) Esimerkiksi

1 2z
Darc sin(2?) = —— 20 = ——, |z| < 1.
) == = e
(b) Kotangentin mééarittelyjoukossa pétee
1 1 in® 1
Darc tan(cot z) = : s = i s— =—1.

1+ cot?x Csin?ge sin2x+0082x._sin T
Nain ollen valttamatta
arc tan(cotz) = —z + C

jollekin vakiolle C' € R.. Sijoittamalla esimerkiksi x = 7 saadaan
mtan(cotg) = —g+C = O:mtanO:—gjLC.
Siis C' = 7 ja olemme todistaneet kaavan

T
arc tan(cotx) = 5~
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5.2 Eksponenttifunktio ja luonnollinen logaritmi
Potenssifunktio

Luvun z € R positiwviset kokonaislukupotenssit x™ méaaritelladn induktiivisesti asettamalla

! = x ja 2" = 2" -z kaikilla n € N. Luvun = € R\ {0} nollapotenssi mééritellaéin
asettamalla 2° := 1 ja negatiiviset kokonaislukupotenssit yhtalolla
1
" =—
x?’L

kun x # 0 ja n € N. Nyt induktiolla voidaan osoittaa, etta
xm-‘,—n — xmxn ja (xm)n — xmﬂ (7>

kaikille m,n € Z jos x # 0. Tdmé& todistetaan yleisesti kaikissa ryhméstruktuureissa
algebran kurssilla. Jos z = 0, kaavat (7) pédtevat triviaalisti positiivisille potensseille
m,n € N.

Olkoon seuraavaksi x > 0. Esimerkissé 2.4.15 méérittelimme juurifunktion
T — {L/Ezzxi, n € N,

potenssifunktion z +— 2™ kéddnteisfunktiona kaikilla x > 0. Potenssifunktion késite laajen-
netaan rationaalipotensseille yhdistettyna funktiona

kaikilla z > 0, m € Z ja n € N. Potenssi- ja juurifunktio voidaan yhdistda kummin péin
hyvénsa tuloksen muuttumatta, silla

(V)™ = (V)™ = (Va)")" =™
ja ottamalla n:s juuri puolittain saadaan
(/)" = Y,

Annetuista méiiritelmisté ldhtien voidaan todistaa seuraavat potenssikaavat (sivuutamme
todistukset, jotka ovat monivaiheisina tyolédité vaikkakin rutiininomaisia):

Lemma 5.2.1 Kaikilla x > 0, y > 0 ja p,q € Q pétee

Aiemmin on todettu, ettd derivoimiskaava Dz™ = ma™ ! pitee kaikilla m € Z jos x # 0.
Nyt voidaan todistaa, ettd vastaava derivoimissaénto pétee yleisesti rationaalipotensseille
positiivisten reaalilukujen joukossa.
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Lause 5.2.2 Olkoon p € Q. Talloin
Da? = paP™!

kaikilla z > 0.

Todistus. Kéaanteisfunktion derivoimissdannosti seuraa, etté viite pétee tapauksessa p =
%, n € N (harjoitustehtdvé). Jos p € Q on mielivaltainen, niin p = ™, missdé m € Z ja

n € N. Yhdistetyn funktion derivoimiskaavalla

m 1 1

D(aP) = D(xn) = D((z7)™) = m(z=)™ ! —gn ™t = —gh wgnt = —

Eksponenttifunktio

Eksponenttifunktion eksakti mééarittely ja perusominaisuuksien todistaminen on varsin
monivaiheinen ja tyolas tehtédva erityisesti siinéd tapauksessa, ettéd sarjateoriaan perustuva
madrittely ei ole kdytettdvissd. Lahtokohtanamme on potenssin laajentamiseen perustuva
médritelmé, mutta rajankayntiin (supremum) liittyvét tarkastelut jatetdén systemaatti-
sesti valiin senkin vuoksi etté potenssisarjojen kaytto perusteluissa on kidtevampi. Puut-
tuvat todistukset 16ytyvat Myrbergin kirjasta.

Esimerkki 5.2.3 Tarkastellaan lukujonoa
1
n = (1+ =)™
T (1+ n)

Pidetddn tunnettuna, ettd sekd lukujono (2, )nen etta lukujono (y,)nen,

1

n = 1_7717
Yn = ( n)

ovat molemmat kasvavia. Naméa vaitteet voidaan todistaa esimerkiksi ns. Bernoullin epayhtalon
avulla, mutta todistus on tydlds ja téssd sivuutetaan, ks. Myrberg, ss. 45-46. Jonon
(Tn)nen Viisi ensimmaéistd termid ovat

2, 225, 2.37, 2.44, 2.49.
Jonon (Y, )nen Viisi ensimmaéistd termié ovat

0, 0.25, 0.30, 0.32, 0.33.

Koska ) )
1+-)(1——)=1—— <1,
(+)0-)=1-—
niin ] ]
1+ﬁ<1 %, n>1



Siis .
(1 + 1) < %, n > 1.
n (L=
Koska jono (y,)nen on kasvava, niin kaikilla n > 1 pétee
(1+ 1)” < L 1
TN TEE R Rk

n

=4

Siis jono (x,)nen on myos ylhééltéd rajoitettu ja Lauseen 1.2.9 nojalla jonolla (x,)n,en on
aarellinen raja-arvo

n—oo

1
= lim (1 + —)".
e im (1 + n)
Raja-arvoa e =~ 2.718 sanotaan Neperin luvuksi.

Jos p € Q, niin potenssi e” on médritelty edelld esitetyn perusteella. Joukossa Q méaritelty
eksponenttifunktio laajennetaan joukkoon R supremumin késitteen avulla seuraavasti:

Mairitelmi 5.2.4 Jos 2 € R\ Q, asetetaan
e =sup{e’ |y €Q, y<u}

Miéaritelméssé [5.2.4] ddrellisen supremumin olemassaolon takaamiseksi on perusteltava, miksi joukko

Ay ={e|yeqQ, y<a}

on ylhadltd rajoitettu, ks. tdydellisyysaksioma luvussa 1. Ideana on, ettd ensin todistetaan seuraavat
rationaalisen eksponenttifunktion ominaisuudet:

(i) Jospe Qjap >0, nin e > 1,
(ii) Jos p,q € Q ja p < g, niin eP < e? (eP on joukossa Q aidosti kasvava),
Perustellaan ehdot (i) ja (ii):
(i). Olkoon p = ™ > 0, jolloin m,n € N. Koska e > 1, juurifunktion aidon kasvavuuden nojalla
en > 1w = 1.
Edelleen potenssifunktion z +— z” aidon kasvavuuden nojalla
en = (e%)m >1m=1.
(ii). Olkoot p,q € Q, p < q. Koska ¢ — p > 0, kohdan (i) nojalla e~ > 1 ja Lemman [5.2.1 nojalla

el = ePH(a=P) — oPd=—P - P,

Perustellaan nyt, miksi joukko A, on ylhdiltd rajoitettu jos x € R\ Q. Olkoon 2 € R\ Q. Tallin
Lauseen 1.1.5 nojalla on olemassa z € Q, jolle z < z. Jos y € Q ja y < z, niin y < z ja kasvavuusehdon

(ii) nojalla e¥ < e*. Siis e* on eriis joukon A, yliraja.

Huomautus 5.2.5 Kaikilla x € R pétee e* > 0. Témé on selvdd supremumin maéritelman
nojalla, jos pdételladn ettd e? > 0 kaikilla p € Q. Mutta jos p =, missim € Z jan € N,
niin

el = (e%)m >0

silld en > 1w = 1 juurifunktion aidon kasvavuuden nojalla.
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Madritelmésta 5.2.4 ldhtien voidaan johtaa seuraavan lauseen keskeiset eksponenttifunk-
tion ominaisuudet, ks. Myrberg, ss. 144-149. Mainittakoon my0s, ettd eksponenttifunk-

tiolla on potenssisarjaesitys
oo n

e”":zx

—-
n=o 1

Koska seuraavan lauseen tulokset ovat hankalia todistaa ilman sarjateoriaa, sivuutamme
todistukset téssa.

Lause 5.2.6 Eksponenttifunktiolle exp : R — R, exp(z) := €”, pitee
(i) eV = e®eY kaikilla z,y € R,
(ii) De® = e kaikilla z € R.

Seuraus 5.2.7 Eksponenttifunktiolle pétee

(i) exp on jatkuva joukossa R,

(ii) exp on aidosti kasvava joukossa R,

1
(iii) e=* = — kaikilla z € R.
efl‘

Todistus. Kohdat (i) ja (ii) ovat Lauseen 5.2.6/ (ii) nojalla selvid. Kohta (iii) pétee, koska

d

Esimerkki 5.2.8 (a) Raja-arvo

z—0 €T

saadaan L’Hospitalin lauseesta tai huomaamalla ettd kyseessé on origoon liittyvan ero-
tusosaméaran raja-arvo.

(b) Tietyt epédyhtalot voidaan kétevisti todistaa ddriarvo-ongelman ratkaisuna. Osoite-
taan esimerkiksi, ettéd kaikilla € R patee

e" >x+1. (8)

Merkitaan f(x) = e® —x — 1. Riittd4 osoittaa, ettd funktion f pienin arvo joukossa R on
ei-negatiivinen. Derivoimalla saadaan

f,([E) =e' - 17

joten f'(0) =0, f'(z) < 0 kun z < 0 ja f'(z) > 0 kun = > 0. Néin ollen funktio f on
vihenevé vililld | — oo, 0], kasvava vililld |0, +-o00[ ja pisteessid = 0 funktiolla f on lokaali
minimi, joka samalla on pienin arvo joukossa R. Mutta f(0) = €® — 1 = 0, joten viite
seuraa.
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(c) Kohdan (b) epayhtélon avulla on helppo todistaa, etté

lim e” = 0. 9)
Viitteen (9) todistamiseksi olkoon 0 < & < 1 ja olkoon z < 0. Kohdan (b) epéyhtélon

nojalla
1 1

0<e® = <
ez 11—z

<€

kun

1 1 1
l—ar>- «— —or>-14+- < r<1—-=m.
€ 3 €

Siis: Jos < m, niin | — 0| < ¢ eli (9) pétee.

Luonnollinen logaritmi

Edelld todettiin, ettd eksponenttifunktio exp on aidosti kasvava joukossa R. Néiin ollen
exp on injektio joukossa R. Toisaalta epéayhtdlostd (8) ja raja-arvoviitteesta (9) seuraa
Bolzanon lauseen avulla, ettd exp(R) =]0, co[. Siis exp on bijektio joukosta R joukkoon
10, 4+o00.

Funktion exp ka#dnteisfunktiota kutsutaan luonnolliseksi logaritmiksi. Télle kaytetadn
merkintojé log :]0, +oo[— R ja In :]0, +oo[— R. Logaritmin mééritelmén nojalla

et =gz x>0,
ja
loge®* =z, x€R.

Lause 5.2.9 Jos z,y > 0, niin

(i) log(zy) = logx + logy,
(i) log(}) = logz —logy,
(iii) log(2) =log(z™!) = —log z,

(iv) logz® = alogx kaikilla a € R.

Todistus. (i) Eksponentin yhteenlaskukaavan nojalla

Ty = elogw . elogy — elogm—&-logy'

Ottamalla logaritmit puolittain saadaan

logz+logy __

logxy = loge log x 4 log y.

Kohta (ii) todetaan vastaavasti ja kohta (iii) on kohdan (ii) erikoistapaus. Kohta (iv)
perustellaan yleisen eksponenttifunktion yhteydessa. O

Logaritmin derivoimiskaava johdetaan kdanteisfunktion derivoimissdénnon avulla:
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Lause 5.2.10 Kaikilla x # 0 pétee

1
Dlog |z| = —.
x

Todistus. Olkoon = > 0 ja merkitédén f(u) = e*. Nyt f'(u) = e* > 0 kaikilla u € B(z,1),
joten Lauseen 5.1.17 nojalla

1 1 1
Dl — =1y -1 — — = —,
082 = (1)U @) = 7y = e = 3
Arvoilla x < 0 péatee log |z| = log(—=), joten alkuosan ja yhdistetyn funktion derivoimis-
kaavan nojalla

1 1
D1 = Dlog(—z) = — - (=1) = ~.
og |z| og(—z) = —-(~1) =~

O

Esimerkki 5.2.11 (a) Eksponenttifunktio ja luonnollinen logaritmi ovat siis aidosti kas-
vavia madrittelyjoukoissaan. Tata kaytetddn hyvéksi epayhtéloita ratkaistaessa. Ratkais-
taan esimerkiksi epayhtalo

e* + 2e” > 2.

On siis ratkaistava epayhtalo
(€")* 4+ 26" —2 >0

Merkitaan y = e*, jolloin epéayhtilo saa muodon
P 4+2y—2>0.
Tamén ratkaisuiksi saadaan y < —1 — v/3 tai y > —1 + /3. Siis ratkaisut ovat
e <—1—+3 tai € >—1+3.

Vasemmanpuoleisella epayhtalolla ei ole ratkaisuja, kun taas oikeanpuoleisen epayhtélon
ratkaisut saadaan ottamalla logaritmit puolittain (jolloin epédyhtdlé aidon kasvavuuden
nojalla ekvivalentisti séilyy)

e® > —14V3 < loge® >log(vV3—1) <= z > log(v/3—1)~ —0.312.

(b) Ratkaistaan epéyhtdlo
log(z + 1) — 2log(z — 1) < 0.

Molemmat logaritmit ovat méaériteltyjé, kun z > 1. Logaritmin laskusdédntojen nojalla
epayhtalo voidaan ekvivalentisti kirjoittaa muodossa

1
logL < 0.

(z —1)?
Ottamalla eksponenttifunktio puolittain epéayhtilo saadaan ekvivalentisti muotoon

r+1

m<1.
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Arvoilla x > 1 tamé& on ekvivalentti epayhtéilon
r+l<(z—-1? &= z+1<2’*-20+1 & 2°-32<0

kanssa. Viimeisen epayhtdlon ratkaisujoukoksi saadaan x < 0 tai x > 3. Ehto =z > 1
huomioon ottaen ratkaisujoukoksi saadaan x > 3.

(c) Eksponenttifunktio ja luonnollinen logaritmi esiintyvit usein sovellutuksissa mm. sen
vuoksi, ettd useiden kdytdnnon ongelmiin liittyvien differentiaaliyhtéloiden ratkaisut ovat
ilmaistavissa eksponenttifunktion avulla. Olkoon esimerkiksi f(¢) annetun radioaktiivisen
aineen hiukkasten méaira ajanhetkella ¢ > 0. Kokeellisesti on todennettu, ettd hiukkas-
ten lukumé&aran muutos on kullakin ajanhetkelld verrannollinen hiukkasten lukumé&araén.
Toisin sanoen f noudattaa yhtaloa

f'(t) = —kf (1),

missd k& > 0 on kullekin radioaktiiviselle aineelle ominainen vakio. Méaarétaan funktion f
lauseke. On luonnollista olettaa, etté tarkasteltavalla ajanjaksolla f(t) > 0, joten saadaan

7
7

Integroimalla puolittain saadaan
log f(t) = —kt+C, C€R,
ja ottamalla eksponenttifunktiot puolittain saadaan
F(t) = eBF® = ¢7kHC — o=MC O e R,

Sijoittamalla tiihiin ¢ = 0 saadaan f(0) = e %% = €“, joten ongelmalla on yksikésitteinen
ratkaisu

ft)=f(0)e™, t=0.
Tahén liittyvid esimerkkejé 10ytyy runsaasti kirjasta Thomas: Calculus, ss. 488-498.

Radioaktiivisen aineen puoliintumisaika 7" tarkoittaa aikaa, jonka kuluessa radioaktiivisia
hiukkasia on jéljelld puolet alkuperdisestd médrédsta. Olennaista on, ettd puoliintumisaika
ei riipu arvosta f(0). Nimittdin 7" on yhtdlon f(t) = @ ratkaisu eli

fkT:@ — 1

f(0)e

e )
2 2
Ratkaisu 16ydetddan ottamalla luonnollinen logaritmi puolittain. Puoliintumisajaksi saa-
daan

1 1
loggzloge_kT == —10g2:10g§:—kT — T =

eli puoliintumisaika riippuu vain vakiosta k > 0.

Eksponentti- ja logaritmifunktioiden asymptoottisten ominaisuuksien esittdminen vaatii
seuraavan raja-arvon magritelméan laajennuksen:
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Maéiritelméi 5.2.12 Olkoon a € R. Funktio f :]a,+oo[— R kasvaa rajatta pisteessi
+00, merkitddn lim, ., f(z) = 400, jos jokaista lukua a > 0 vastaa luku M > 0 siten,
etta

x>M= f(x)>a.

Vastaavasti funktio f :]—o00, a|[— R kasvaa rajatta pisteessi —oo, merkitaan lim, . o, f(x) =
+00, jos jokaista lukua a > 0 vastaa luku m < 0 siten, ettéa

r<m= f(zx)>a.

Vastaavasti voidaan méaéritelld milloin funktio vihenee rajatta pisteissa 400 ja —oo, mut-
ta emme tarvitse néitéa késitteité.

Huomautus 5.2.13 Eksponenttifunktio kasvaa rajatta pisteessi +oo eli
lir}rn e’ = 4o0. (10)
Téaméa voidaan todistaa helposti epayhtélon (8) avulla. Olkoon a > 1. Téll6in

e">r+1>a jos z>a—1=M,

misté viite seuraa. Itseasiassa eksponenttifunktio kasvaa vauhdikkaammin kuin mikain
polynomi. Tamaé ilmaistaan raja-arvolla

lim — = 400, (11)

missd n € N on mielivaltainen annettu luku. Viite (11) voidaan kétevésti perustella
potenssisarjamaéadritelmasté, silla arvoilla x > 0 pétee

1
e T
~ (n+ 1)V
mista saadaan arvio
er 1
— > —2x, x>0.
"~ (n+1)!

Tamén avulla vasemmanpuoleinen raja-arvoviite on helppo todeta, vrt. véitteen (10)
todistus.

Myos funktio log kasvaa rajatta pisteessd +oo vaikkakin sen kasvuvauhti on hyvin hidasta.

5.3 Yleiset eksponentti- ja logaritmifunktiot

Maaritelma 5.3.1 Olkoon a > 0, a # 1. Talloin a-kantainen eksponenttifunktio méaritelladn
irrationaaliluvuille z € R\ Q asettamalla

(i) a* =sup{a¥ |y € Q, y<z}kuna > 1,

(i) a®* =sup{a? |y € Q, <y} kuna<l.
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Madrittelyn takana on se, ettd tapauksessa (i) joukossa Q maédritelty funktio  — a® on
aidosti kasvava ja tapauksessa (ii) aidosti viheneva.

Huomautus Koska a? > 0 kaikilla p € Q, niin kaikilla z € R pétee a® > 0, vrt.
Huomautus 5.2.5.

Yleinen eksponenttifunktio voidaan ilmaista funktioiden exp ja log avulla seuraavasti:

Lause 5.3.2 Olkoon a > 0. Talloin

z _ zloga

kaikilla z € R.

Todistus. Esitdmme todistuksen idean menemaétta kaikkiin yksityiskohtiin. Ensinnékin tulee todeta, etté
loga? = ploga (12)

kaikilla p € Q. Tadmé& ndhdédéan suoraviivaisella padttelylld vaihe vaiheelta, ks. Myrberg, ss. 154-155.

Yhtélostd (12) seuraa, etti
a? = elog a? _ 6plog;a

kaikilla p € Q. Olkoon = € R\ Q ja oletetaan aluksi, ettd a > 1. Funktio y ~ €¥1°8% on joukossa R
aidosti kasvava ja jatkuva. Téstd on helppo péatelld, etté

"8 = sup{ eV |y € Q, y <=}

Maéaritelman mukaan
a* =sup{a’ [y €Q, y<z}

Koska oikeanpuoleiset joukot, joiden yli supremum otetaan, ovat kummassakin tapauksessa samat, on
a® = e*198 2 Tapaus a < 1 kiisitelliin vastaavasti, tdlloin kuvaus y — e¥1°8? on aidosti viihenevi joukossa
R. O

Kayttden Lausetta 5.3.2l mm. seuraavat yleisen eksponenttifunktion keskeiset ominaisuu-
det saadaan helposti johdettua.

Seuraus 5.3.3 Kaikilla a > 0 ja z,y € R pétee

(i) loga® = xloga,
(i) @™ = a®aY,
(iii) (a")? = a™,

)

(iv) Da® = a”loga.

Todistus. (i) Ottamalla yht#losti a® = e®1°8¢ logaritmit puolittain saadaan

zloga

loga” = loge = zloga.

Kohdat (ii), (iii) ja (iv) harjoitustehtavid. O

Néin ollen funktio z — a® on aidosti kasvava tapauksessa a > 1 ja aidosti viheneva
tapauksessa a < 1. Kummassakin tapauksessa a-kantainen eksponenttifunktio voidaan
todeta bijektioksi R —|0, +00].
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Funktion = — a” kddnteisfunktio on a-kantainen logaritmi log, x : 10,00 — R. Télle
péatee

log x
log, > = .
log a
Jos nimittédin y = log, x, niin x = a¥. Néin ollen
1
logx =loga? =yloga eli y= -y
log a
Esimerkiksi derivaataksi saadaan
1
D (1 = :
(log, ) (log )z

Yleinen potenssifunktio

Olkoon a € R. Lauseen 5.3.2l nojalla potenssifunktio

T +— x°

on ilmaistavissa yhtalolla
%= et8T 1> .

Seurauksen 5.3.3 kohtia (i), (ii) ja (iii) voi luonnollisesti hyodyntdd myos potenssifunktion
tapauksessa. Derivaatalle saadaan ”tuttu”kaava:

Lause 5.3.4 Jos a € R ja x > 0, niin

Dz = qx® ',

Todistus. Olkoon f(z) = 2% = e*°¢® T#llsin

fla) = e (4) = an(%) = aa

T
O

Esimerkki 5.3.5 Vastaavasti esimerkiksi funktion = +— x%, x > 0, tarkastelu palautuu
eksponenttifunktioon ja logaritmiin kirjoittamalla

% = ewlog:r'

Derivaataksi saadaan
1
D2 = De 8% = 7187 (Jog o + — . 1) = 2% (log z + 1).
x

Koska 1
logz+1=0 < logoz=—1 < %" =¢! «—= ="
e

ja logaritmi on aidosti kasvava, niin funktio x — x® on aidosti vaheneva vélilla |0, %] ja

aidosti kasvava vililld [, +-00[. Néin ollen
(e M) ~ 0.69

on pienin arvo joukossa ]0, +-00].
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5.4 Hyperboliset funktiot

Hyperboliset funktiot ovat tiettyji eksponenttifunktioiden summia ja osaméaaria. Trigo-
nometrisiin funktioihin viittaavat nimitykset hyperbolinen sini etc. juontavat siitd, etta
hyperboliset funktiot kdyttaytyvit monessa suhteessa kuten trigonometriset funktiot. Hy-
perboliset funktiot esiintyvéat mm. tarkasteltaessa hyperbolista etdisyytta, jolla puolestaan
on tarked rooli geometrisessa funktioteoriassa. Mainittakoon myos, etta hyperbolisen geo-
metrian keksiminen 1800-luvulla mullisti suuresti matemaattista ajattelua.

Hyperbolinen sini sinh, hyperbolinen kosini cosh, hyperbolinen tangentti tanh ja hyperbo-
linen kotangentti coth mééaritellaan asettamalla

: R —x
sinhz: = ?(e —e™7),
. _ X —X
coshz: = 3(e"+e¥),
et —e®
tanhzr: = ——,
et 4 e %
et + e ”
cothx: = ——.
61_67(2

Hyperbolisille funktioille voidaan todistaa mm. ominaisuudet
cosh? x — sinh*z = 1

ja
sinh « 1

tanh z = = .
coshxz cothzx

Derivaattakaavat vastaavat tdysin trigonometristen funktioiden derivaattakaavoja, silla
Dsinhx = coshx, Dcoshz =sinhx

seké

1 1
Dtanhx = ———, Dcother = ———.
o cosh? x sinh?

Hyperbolisten funktioiden ka#nteisfunktioita kutsutaan areafunktioiksi. Areafunktioille
voidaan johtaa kaavat (méérittelyjoukot nékyvét alla):

arsinhr = log(z +V22+1), z€R,

arcoshr = log(z ++vz?2—1), z>1,
artanhz = jlogit%, |z| <1,
arcothr = jlog =, |z > 1.
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