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6 Kompleksiluvut

6.1 Yhteen- ja kertolasku
Karteesinen tulo R? (euklidinen taso) on lukuparien joukko
R?>={(z,y) |z, y € R}.

Kaksi lukuparia (z1,y;) € R? ja (72,72) € R? ovat samat tismélleen silloin kun molemmat
vastinkoordinaatit yhtyvét eli kun x; = x5 ja y; = yo. Lukuparin sijasta puhutaan myos
tason pisteesti (alkiosta) tai vaihtoehtoisesti 2-ulotteisesta vektorista. Emme kuitenkaan
tassa kayta vektorimerkintad.

Joukossa R? miédritelliin yhteenlasku yhtalolla
(@1,91) + (22, 42) := (@1 + T2, Y1 + ¥2) (1)
ja reaaliluvulla a kertominen yhtalolla
a(z,y) := (az, ay)

kaikilla x, x1, x2, Yy, y1, y2,a € R. Néiden osalta puhutaan myos vektoreiden yhteenlaskusta
ja skalaarilla kertomisesta.

Edelleen tasossa R? voidaan mééritelld kertolasku - yhtalslla

(x1,22) - (Y1,Y2) = (T1y1 — TaYa, T2Y1 + T1Y2) (2)

kaikilla 1, x2, 91, y2 € R. Laskutoimitusta (2) kutsutaan kompleksilukujen kertolaskuksi.

Misritelmé 6.1.1 Karteesista tuloa R? varustettuna yhteen- ja kertolaskuilla (1) ja (2)
kutsutaan kompleksiluvuiksi.

Esimerkki 6.1.2 (a) Esimerkiksi

(1,2)+(3,4) = (1+3,24+4) = (4,6), (1,2)-(3,4) =(1-3—2-4,1-4+2-3) = (=5, 10).
(b) Olkoot z,y,a € R. Télloin

(a,0) - (z,y) = (ax — Oy, 0z + ay) = (az, ay) = a(zx,y).

Siis kompleksiluvulla (a,0) kertominen yhtyy skalaarilla a kertomiseen. Mita saat tulosta
(0,a) - (,y)?
(c) Edelleen

(0,1)2=(0,1)- (0,1) = (0> = 1%,1-0+0-1) = (—1,0).

Lemma 6.1.3 Kompleksiluvut muodostavat kunnan eli kolmikko (R?, +, -) toteuttaa lu-
vun 1 aksiomat (A1)—(A9).

96



Todistus. Taydellisyyden vuoksi kiymme aksiomat lépi, ainoastaan yhteenlaskun vaihdannaisuus ja liitannéisyys
(aksiomat (A1) ja (A2)) seké kertolaskun vaihdannaisuus (aksioma (A5)) sivuutetaan helppona. Tarkas-
tellaan muita aksiomeja:

(A3). Nolla-alkio eli (yhteenlaskun neutraalialkio) on pari (0,0), silld kaikilla ,y € R pétee
(z,y) +(0,0) = (. + 0,y + 0) = (x,y).
(A4). Kompleksiluvun (z,y) vasta-alkio (vastavektori) on luku (—z, —y), silld
(#,y) + (—2,—y) = (z -2,y —y) = (0,0).
(A6). Olkoot a,b,c,d, e, f € R. Télloin
(a,b) - ((¢,d) - (e, f)) = (a,b)-(ce —df,cf +de)

(a(ce — df) — b(cf + de),alcf + de) + b(ce — df))
= (ace — adf — bef — bde, acf + ade + bee — bdf)

ja
((a,b)-(c,d))~(e,f) = (ac—bd,ad+bc)~(e,f)
= ((ac—bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + be)e)
= (ace —adf — bef — bde,acf + ade + bee — bdf),

joten tulos on sama riippumatta siitd kummalle puolelle sulut asetetaan.

(A7). Olkoot a,b,c,d, e, f € R. Télloin
(a,b) - ((c,d) + (e, f)) (a,b) - (c+e,d+ f)

= (alc+e)—=bld+ f),ald+ f)+blc+e))

= (ac+ae—bd—>bf,ad+ af + bc+ be)

ja
((a,b) - (c;d)) + ((a,0) - (e, f)) = (ac—bd,ad +bc) - (ae —bf,af + be)
= ((ac+ae—bd—bf,ad+ af + bc+ be).
Jélleen tulos on sama kummallakin tavalla laskettuna.

(A8). Ykkésalkio eli (kertolaskun neutraalialkio) on pari (1,0), silld kaikilla 2,y € R pétee

(A9). Olkoon (x,y) # (0,0), jolloin z2 4+ y* > 0. Tillsin parin (z,y) kiifinteisalkio kertolaskun suhteen

on (=17, —zzi,7), silld

(@9) (= - s — Y)Y
x . — = €T — — x(—
Y x2+y27 2 +y2 x2+y2 Y I2+y2 ’ -T2+y2 yx2+y2

O

Huomautus Irlantilainen Hamilton (1833) esitti ensimméisend kompleksiluvut reaali-
lukupareina ja maéaritteli kertolaskun ylla olevaan tapaan. Myohemmin Hamilton pyrki
16ytaméiin avaruudessa R? kertolaskun -, joka yhdessi vektorien yhteenlaskun + kanssa
tekee kolmikosta (R3, +, -) kunnan. Nyky#in tiedetéiin, ettd timi ei ole mahdollista ava-
ruudessa R", jos n > 2. Hamilton onnistui kuitenkin 1843 keksimé&én kvaterniot. Nama
ovat reaalilukunelikkoja (avaruuden R* alkioita), joiden yhteen- ja kertolasku toteutta-
vat kertolaskun vaihdannaisuutta lukuun ottamatta muut kunta-aksiomat. Kvaternioiden
keksimisella oli suuri merkitys algebran kehitykselle.
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Kompleksiluvun imaginiéiriesitys

Merkitaéan lyhyyden vuoksi ¢ := (0,1) ja (x,0) = z kaikilla x € R. Lukua ¢ kutsutaan
imaginddriyksikoksi. Esimerkissé 6.1.2 todettiin, etta

i =—1
Mielivaltainen kompleksiluku (z,y) voidaan esittdd muodossa
(z,y) = (2,0) +(0,y) = (2,0) + (y,0) - (0, 1)
eli lyhennettyd merkintaéd kayttéaen
(z,y) =z + yi.

Tété esitystd kutsutaan lukuparin (kompleksiluvun) imaginddriesitykseksi. Huomaa, etta
imagindériesityksessa laskutoimituksina ovat kompleksilukujen yhteen- ja kertolasku, mut-
ta on kéytetty lyhennettyd merkintaa.

Esimerkki 6.1.4 Imaginéiriesityksen avulla kompleksilukujen laskutoimituksia voidaan
soveltaa muistelematta kertolaskun mééritelmédsd kunhan muistetaan, ettd kunnan las-
kusdidnnot ovat voimassa ja imagindiriyksikolle pitee i2 = —1. Esimerkiksi

(a) Osittelulain nojalla
3(2+1)=3-2+3-i=6+3.

(b) Vastaavasti osittelulakia, vaihdannaisuutta ja liitinniisyyttd seké tietoa 2 = —1
hyodyntéen
3i(2 4 1) = (3i)2 + (3i)i = 6i + 3i* = 6i — 3 = —3 + 6i.

(c) Samoin perustein

—4i(2 — 20)(2 + 2i) = —4i(2* + 2% — 2% — 2%%) = —4i(4 — 44%) = —4i(8) = —32i.

Tavallisesti imagin&ériesityksen yhteydesséd kompleksilukujen joukolle kidytetadn merkintaé
C ja kompleksiluvuille kdytetdan aakkosia z, w, u. Siis

C={z+yi|z,yeR}.

Jos z = x + yi € C, niin merkitaén

e zc R, josy=0,
e 2 C\R,josy#0.

Ensimmaisesséd tapauksessa lukua z sanotaan reaaliseksi ja jalkimméisessd tapauksessa
imaginddriseksi.
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Maiaritelma 6.1.5 Kompleksiluvussa z = x + yi € C reaalilukua x sanotaan luvun z
reaaliosaksi, merkitdin Re z = x, ja reaalilukua y sanotaan imaginddriosaksi, merkitdan

Im z = y. Edelleen lukua
2] == /2® + y?

sanotaan luvun z moduliksi ja kompleksilukua Z = x — 1y sanotaan luvun z konjugaatiks:
eli liittoluvuksi.

Esimerkki 6.1.6 (a) Lukujen z = 3i(2+1) = —=3+6i ja w = —4i(2 — 2i)(2+ 2i) = —32i
reaali- ja imaginéériosat ovat Esimerkin 6.1.4/ laskujen nojalla
Rez=-3, Imz=6, Rew=0, Imw=-32.

Modulit ovat

2] = \/(=3)2 + 62 = V45, |w| =322+ 02 = 32

ja konjugaatit ovat
zZ=-3—06i, w=32i.

(b) Olkoot z = a + bi ja w = ¢ + di. Mé&éaratédén Re zw ja Im zw. Nyt

2w = (a+bi)(c+di)=a(c+ di)+ (bi)(c+ di)
= ac+ adi + bci + bdi? = ac — bd + (ad + be)i

Siis Re zw = ac—bd ja Im zw = ad+bc eli reaali- ja imagindériosa kayttaytyvéit (tietenkin)
médritelmén (2) mukaisesti. Eo. lasku on keino palauttaa mieleen kertolaskun maaritelma.

(c) Osoitetaan, etté kaikilla z, w € C pétee
(z4+w)(z —w) = 22 —w?.

Tata varten lukuja ei kannata esittdd imagindériesityksend, vaan kayttden kunnan las-
kusdantoja saadaan

(z4+w)(z —w) = 22+ 2(—w) + wz —w?® = 22 — w?
Mainittakoon, ettd binomikaava

(z4+w)" = Zi: (7;) 2"’

(2
voidaan todistaa myos kompleksiluvuille.

(d) Osoitetaan, etté kaikilla z € C pétee
2z = |z|%
Olkoon z = z + 4y. T4lloin kohdan (c) nojalla
2Z = (x+yi)(r —yi) =2° — (yi)* = 2° — y** = 2° +9° = |2|°.

(e) Osoitetaan, ettd z +w = Z + w kaikilla z,w € C. Merkitdén z = a + bi ja w = ¢+ di.
Talloin z +w =a+bi + ¢+ di = (a+ ¢) + (b + d)i, joten

ztw=(a+c)—(b+di=a—-bi+c—di=zZ+w.
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Huomautus Jos z = z + iy # 0, niin moduli |z| ilmoittaa tason pisteen (x,y) etdisyyden
origosta. Konjugaatinotto puolestaan tarkoittaa tason pisteen (z,y) peilausta x-akselin
suhteen. Téssd kuvauksessa (x,y) — (z, —y).

Lemman 6.1.3 todistuksesta ndhdéén, ettd kompleksiluvun z = 44y # 0 on kdénteisluku

2~1 on muotoa

—1 T Y
z = — 1 . 3
x? 4 y? x2 4 y? (3)

Kompleksilukujen jakolasku méaaritelladn ehdolla

kaikilla z € C, w € C\ {0}.

Seuraavassa esimerkissad tarkastellaan kuinka osamé#rind annettujen kompleksilukujen
reaali- ja imaginéériosat saadaan selville.

Esimerkki 6.1.7 (a) Maardataan luvun z = reaali- ja imagin&ériosat. Laventamalla

+1
nimittdjan liittoluvulla saadaan Esimerkin 6.1.6 kohdan (c) nojalla

1 2—1 2—1 2—1 2

241 (2—-i)2+4) 22— 5 5 5

joten Rez = % jalmz = —%.

(b) Vastaavasti

o (14+9)@B+1) 1 1
3+Z_(%”M%H)_2®+i+&+3)_2@+4n_1+%.

R 12 2

Siis Rew =1 ja Imw = 2.

Toisen ja kolmannen asteen reaalikertoiminen algebrallinen yhtilo

Pidetaén téssa tunnettuna algebran peruslause: Kompleksimuuttujan algebrallisella yht&alolla
an2" 4 ap_12" P a2z +ag =0,

missi a;, 2 € C ja a, # 0, on aina tédsmilleen n juurta, jos kertaluku otetaan huomioon.
Esimerkiksi yhtalolla
(z—1)"=0

on vain yksi n-kertainen juuri 1.
Esimerkki 6.1.8 (a) Tarkastellaan kompleksimuuttujan toisen asteen algebrallista yhtalod
P24 2+1=0.

Kokeillaan tuttua toisen asteen yhtélon ratkaisukaavaa. Saadaan

_-1+y1-4  —-1+/-3
N 2 a 2 '

z
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Merkitsemilld —3 = 342 ja kirjoittamalla /—3 = iv/3 voidaan ”olettaa”, etti ratkaisut

ovat
~1+/1-4 —-1£iV3
z = = .
2 2
Tarkistetaan vastaus sijoittamalla. Saadaan

1
> > )+1:4(1+3¢2¢2z\/§—2i2i¢§+4):0.

Siis luvut z = %“/g ovat ratkaisuja eikd muita ratkaisuja ole olemassa algebran perus-

lauseen nojalla.

(b) Tarkastellaan yleisesti kompleksimuuttujan toisen asteen algebrallista yhtaloa
az’> +bz+c¢ =0,
missé a,b,c € R ja b®> — 4ac < 0. Vastaavaan tapaan kuin edelld voidaan todeta, etti

kompleksiluvut

_ —bEividac—b?

N 2a
ovat erilliset ratkaisut, eikd muita ratkaisuja ole olemassa analyysin peruslauseen mukaan.
Tama paattely paikkaa Lauseen 2.2.1 todistukseen jadneen aukon.

Esimerkki 6.1.9 Kuten luvussa 2 mainittiin, kolmannen asteen reaalikertoimisen yhtalon
P 4prt+q=0, (4)

misséd p, g € R, ratkaisut saadaan Cardanon kaavoilla

2= (%4 q4+§+\5/—g—
2= (-b+B) g Er g+ (h-F) -1 V5B
+ + '

5= (-

Reaalisten ratkaisujen lukuméérd riippuu diskriminantin D := 4- + & merkistd seuraa-
vasti:

(1) Jos D =
liittolukuja.
(2) Jos D = 0, niin ratkaisut ovat

+ =— > 0, niin z; on reaalinen ja 2o seké z3 ovat imagindérisia toistensa

@ v
4 27

zZ1 = 23 -4

Z9 = 23 = —«/—5%5-

(3) Jos D < 0, juuret zi, 29, z3 ovat eri suuria ja reaalisia.

Kohtien (1) ja (2) viitteet todetaan jokseenkin helposti, viitteen (3) perusteleminen si-
vuutetaan tassa.
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6.2 Napakoordinaattiesitys
Napakoordinaattiesitykselli tarkoitetaan tason pisteen (x,y) esitystd muodossa

T = TCosyp
y = rsing,

misséd r = /22 +y? ja ¢ on pisteen (z,y) wvaihekulma eli kulma z-akselin pisteesté
(V% +y%,0) pisteeseen (z,y) vastapéivian. Télloin arvoilla ¢ €] — 7, 7| pétee

Jp— Y
(p = arc tan —.
T

Kompleksiluku z = = + iy # 0 voidaan siis napakoordinaattiesityksen avulla esittda
muodossa
z =r(cosp +isinp), (5)

missd 7 = |z| ja ¢ on luvun z vaihekulma.

Esimerkki 6.2.1 Mé&arataan luvun 2z = 2 + ¢ napakoordinaatit. Nyt
r=v22 412 = /5.

Toisaalta yleistamailla kosinin ja sinin méaaritelmaé (eli luopumalla vaatimuksesta etté
tarkasteltavan ympyrin sdde on 1) saadaan yhtalot

x 2 ) Y 1
Ccosp=—=—= ja sinp===—.
r r

V5 V5

Jakamalla oikeanpuoleinen yhtélé vasemmanpuoleisella saadaan

; 1
any = —.
L
arc 1
Kulmaksi ¢ saadaan ¢ = arc tan% ~ (0.464 radiaania eli asteina 360 - arc;rani ~ 26.6.

Eulerin kaava
Saadaksemme tulkinnan kompleksilukujen kertolaskun geometriselle merkitykselle pidamme

ilman perusteluja tunnettuna ns. Eulerin kaavan. Lahtokohtana on se, ettd eksponentti-
funktio voidaan mééritelld koko kompleksitasossa C potenssisarjana

oo ZTL
ef = Z —, z€eC.
n!
n=0

Eulerin kaava ilmaisee yksikkéympyrdan kehépisteet kompleksisen eksponenttifunktion
avulla:

Lause 6.2.2 (Eulerin kaava) Kaikilla ¢ € [0, 27[ pétee

€'Y = cosp + ising.

102



Huomautus Valitsemalla Eulerin kaavassa ¢ = 7m saadaan yhtalo
e™ +1=0,

joka sisdltda viisi ”tarkeintd” lukua (eikd juuri muuta) yhdessi kaavassa.

Yhdistdmélld Eulerin kaava ja napakoordinaattiesitys (5) saadaan

z =re'¥, (6)
misséd r = |z| ja ¢ on luvun z vaihekulma.
Esimerkki 6.2.3 Méaritddan kompleksiluvuille z; = 2i ja zo = —1 — i muotoa (6)) olevat

esitykset. Nyt ry = 2 ja o1 = 7 seké ry = V2 ja oy = %’T. Néin ollen

z1 =re¥t =2e2' ja 29 =19e'? = V2eTt,

Pitéden edelleen tunnettuna, ettd kompleksiselle eksponenttifunktiolle pitee laskusdanto

z1+22 21,22

€ = €€

kaikilla 21,2y € C, saadaan kompleksilukujen z; = rie* ja 2o = €2, ¢y, o € [0, 27],
tulolle esitys
2120 = (1171 (19€%?) = (1y1p)elP1H¢2), (7)

Siis:
e tulon z;29 moduli on modulien tulo 779,

e tulon z;2, vaihekulma on vaihekulmien summa ¢; + @s.
Esimerkki 6.2.4 Esimerkin [6.2.3 lukujen z; = 2i ja zo = —1 — ¢ tulon esitys muotoa (6)
on
2129 = (26§i)(\/§e%i) = 2V/2e(ET 1) = 2\/56%”.

Erityisesti kaavasta (7) saadaan luvun z = re' positiiviselle potensseille induktiolla, etti
kaikilla n € N péatee

2 2 (20)i
22 = el
2 = 22z = (r2e®))(re’¥) = r3el)
2 = e

Jos erityisesti r = 1 (z sijaitsee yksikkoympyran kehilld), saadaan Eulerin kaavan nojalla
de Moivren kaava:

Lause 6.2.5 (de Moivren kaava) Kaikilla ¢ € R jan € N pétee

(cos p + isin )™ = cosny + isin nep.
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Lauseesta [6.2.5 saadaan kétevisti laskettua moninkertaisten sinin ja kosinin kaavat:

Esimerkki 6.2.6 Mé&iratdadan sin 2x ja cos 2x de Moivren kaavalla. Koska

2 2

(cosz +isinz)? = cos? x + i sin® x + 2isin z cos v = cos® x — sin® x + (2sin x cos z)i,
saadaan de Moivren kaavan nojalla yhtdsuuruus

cos’ x — sin® z + (2sin x cos )i = cos 2z + (sin 2)i.
Téssa valttamatta seka reaali- ettd imagindériosat yhtyvét, joten

cos’z —sin®z = cos2x ja 2sinxcosx = sin2x.
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