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1 Reaaliluvut ja reaalilukujonot

1.1 Kertausta

Matemaattisessa analyysisséd tutkitaan reaalimuuttujan reaaliarvoisia funktioita. Useat
péattelyt perustuvat reaalilukujen ominaisuuksiin. Siksi on luontevaa aloittaa kurssi tar-
kastelemalla ldhemmin reaalilukujen joukkoa R.

Léahdetédan aluksi siité, ettéd keskeiset reaalilukujen laskusédédnnot tunnetaan jo lukiomate-
matiikasta. Reaalilukujen maéritelméén (ja titd kautta laskusdéntojen perusteisiin) pa-
neudutaan myohemmin. Aluksi kerrataan epayhtéaloiden kisittelyd. Tunnetusti epayhtaloon
voidaan lisété puolittain luku ja epayhtélo voidaan kertoa puolittain positiivisella luvulla.
Positiivinen tarkoittaa > 0. Jos epéyhtélo kerrotaan negatiivisella luvulla (luvulla < 0),
epayhtalo kddntyy toisinpéin.

Seuraava lemma perustellaan my6hemmin:

Lemma 1.1.1 Olkoot z,y € R siten, ettd z > 0 ja y > 0. Té&lloin
(a) 2% < y? jos ja vain jos = < v,

(b) 2% = y? jos ja vain jos x = ¥.

Itseisarvo

Algebralliset paéttelyt perustuvat tyypillisesti yhtdloihin. Analyysisséd sen sijaan epayhtalot
ovat olennaisia, silld monet térkedt asiat ilmaistaan epédyhtéloiden avulla. Esimerkiksi
funktion raja-arvon méaritelmé siséltad kaksi itseisarvoepayhtéloa.

Maéritelma 1.1.2 Luvun z € R itseisarvo |z| méaéritelladn asettamalla

| = x, kun x>0
= —x, kun 2 <0.

Huomautus Siis |z| > 0 kaikilla 2 € R.

Esimerkki 1.1.3 (a) Minkilainen on funktion

fl@) = |lz =1 =2,

kuvaaja? Téta varten kirjoitetaan funktio paloittain maéériteltynd ilman itseisarvomerk-
kejé. Poistetaan ensin sisemmét itseisarvot kirjoittamalla

TN |z —3], kun x>1
“x 1] 2‘_{|—$—1], kuan z < 1.

Oletetaan, ettd x > 1. Talloin

o — 3] = r—3, kuan x >3
]l —z+3, kun =z < 3.
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Oletetaan, ettd z < 1. Téalloin

r+1, z>-1

joten

—zr—1, kun x < -1
z+1, kun —-1<z<1
—xr+3, kin 1<zx<3
r—3, kan z > 3.

Tésta esityksestd kuvaaja on helppo hahmottaa.

(b) Osoitetaan, etté

lo—1]—2| =

1
5(%‘ +y+ |z —y|) = max{z, y}

kaikilla z,y € R.
Olkoon ensin x > y. Silloin
1 1 1
§(x+y+|a:—y|) = §($+y—|—:v—y) = 5-2x:x:max{x,y}.
Olkoon y > z. Silloin
1 1 1
@ty tlr—yl) =5z +y—w+y) =52 =y=max{r,y}.
Siis viite pétee.

Seuraavaan lauseeseen on koottu itseisarvon perusominaisuudet:

Lause 1.1.4 Kaikilla x,y € R pétee

)
)
(e) lzyl = [=[lyl,
(d) |2 =, jos y #0,
(e) [z] = [ —xf,
(f) |z +y| <|z|+ |y| (Kolmioepayhtils).

Todistus. Kohta (a) on ilmeinen ja kohdat (b), (e) seuraavat helposti itseisarvon mééritelmaa
kdyttden. Muut kohdat on helpointa péadtelld kiayttamélld kohtaa (b) ja Lemmaa [1.1.1.
Asiaa tarkastellaan harjoitustehtéivissa. O

Kolmioepdyhtilon geometrinen tulkinta Nimitys kolmioepdyhtéld juontaa ehdon
geometrisesta merkityksestd tason vektoreiden tapauksessa. Jos T ja § ovat kaksi eri-
suuntaista tason vektoria, ne muodostavat yhdessd summavektorin T + 7 kanssa kolmion.
Talloin kolmioepéayhtalo

[z +7 <[] + [7]
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ilmaisee sen intuitiivisesti ilmeisen seikan, ettd kolmiossa kolmannen sivun pituus on kor-
keintaan yhté suuri kuin kahden muun sivun pituuksien summa. Lauseen [1.1.4 tilanteessa
ollaan siiné rajatapauksessa, jossa vektoreiden T ja 7 padtepisteet sijaitsevat x-akselilla.
Talloin "kolmio”on litistynyt kasaan.

Esimerkki 1.1.5 (a) Ratkaistaan epayhtalo |§—j&| < 1. Voidaan korottaa toiseen ekviva-
lentisti (Lemma [1.1.1)), joten epéyhtélo pétee tasmélleen silloin, kun

($_1>2<12:1
z+1

(z—1)°
(x+1)2
(r—1)* < (v +1)?

P —2r+1<a’+2x+1
dr >0 <= = > 0.

<1

1111

Ratkaisu on siis z > 0.

(b) Ratkaistaan epéyhtilo
r—1<|z+1]
Oletetaan ensin z + 1 > 0 eli z > —1. Silloin epéayht&lé saa muodon

r—1<z+1 <= —-1<1,

miké pétee x:n arvosta riippumatta. Siis arvot x > —1 kuuluvat ratkaisujoukkoon. Ole-
tetaan, ettd  + 1 < 0 eli < —1. Silloin epdyht&lé saa muodon

r—1<—-—2—-1 <+ 2r <0 <= z <0,

mikd myos pétee x:n arvosta riippumatta. Néin ollen epayhtalo toteutuu kaikilla x € R.

Neligjuuri

Maésritelmé 1.1.6 Olkoon a > 0. Luvun a nelidjuurella v/a tarkoitetaan yht#lon 22 = a
ei-negatiivista ratkaisua.

Huomautus Se, ettd ratkaisu on aina olemassa ja yksikésitteinen, perustellaan myohemmin.
Siis neligjuuri on mééritelmén mukaan aina ei-negativinen (> 0).

Esimerkki 1.1.7 Ratkaistaan epiyhtilo /r > 2. Nelidjuuri on méiéritelty vain ei-
negatiivisille luvuille, joten vaaditaan x > 0. Koska x = 0 ei ole epayhtélon ratkaisu, rat-
kaisulle patee valttaméatta x > 0. Koska epédyhtéalon molemmat puolet ovat ei-negatiivisia,
voidaan korottaa ekvivalentisti toiseen (Lemma [1.1.1)). Saadaan

VI > 1P

r >zt

(1 —2%) >0
1—23>0
3 < 1.

11t
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Toisen asteen epiyhtilo

Toisen asteen epéyhtédldiden ratkaiseminen perustuu siihen, ettd ratkaistaan ensin ko.
toisen asteen polynomin nollakohdat.

Lause 1.1.8 (Toisen asteen yhtidlon ratkaisukaava) Olkoon a # 0 ja b,c € R.
Télloin yhtélon

P(x) =az’ +br+c=0 (1)
ratkaisut saadaan kaavasta
_ —bE Vb —dac
B 2a '

X

(2)

(i) Jos diskriminantille pitee D := b* — 4ac > 0, niin yhtdlslla (1) on kaksi reaalista
ratkaisua,

(ii) Jos D = 0, niin yhtélolla (1) on tdsmaélleen yksi reaalinen ratkaisu,

(iii) Jos D < 0, niin yht&lolla (1) ei ole reaalisia ratkaisuja.

Todistus. Lause perustellaan myohemmin kompleksilukujen yhteydessda. O

Muistisadnto Toisen asteen epéyhtaloiden ratkaiseminen perustuu siihen, ettd polyno-
min

P(z) = ax® +bx + ¢
kuvaaja on ylospéin aukeava paraabeli jos a > 0 ja alaspéin aukeava paraabeli jos a < 0.
Toisen asteen epdyhtélon ratkaisun kannalta olennaista on P:n merkin kayttdytyminen.
Taméi voidaan helposti perustella Bolzanon lauseen avulla (tarkastellaan myhemmin).

Esimerkki 1.1.9 (a) Ratkaistaan epdyhtils P(x) = —z? + z + 4 > 0. Nollakohdiksi
saadaan ratkaisukaavalla
1++/17
r=——

2
ja koska P on alaspéin aukeava paraabeli, P on positiivinen nollakohtien viélissé. Siis
ratkaisujoukko on 1_7‘/? <zr< HT‘/ﬁ
(b) Vastaavasti epiyhtélolld —z? +x —4 > 0 ei ole ratkaisuja, silld yhtélon —z2+z—4 =0
diskriminantti on negatiivinen,
D = 1> — 4(—1)(—4) = —15,

ja kyseessé on alaspéin aukeava paraabeli.

1.2 Polynomit ja rationaalifunktiot

Polynomi on alkeisfunktioista yksinkertaisin, koska kuvapiste saadaan lahtopisteesta déarellisellé

méadralld yhteen- ja kertolaskuoperaatioita. Polynomit ovat tédrkeitd mm. siksi, etta
(1) sovellutuksissa ongelmien ratkaisut ovat usein polynomien nollakohtia,
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(2) polynomeilla voidaan approksimoida muita sdannollisid funktiota.

Maaritelma 1.2.1 Polynom: on funktio P: R — R,
P(z) = apa™ + ap 12" '+ ...+ ag,

missa ao, . .., a, € R ovat vakioita (polynomin kertomia). Jos a,, # 0 ja a; = 0 kun i > n,
niin n =: deg P € NU{0} on polynomin P aste. Nollapolynomi on polynomi, jonka kaikki
kertoimet ovat nollia.

Huomaa, ettemme ole mééritelleet astetta nollapolynomille. Sovitaan merkinnéasta P = 0,
jos P on nollapolynomi.

Esimerkki Lauseke
P(z) = V72° —ma® + 1
madrittelee polynomin, jolle deg P = 5.

Pyrimme perustelemaan, miksi yhtélollda P(x) = 0 on korkeintaan deg P erisuurta reaa-
lista ratkaisua. T&té varten tarvitaan ensin useita aputuloksia.

Lemma 1.2.2 (Polynomien jakoyhtils) Olkoot P ja () polynomeja siten, etté deg @ #
0. T&lloin on olemassa yksikésitteisesti méadratyt polynomit A ja R siten, ettd kaikilla
r € R pitee

P(z) = A(z)Q(z) + R(z) ja degR < degQ.

Lemman 1.2.2 polynomia R sanotaan jakojddnnokseksi, polynomi P on jaettava ja polyno-
mi () on jakaja. Todistus sivuutetaan algebrallisena ja teknisené, ks. esimerkiksi Myrberg:
Algebra, s. 112.

Esimerkki 1.2.3 Kisin laskien A ja R 16ydetéddn jakokulman avulla.

(a) Olkoon
Pla)=2"+2"+z+1 ja Qx)=2a2"+1.

Jakamalla jakokulmassa x4+ 2% + x + 1 polynomilla 22 + 1 saadaan tulokseksi x + 1. Siis
P4t +r+1l=("+1)(z+1)

eli A(x) =z + 1 ja R(x) = 0.

(b) Olkoon
Plx)=a2"+32"—2—1 ja Qx)=x+2.

Jakamalla jakokulmassa x3 + 32%> — x — 1 polynomilla z + 2 saadaan A(z) = 2°> + z — 3
ja jakojaannokseksi R(x) = 5. Tarkastamalla todetaan, ettd tulos on oikein, silld

Q()A(x)+ R(x) = (x +2)(2* + 2 —3) +5=2"+ 32> — 2 — 1 = P(x).

Maidritelmi 1.2.4 Reaaliluku z on polynomin P nollakohta, jos P(xz) = 0.



Lemma 1.2.5 Olkoot P ja () polynomeja siten, ettd kumpikaan ei ole nollapolynomi.
Talloin
deg PQ) = deg P + deg ().

Todistus. Jos n = deg P ja m = deg(@, niin P(r) = a,2" + ap_12" ' + ... + ag ja
Q(z) = bypx™ + b1 2™ 1 + ... + by, missd a,, # 0 ja b, # 0. Tilloin

P(.I')Q(CL’) = anbmxn+m + -+ a0b07

mistd viite seuraa koska a,b,, #0. O

Lemma 1.2.6 Jos polynomilla P on nollakohta xg, niin P on muotoa
P(x) = (z — z0)A(z),
missd A on polynomi, jolle deg A =degP — 1 .
Todistus. Kun polynomi P jaetaan polynomilla @, Q(x) = = — g, saadaan jakoyhtilon

nojalla esitys

Px) = (z — x0) A(x) + R(x), (3)

missd deg R < deg@ = 1. Siis degR = 0 tai R = 0. Joka tapauksessa R on vakio.
Sijoittamalla x = x( esitykseen (3)) saadaan

0= P(xg) = (0 — 20)A(x0) + R(z0) = R(x0).

Koska R on vakiopolynomi ja R(zy) = 0, niin R = 0. Ensimméinen véite on siis todistettu.
Polynomin A astetta koskeva véite seuraa helposti Lemmasta [1.2.5. O

Lemma 1.2.7 Jos P on polynomi, jolle n = deg P € N, ja jos zy,...,x, ovat erillisid
polynomin P nollakohtia, niin P on muotoa

P(z) = ap(x —x1) -+ (x — ),

missi a, # 0.

Todistus. Soveltamalla toistuvasti Lemmaa [1.2.6] saadaan
P(z) = (z —x1)A1(x) = (x — 21)(x — ) Az(x) = (x — 1) - - - (x — x,) Ap(2),

missd deg Ay = n—1, degAy = n —2,...,deg A, = 0. Erityisesti A, (x) = a, jollekin
a, #0. O



Epéasuora todistus, versio I

Epésuoran todistuksen idea on yksinkertaisimmallaan siiné, ettd implikaatio
A=— B (4)
on loogisesti ekvivalentti implikaation
-B= -A

kanssa.

Ensimmaéisend esimerkkiné epésuorasta todistuksesta todistetaan:
Esimerkki 1.2.8 Jos n € Z ja n? on parillinen, niin n on parillinen.

Todistus. Huomaa ensin, ettd luku n on parillinen, jos n = 2k jollekin k£ € Z ja pariton,
jos n = 2k’ + 1 jollekin k' € Z. Kokonaislukujen jakoyhtalo takaa ettéd, mikadn luku ei
voi olla seké parillinen ettd pariton ja ettd jokainen kokonaisluku on joko parillinen tai
pariton.

Kyseessi on implikaatio A = B, missi A on looginen lause "n € Z ja n? on parillinen” ja
B on looginen lause "n € Z ja n on parillinen”. Todistetaan implikaatio epésuorasti eli
oletetaan —B voimassa olevaksi (tehdaéan antiteesi).

Antiteesi: n € Z ja n on pariton. Télloin n = 2k + 1 jollekin k& € Z, mista seuraa etta
n® = (2k +1)* = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1.

Niin ollen n? on parillinen eli —A pétee. (Sanotaan, ettd on paddytty ristiriitaan oletuksen
A kanssa). O

Epéasuora todistus, versio 11

Epésuoran todistuksen logiikka on usein ylldolevaa mutkikkaampi. Olkoon D looginen
lause, jonka paikkansa pitdvyys halutaan todistaa. Téssd D voi olla esimerkiksi impli-
kaatiomuotoa A = B. Tavoitteena on loytaé tosi looginen lause C' siten, ettd myos
implikaatio =D = = on tosi. Koska implikaatio

[C A (=D = —C)] = D (Reductio ad absurdum) (5)
on tautologia (tosi C'n ja D:n totuusarvoista riippumatta) ja implikaation (5) vasen puoli
on tosi, on valttamatta myos D tosi.

Kaytédnnosséd epésuora todistus etenee seuraavasti: Tehdéddn antiteesi eli oletetaan —D
todeksi ja etsitdédn tosi looginen lause C siten, ettd —D:n voimassa ollessa myds —-C' on
tosi. Johtopaatostd, jonka mukaan sekd C' ettd —C' ovat tosia, sanotaan ristiritdaksi.

Huomautus (a) Jos D on implikaatiomuotoa A = B, niin =D on tosi tdsmaélleen silloin
kun A ja =B ovat tosia. Siis antiteesi tarkoittaa lauseen A A =B todeksi olettamista.

(b) Epésuoran todistuksen versiossa I ristiriita liittyy implikaation A = B oletukseen A.
Yleisessa versiossa I ristiriita usein liittyy véitteeseen joka ei esiinny oletuksena a priori.

Epésuoran todistuksen versiota II kiyttden voidaan todistaa:



Lause 1.2.9 Jos P on polynomi ja deg P = n, niin polynomilla P on korkeintaan n
kappaletta erillisid nollakohtia.

Todistus. Téassd D on implikaatiomuotoa ”Jos deg P = n, niin polynomilla P on korkein-
taan n nollakohtaa”. Oletetaan —D todeksi eli tehdddin antiteesi: deg P = n ja erillisia
nollakohtia on m, missa m > n.

Olkoot x4, ..., x,, erilliset nollakohdat. Lemman [1.2.7/ nojalla P on muotoa
Plx)=a,(z—z1) - (x — ),
missé a, # 0. Mutta talloin

P(xpi1) = an(Tpp1 — 21) -+ (T — ) # 0.

Toisaalta antiteesin seurauksena P(x,.1) = 0, joten on paddytty ristiriitaan. Ristiriitainen
véite C' on muotoa " P(x,41) #07. O

Algebrallisista yhtéloista

Yhtilsi
P(r) =0, (6)

missd P on polynomi, sanotaan algebralliseksi yhtiloksi. Yhtalolla (6) on Lauseen [1.2.9
nojalla korkeintaan deg P erillisté reaalista ratkaisua. Aiemmin esitettiin tuttu ratkaisu-
kaava toisen asteen algebralliselle yhtélolle.

Huomautus 1.2.10 Kolmannen ja neljannen asteen yhtéloiden yleiset ratkaisukaavat
keksittiin jo 1500-luvulla (keksijoiné italialaiset Tartaglia ja Ferrari). Kaavat julkisti Car-
dan julkaisussaan Ars Magna 1545. Viidennen asteen yht#lon ratkaisukaavaa etsittiin
innolla kunnes Abel 1824 todisti, ettid yleistd ratkaisukaavaa ei voi olla olemassa. Kor-
keamman asteen polynomien eksaktien nollakohtien l6ytdminen onkin usein mahdotonta
ja on tyydyttdva numeerisen analyysin antamiin nollakohtien likiarvoihin. Esimerkkina
tastéa kurssin loppupuolella tarkastellaan Newtonin kaavaa.

Kolmannen asteen yhtélon

23+ pr4+q=0, (7)
missé p, ¢ € R, ratkaisu saadaan Cardanon kaavalla
0= e Er R - VER

w

w = (3+o) gy i g (-) 1 a

[\v}
Sk
B

M
M"E
Sl

I AVE] q a? | p3 14 iv3)\ 3/_4 q
3 (‘5—12)\/—§+ I+ﬁ+(_§+l2) 22—yt
Huomaa, ettd Cardanon kaavan ratkaisut eivit valttamétta ole reaalisia. Itseasiassa reaalisten ratkaisujen

2 3
lukumééré riippuu diskriminantin D := 4- + £ merkistd. Cardanon kaava on historiallisesti merkittéva,
silld se on ensimmaisid tuloksia, jotka siséltavit negatiivisen luvun neliGjuuren.

Emme varsinaisesti kdyta talld kurssilla kolmannen asteen ratkaisukaavaa. Tarkastellaan
esimerkkejd tapauksista, joissa korkeamman asteen algebrallinen yhtdlo saadaan ratkais-
tuksi toisen asteen ratkaisukaavalla.



Esimerkki 1.2.11 (a) Toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavalla saadaan myos ratkaisu
neljannen asteen yhtélolle, jossa esiintyy ainoastaan x:n parillisia potensseja. Tarkastel-
laan esimerkiksi yhtaloa

—2z' + 2% +1=0.

Merkitésin 22 = y, jolloin yht#ld saa muodon —2y? + v + 1 = 0. Tdmiin ratkaisu on

—-1+9
—4

eliy; = —3 jay, = 1. Alkuperéisen yhtélon ratkaisut saadaan yhtéloiden 2% = —1 ja 2? =

1 ratkaisuina. Ensimmaéiselld yhtalolla ei ole reaalisia ratkaisuja, kun taas jalkimmaéisella
yhtalolla on ratkaisut = +1. Namé ovat samalla tarkasteltavan yhtédlon ainoat reaaliset
ratkaisut.

(b) Jos esimerkiksi kolmannen asteen yhtélon eréds ratkaisu tunnetaan, muut ratkaisut
saadaan toisen asteen yhtélon ratkaisukaavasta Lemman [1.2.6/ nojalla. Tarkastellaan esi-
merkiksi yhtaloa

7
x3—§x—1:0.

Yhtélon erds ratkaisu on x = 2, joten jakamalla jakokulmassa saadaan (Lemma [1.2.6))

7 1
:Eg—ia:—lz(:v—Q)(:BQ—i—Q:E—l—i):0.

Siis alkuperiisen yhtdlén muut ratkaisut saadaan yht#lon 22 + 2z + % = ( ratkaisuista.
Néamaé ovat

T

— 4 — 1

1.3 Rationaalifunktiot

Rationaalifunktio R on funktio

missd P ja () ovat polynomeja (@ ei ole nollapolynomi) ja = € R siten, ettd Q(z) # 0.
Siis R on méadritelty nimittdjapolynomin () nollakohtien ulkopuolella.

Talld kurssilla rationaalifunktioita tarvitaan 1ahinné raja-arvo- ja dériarvo-ongelmien yk-
sinkertaisena prototyyppina.

Rationaalifunktion jakaminen osamurtoihin

Tarkastellaan rationaalifunktioita R = g, joille deg P < deg Q. Tarkoituksena on esitella
laskurutiineja, joilla saadaan aikaan rationaalifunktion osamurtokehitelmd. Emme téassa
yhteydessd perustele, miksi kyseinen rutiini johtaa tulokseen. Huomaa, ettd saatu tulos
voidaan (ja kannattaa) aina tarkistaa.
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Tapaus 1. Oletetaan, ettd deg@) = n ja ettd polynomilla ) on n kappaletta erillisia

nollakohtia x1,...x,. Talloin rationaalifunktiolla R = g on osamurtokehitelmé

_ P(2) P(z)
f=0w ~ aa—me a0 —ay)
= 42 g -

missd Ay,..., A, € Rjaa#0.

Esimerkki Huomaa, ettd osamurtokehitelméa ratkaisee R:n integrointiongelman; nimittain

1
/ dr =log|x — 21| + C
Tr — T

ja siis

/R(x)dx:/z:l A dx:;log|x—xi|+0.

r — T

Esimerkki 1.3.1 Maariataan osamurtokehitelma funktiolle

x
x2—1

R(z) =

Asetetaan
r A n B
2—-1 z4+1 z-1
Kertomalla nimittajat pois saadaan

x # +1.

r=Alr—-1)+Bz+1)=Ar—A+Bx+B=(A+B)z+ (B - A).

Tama pétee kaikilla z £ +1 vain jos A+ B =1 ja B — A = 0. Tésta yhtdloparista saa-
daan ratkaisuiksi A = % ja B = % Huomaa, ettd metodi menee n:n kasvaessa tyoladksi,
koska ratkaisuun pédseminen edellyttéé yleisessé tapauksessa yhtéaloryhmén ratkaisua ti-
lanteessa, jossa on n tuntematonta ja n yhtaloa.

Esimerkki 1.3.2 Osamurtokehitelmé 16ytyykin yleensa kéitevimmin ns. Heaviside-metodilla.
Etsitdadan malliksi vakiot Ay, A, Az € R siten etta
1 A As As

R(x>::x(x—1)(ac+1)_x+x—1+x+1 ®)

kaikilla « # 0, v # £1.

Kerrotaan (8) ensin puolittain ”ensimmaéisell& nimitté&jalla” x, jolloin saadaan

1 _ Ay As
(z —1)(z+1) =Aite T ey

(9)

Téhén voidaan sijoittaa x = 0, jolloin saadaan —1 = A;. (Tarkkaan ottaen téssi tulisi
vedota yhtéalon (9) lausekkeiden jatkuvuuteen pisteessia x = 0 koska a priori tarkastellaan
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vain pisteitd « # 0, x # £1.) Sijoitetaan esitykseen (8)A; = —1 ja kerrotaan seuraavaksi
"toisella nimittajalla’z — 1. Saadaan
1 1 (x—1)

Nyt sijoitetaan z = 1 ja saadaan Ay = % Sijoittamalla Ay = % esitykseen (8)) ja kertomalla
"kolmannella nimittajalla” x 4+ 1 todetaan

1 B x+1+1($+1>+A
r(x—1) x 2 \z—1 >
Sijoitetaan lopuksi x = —1, jolloin saadaan A3z = %

Siis

x(x—ll)(x+1):_i—i_;(xil)—i_;(xil)

kaikilla x # 0 ja z # £1. Kertomalla nimittéjiat pois voidaan helposti tarkistaa, etta tulos
on oikein.

Maéritelma 1.3.3 Olkoon n € N. Polynomilla @) on n-kertainen nollakohta xq, jos @
on jaollinen polynomilla (z — z¢)™, mutta ei ole jaollinen polynomilla (x — )" .

Tapaus 2. Jos nimittédja () on muotoa

Q(J?) = (:r; — g;1>n1 ce (x _ xs)ns7

missi x1,...,2, ovat erillisia @:n nollakohtia ja n; € N, niin jokaista termid (z — ;)™
kohti on osamurtokehitelmaian summattava mukaan lauseke
A, A, A,
L I T )
r—x; (x—x;)? (x — x;)™

Esimerkki 1.3.4 Olkoon ]

22(x—1)
Nimittdjalla on siis kaksinkertainen nollakohta 0 ja yksinkertainen nollakohta 1.

Etsitdin Heaviside-metodilla vakiot A, Ay, A3 € R siten, etté

A A, As 1
= — 4+ — = . 1
R(z) 2 g +x—1 x?(x —1) (10)

R(z) =

Kerrotaan ensin (10) puolittain erotuksella  — 1, jolloin todetaan

1 Ay A,

Sijoittamalla tdhén = 1 saadaan A3 = 1. Toisaalta, kertomalla (10) puolittain neliclla

22 saadaan . Ag? A
S P L
r—1 T r—1
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ja sijoittamalla tdhin x = 0 todetaan A; = —1. Sijoittamalla A; = —1 ja A3 = 1 saadaan

yhtils (10) muotoon
1 1 4, 1

x2(x—1)+ﬁ_x r—1

Tasta vakio Ay ratkaistaan esimerkiksi sijoittamalla x = 2. Téalloin

LA
4 4 2
eli Ay = —1.
Siis kaikilla z € R\ {0, 1} pétee
1 1 1 1
2z —1) 22 =z x-1

Kertomalla nimittéjat pois tarkistetaan helposti, ettd tulos on oikein.

Huomautus Jos nimittdjéapolynomilla () on tekijand vahintdén toista astetta oleva po-
lynomi, jolla ei ole reaalisia nollakohtia, niin osamurtokehitelmé mutkistuu entisestain.
Téllaisia kehitelmid emme kuitenkaan tarkastele.

1.4 Reaaliluvut

Morris Kline toteaa teoksessaan Mathematical Thought from Ancient to Modern Ti-
mes...One of the most surprising facts in the history of mathematics is that the logical
foundation of the real number system was not erected until the late 1900th century...The
wrrational number, logically defined, is an intellectual monster, and we can see why the
Greeks and so many later generations of mathematicians found such numbers difficult to

grasp.
Téssé yhteydessa ei ole mielekésté pyrkia eksaktisti perustelemaan annettujen maéritelmien

mielekkyytté, vaan ennemminkin pyritdan antamaan mielikuva reaalilukujen méaarittelyn
problematiikasta.

Léhdetadn siitéa oletuksesta, ettd luonnolliset luvut
N=1{1,2,3,...},

kokonaisluvut
Z={...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...},

ja rationaaliluvut

m
Q:{‘m,nEZ,n%O}
n
laskutoimitus- ja jarjestysominaisuuksineen tunnetaan. Korostettakoon, ettéd rationaalilu-
vut muodostavat jérjestetyn kunnan (Madritelmé [1.4.4), jolla on seuraava tiheysominai-
SUUS:
Lemma 1.4.1 Jos p,q € Q ja p < ¢, niin on olemassa r € Q, jolle p < r < q.

Todistus. Valitaan esimerkiksi r = %, ks. harjoitustehtdava. O
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Lukusuora

Tarkastellaan ensin reaalilukujen intuitiivista ajatusta. Reaaliluvut ovat lukuja, joita voi-
daan kayttdd mitattaessa etdisyyksid ja aikaa, sekd muita sellaisia fysikaalisia suureita,
kuten massaa ja lampdétilaa, joiden ajatellaan muuttuvan jatkuvasti. Reaaliluvut voidaan
konkreettisesti tulkita lukusuoran pisteiksi. Lukusuora saadaan aikaan, jos annetulta ta-
son suoralta valitaan kaksi pistettd 0 ja 1. T&lloin pituusyksikko ja positiivinen suunta
tulevat kiinnitetyksi. Nyt jokaista lukusuoran positiivisen puolen pistetté vastaa jokin ja-
nan pituus ja jokaista negatiivisen puolen pistettd janan pituuden vastaluku. Lukusuoran
idea perustuu siis etdisyyden ajatukseen.

Positiivinen rationaaliluku 7, m,n € N, 16ydetdén lukusuoralta jakamalla yksikkdjana

(jana pisteesté 0 pisteeseen 1) n:dén yhtapitkdan osajanaan ja monistamalla m kappaletta
naita -:n pituisia janoja perakkéin.

Rationaalipisteiden joukko lukusuoralla on siind mielessé epéataydellinen, ettd kaikkia ja-
nojen pituuksia ei voida niiden avulla ilmoittaa. Jo antiikin kreikkalaiset osasivat todis-
taa, ettd yksikkonelion ldvistdjin pituus, ts. yhtilon 22 = 2 positiivinen ratkaisu, ei ole

rationaaliluku (harjoitustehtévi, etsi ratkaisu kirjallisuudesta).
Rationaaliset pisteet eivit siis tdytd koko lukusuoraa, vaan on olemassa muitakin pis-

teitad. Naita pisteitd kutsutaan irrationaalisiksi. Lukusuoran kaikkien pisteiden joukko on
reaalilukujen intuitiivinen vastine.

Lukusuora on lukujen méarittelyn kannalta epétdsméllinen ldhtékohta, silld se perustuu
intuitiiviseen geometriseen ajatukseen. Reaalilukujen eksakti méérittely on hankala pro-
sessi, ensimmaéisen eksaktin lihestymistavan esittaviat Dedekind ja Cantor samana vuonna
1872, ks. Boyer: Tieteiden kuningatar, osa II, s. 783-797. Ongelma on siiné, kuinka irra-
tionaaliluvut saadaan méariteltyé vain rationaalilukuja ja niiden ominaisuuksia kayttéen.
Cantorin jonokonvergenssiin perustuvaa ideaa emme tarkastele talla kurssilla. Seuraavassa
esimerkissé tarkastellaan (hyvin pinnallisesti) Dedekindin ideaa.

Esimerkki 1.4.2 (Dedekindin leikkaukset) Osajoukkoa A C Q kutsutaan leikkauk-
seksi, jos A toteuttaa ehdot (1)-(3):

(1) A#0ja A#Q,
(2) Josz € Ajay <z, niin y € A,
(3) Jos x € A, niin z > a jollakin z € A.

Huomaa, etté jos a € Q, niin joukko
A, ={ze€eQlz<a}

on leikkaus, ts. se toteuttaa ehdot (1)-(3). Perustellaan tamaé:

(1). On helppo todeta, ettdi a —1 € A, jaa+1 ¢ A,.

(2). Josze Ay jay<z,ninzr<ajay<z Sisy<aeliyeA,.

(3). Jos z € Ay, niin # < 5% < a (Lemma 1.4.1). Siis z := %% € A, ja z > x.

Leikkauksia A,, a € Q, kutsutaan rationaalisiksi leikkauksiksi. Voidaan myoskin todeta,
ettd joukko
A={zcQ|2*<2}u{reQlz<0}
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on leikkaus joka ei kuitenkaan ole rationaalinen leikkaus (perustelu sivuutetaan). Itsea-
siassa leikkauksen intuitiivinen idea on se, ettd leikkaus ilmaisee annettua lukusuoran
(mahdollisesti irrationaalista) pistettd aidosti pienempien rationaalisten pisteiden muo-
dostaman joukon. Madritelméan viisaus piilee siiné, etté leikkauksen késite on mééaritelty
ainoastaan rationaalilukujen ja niiden jérjestysrelaation avulla.

Dedekind méaritteli edelleen leikkausten joukossa yhteenlaskun, kertolaskun ja jéarjestyksen
sekd osoitti ettd laskutoimitukset ja jarjestys toteuttavat kaikki ne ominaisuudet, jotka

lukusuoraan perustuvan intuition pohjalta tulee olla voimassa. Yksityiskohtainen todistus

talle on periaatteessa alkeellinen, mutta monivaiheisena pitki, ks. Landau: Foundations of
Analysis (1966), s.43-91. Dedekindin leikkaukset antavat siis eréén mallin reaalilukustruk-

tuurille. Muitakin malleja (kuten Cantorin malli) on olemassa, mutta voidaan todistaa

ettéd kaikki mallit ovat algebrallisessa mielessé identtisia.

Reaalilukujen aksiomaattinen méaaritelméa

Reaalilukujen aksiomaattinen mééritelmé on periaatteessa helppo esittdd. Ongelmana
on toisaalta se, ettd madritelmén mielekkyys ei ole a priori selvdd ja toisaalta se etta
médritelmén lahempi tarkastelu ei ole kovin mielekéstd ennenkuin abstraktin algebran
alkeet hallitaan. Méaaritelmén lahtokohtana on jéarjestetyn kunnan késite.

Maaritelma 1.4.3 Olkoon F' vdhintddn kahden alkion joukko, jossa on méaéritelty kaksi
laskutoimitusta + ja -. Talloin kolmikko (F,+,-) on kunta (field), jos seuraavat aksiomat
(A1)-(A9) ovat voimassa:

Al) x4+ y=y+ z kaikilla z,y € F';, (yhteenlaskun vaihdannaisuus)
A2) x4+ (y+ 2) = (z+vy) + z kaikilla z,y,z € F, (yhteenlaskun liitinn&isyys)
A3) On olemassa alkio 0 € F', jolle patee z + 0 = x kaikilla z € F,

A4) Kaikilla z € F on olemassa —x € F, jolle x + (—z) = 0,

>

6) z-(y-2)=(x-y)-zkaikilla z,y,z € ', (kertolaskun liitdnnéisyys)
A7) z-(y+2)=x-y+x- 2z kaikilla z,y,z € ', (osittelulaki)

A8) On olemassa alkio 1 € F', joka toteuttaa ehdon 1-x = x kaikille x € F,

(A1)
(A2)
(A3)
(A4)
(A5) vy =y kaikilla 2,y € F, (kertolaskun vaihdannaisuus)
(A6)
(A7)
(A8)
(A9)

A9) Kaikilla z € F'\ {0} on olemassa x~! € F, jolle z - 7! = 1.

Huomautus Algebran kurssilla opitaan miksi jokaisessa kunnassa nolla-alkio 0, ykkédsalkio
1, vasta-alkio —x ja kddnteisalkio x~* ovat yksikisitteisia. Magritelméssi [1.4.310 ja 1 eiviit
ole lukuja (yleensd), vaan ehtojen (A3) ja (A8) kautta médriteltyja erityisid joukon F' al-
kioita.

Maiaritelméa 1.4.4 Kunta (F,+,-) on jirjestetty kunta, jos joukossa F' on mééritelty
relaatio <, joka toteuttaa seuraavat ehdot (B1)—(B4) kaikilla z,y, z € F:
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B1) Tasmaélleen yksi ehdoista © < y, x = y, y < x pétee,

(B1)

(B2) Jos x < yjay < z niin z < z,
(B3) Jos & < y, niin x + z < y + z,
(B4) Jos x> 0jay >0, niinz-y > 0.

Jérjestetyssd kunnassa merkitdin x < y jos ¢ < y tai x = y. Jarjestetyn kunnan aksio-
meja kayttden voidaan todistaa kaikki lukiomatematiikasta tutut reaalilukujen yhteen-
ja kertolaskua seké jérjestysrelaatiota koskevat laskusddnnot. Seuraavaan lauseeseen on
koottu tarkeimmat jarjestetyn kunnan aksiomien seuraukset:

Lause 1.4.5 Olkoon (F,+,-, <) jarjestetty kunta ja olkoot z,y, z,w,a,b € F.

Josa+x=a+y,ninz =y,
Jos ar = ay ja a # 0, niin z = y,

Josx+a =0, niinx =5b—a,

b -1

Jos za = b, missi a # 0, niin x = 2 :=ba"",
zy = 0 jos ja vain jos x = 0 tai y = 0,
—(—z) ==z,

—(z-y)=(=z)-y=2-(-y),

(—2) - (-y) ==y,

—(z+y) = (—2) + (-y),

Josz <yjax>yninax=y,

Jos r < yjaz>0,nin zz < yz,

Jos r <y jaz <0, niin zz > yz,
JosO<zr<yjal<z<w,nin xz < yw,

Jos x # 0, niin 22 > 0,

Jos > 0 ja y > 0, niin 2% < y? jos ja vain jos = < y,
Jos x> 0jay > 0, niin 22 = y? jos ja vain jos x = v,
Jos x # 0, niin x ja 7! ovat samanmerkkiset,

1

)

)

)

)

)

)

)

)

)

)

(k) Jos x < yjaz<wninx+ 2z < y+ w,

)

)

)

)

)

)

)

) JosO<z <y, niin0 <yt <zl
)

Josz <y <0, niiny <z t<0,
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(u) 0<1.

Todistus. Kohdat (a)—(i) perustellaan algebran kurssilla. Kohdat (j)—(n) jatetddn harjoi-
tustehtavéksi.

Perustellaan malliksi kuinka ehdot (o), (p) ja (q) saadaan aikaan kun edeltévit kohdat
pidetdédn tunnettuna.

(0). Aksioman (B1) nojalla joko x > 0 tai x < 0. Jos > 0, niin (B4):n mukaan x? > 0.
Jos taas x < 0, niin (kertomalla epéyhtilo z:114) saadaan z* > 0 kohtien (e) ja (m)
seurauksena.

(p). Olkoot z > 0 ja y > 0. Tallsin implikaatio z < y = 22 < y? on kohdan (n)
erikoistapaus. Kéfinteisen implikaation 2% < y? = x < y todistamiseksi tehdiin antiteesi
x >y. Jos x = y, niin 2% = y?, miké on aksioman (B1) perusteella ristiriidassa oletuksen
kanssa. Jos & > y, niin alkuosan nojalla y* < 2%, miki on jélleen aksioman (B1) nojalla
ristiriidassa oletuksen kanssa. Siis myos (p) pétee.

(q). Ehdon (q) todistamiseksi huomaa, ettd x*> = y* jos x* = y. Implikaation 2? = y* =
x = y todistamiseksi tehdddn jélleen antiteesi: Oletetaan, ettd x # y. Talloin joko x < y
tai z > y (aksioma (B1)). Kohdan (p) mukaan 2% < y? tai 22 > y?, miké on ristiriidassa
oletuksen kanssa. Siis my6s (q) pétee.

Muut kohdat todetaan samantasoisella padttelylla. O

Huomautus Lukijan tulisi kohdissa (k)-(t) itse formuloida vastaavat viitteet tapauksissa,
jossa ainakin yksi aidoista epayhtélorelaatioista < korvataan relaatiolla <.

Pidetddn tunnettuna, ettd rationaaliluvut (Q,+, -, <) muodostavat jérjestetyn kunnan.
On toisaalta luonnollista vaatia, ettd reaaliluvut muodostavat rationaalilukuja laajem-
man lukusysteemin, joka kuitenkin edelleen toteuttaa jérjestetyn kunnan vaatimukset.
Seuraavan lauseen olemassaolovéitteen todistivat siis (ainakin olennaisesti) Dedekind ja
Cantor. Yksikasitteisyys- ja alikuntavéitteisiin emme téssd puutu koska ne edellyttavit
algebran alkeiden tuntemusta. Alikuntavéite tarkoittaa kiytdnnossa sité, ettd Q voidaan
tulkita R:n osajoukoksi.

Lause 1.4.6 On olemassa jérjestetty kunta (R, +, -, <), joka toteuttaa taydellisyysaksioman
ja siséltdéd jarjestettynid alikuntanaan rationaalilukukunnan (Q,+,-, <). Lisiksi kunta
(R, +, ) on algebrallisessa mielessé yksikésitteinen.

Lauseen [1.4.6l kuntaa (R, +, -) kutsutaan reaalilukukunnaksi (reaaliluvuiksi). Seuraavaksi
perehdymme siihen, mité tédydellisyysaksiomalla tarkoitetaan.

Supremum ja infimum

Lukujoukoilla Q ja R on se merkittava ero, ettd rationaaliluvut eivdt muodosta ”jatku-
moa” kuten reaaliluvut. Téydellisyysaksiomassa on kyse tdmén intuitiivisen jatkumoaja-
tuksen eksaktista ilmaisemisesta.

Maaritelma 1.4.7 Osajoukko E C R on ylhddlta rajoitettu, jos on olemassa a € R siten,
ettd x < a kaikilla x € E. Télloin lukua a € R sanotaan joukon E yldrajaksi. Edelleen a
on joukon E suurin luku, merkitd&in a = max F, jos a € E ja a on joukon E yldraja.
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Maéaritelma 1.4.8 Olkoon E C R ylhaalta rajoitettu. Luku a € R on joukon E pienin
ylaraja (supremum), merkitdén a = sup F, jos ehdot (1) ja (2) toteutuvat:

(1) a on joukon E yliraja,

(2) Jos b € R on joukon F yliraja, niin a < b.

Lauseen [1.4.6 mukaan reaaliluvut toteuttavat seuraavan tdaydellisyysaksioman:

Taydellisyysaksioma Jokaisella epétyhjilla ylhaaltd rajoitetulla reaalilukujoukolla on
pienin yldraja joukossa R.

Esimerkki 1.4.9 (a) Havainnollisesti lukusuoralla ajateltuna sup F' on se piste, jossa
joukkoon E "torméatadan”kun lahestytdan joukkoa E oikealta puolelta. Tormaéyslogiikkaa
kéyttden on ilmeistd, etta

sup|0, 2[= 2 = sup]0, 2|.
Perustellaan viite Maaritelmad [1.4.8 kiyttaen. Olkoon esim. E =|0, 2|.
(1). Koska z < 2 kaikilla z € E, niin 2 on joukon FE yléraja.
(2). Perustellaan viite negaation kautta (epésuora todistus, versio I). Tata varten, olete-

taan, ettd 1 < b < 2. Nyt esimerkiksi luvulle a := b# pitee a € E ja a > b. Siis b ei

ole joukon E ylaraja. Tietenkddn mikéadn luku b < 1 ei myoskdéan ole F:n ylaraja, joten
yksikédén luku b < 2 ei ole E:n yldraja. Siis my0s (2) pétee.

(b) Olkoon E = {1— 2 | n € N}. Nyt sup E = 1. Perustellaan viite Méaritelméa 1.4.8
kéyttéen:

(1). Koska 1 — X < 1, niin 1 on E'n yldraja.
(2). Epésuora todistus: Olkoon 0 < b < 1. Nyt

belot = nb< 1 < nb—1)< -1 < >t _ 1

Tamé osoittaa, ettd b ei ole E:n ylaraja. Myoskéadn luku b < 0 ei tietenkdén ole E:n
yléraja.

Huomautus 1.4.10 Pienimmaén yldrajan késite voidaan vastaavasti maéaritella jokaises-
sa jéarjestetyssd kunnassa. Reaalilukujen ja rationaalilukujen ero on se, etté rationaaliluvut
eivit toteuta taydellisyysaksiomaa. Esimerkiksi joukolla

E={zeQl|a2*<2}.

ei ole pieninté yldrajaa joukossa Q. Tdmén perustelu kuitenkin sivuutetaan.

Huomautus 1.4.11 Jos £ C R on epityhjd ja a := maxF € R, niin a = sup E.
Todistetaan tdmé osoittamalla, ettd Méadritelmén [1.4.8 ehdot (1) ja (2) toteutuvat:

(1) Koska a = max F, niin a on erds E:n ylaraja.

(2) Jos b on E:n yliraja, niin « < b kaikilla z € E. Erityisesti a < b.
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Reaalilukukunta toteuttaa seuraavan Arkhimedeen ominaisuuden:

Lause 1.4.12 Jos z,y € R ja x > 0, niin on olemassa luonnollinen luku n € N, jolle
péatee
nr > y.

Todistus. Olkoon A = {nx | n € N }. Tehdéén antiteesi eli oletetaan, ettd nz < y kaikilla n € N. T&lloin
y on joukon A yldraja ja tdydellisyysaksioman nojalla o := sup A € R. Koska o — x < «, niin o — x ei
ole A:n ylidraja. On siis olemassa ng € N siten, ettd nox > o —x. Tdmén seurauksena o < (ng+ 1)z € A,
mik& on ristiriidassa sen kanssa ettd « on joukon A yldraja. Siis viite patee. O

Arkhimedeen ominaisuus voi tuntua itsestédn selvélta lukusuoraan pohjautuvan geomet-
risen tulkinnan kautta. Huomattakoon kuitenkin, ettd on olemassa jérjestettyja kuntia,
jotka eivit toteuta Arkhimedeen ominaisuutta. Toisaalta Lauseen [1.4.12 seurauksena saa-
daan térked tulos joka kertoo, ettd Q on tihed joukossa R:

Lause 1.4.13 Jos x,y € R ja < y, niin on olemassa p € Q, jolle x < p < .

Todistus. Koska © < y, on y — x > 0 ja Lauseen [1.4.12/ nojalla on olemassa n € N, jolle n(y — x) > 1.
Samoin Lauseen 1.4.12/ nojalla 16ydetddn mi,ms € N, joille my = mq -1 > nx ja mg = mo - 1 > —nax.
Siispa

—mo < nNT < Mj.

Edelleen on olemassa kokonaisluku m € Z (—mo < m < my), jolle pétee
m—1<nr<m.

Yhdistamalla epayhtélot saadaan
nr<m<1+nr<ny.

Koska n > 1, saadaan jakamalla puolittain luvulla n, etta
m
r< — <y.
n
O

Myos R\ Q (= irrationaaliluvut) on tihed joukossa R:

Lause 1.4.14 Jos z,y € R ja z < y, niin on olemassa z € R\ Q, jolle x < z < y.

Todistus. Tehdddn antiteesi eli oletetaan, ettd |z, y[C Q. Valitaan p, ¢ €]z, y siten, ettd p,q € Q jap < q.
Télloin siis [p,q] C Q ja myos F :=[0,q — p] C Q, silld jos € E, niin « on muotoa x = y — p, missi
y € [p, q]. Arkhimedeen ominaisuudesta seuraa, etté

Ry ={zeR|z>0}=UX,[(i-1)(qg—p)ilg—p).

Viitteen F C Q todistusideaa kidyttiden voidaan padtelld myds, ettd [(i — 1)(q¢ — p), i(¢ — p)] C Q kaikilla
i € N. Niin ollen R, C Q. Témé on ristiriidassa sen kanssa, ettd v/2 on positiivinen irrationaaliluku.
O

Yhdistamalld Lauseet 1.4.13/ja1.4.14/ saadaan patologinen esimerkki ei-misséén jatkuvas-
ta funktiosta:
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Esimerkki 1.4.15 Olkoon f: R — R funktio

] 1, kunzeQ
f(‘”)_{o, kun z € R\ Q.

Talloin f ei ole yhdessidkédan pisteessé jatkuva. Tamé perustellaan myohemmin.

Maaritelma 1.4.16 Osajoukko £ C R on alhaalta rajoitettu, jos on olemassa a € R
siten, ettd a < x kaikilla x € E. Talloin lukua a € R sanotaan joukon E alarajaksi.
Edelleen a on joukon E pienin luku, merkitiin ¢ = min F, jos a € E ja a on joukon F
alaraja.

Maéritelma 1.4.17 Olkoon E C R alhaalta rajoitettu. Luku a € R on joukon F suurin
alaraja (infimum), merkitdin a = inf E, jos ehdot (1) ja (2) toteutuvat:

(1) @ on joukon E alaraja,

(2) Jos b € R on joukon E alaraja, niin b < a.

Reaalilukujen pienimmaén ylarajan ominaisuudesta seuraa myos suurimman alarajan omi-
naisuus:

Lause 1.4.18 Jokaisella reaalilukujen alhaalta rajoitetulla osajoukolla on suurin alaraja
joukossa R.

Todistus. Olkoon F C R epityhji ja alhaalta rajoitettu. Merkitéin
F:=-FE:={-z|z€E}.

Koska E on alhaalta rajoitettu, niin E:ll4 on alaraja. Olkoon m joukon E alaraja jolloin m < x kaikilla
x € E. Talloin —x < —m kaikilla x € F eli —m on joukon F' yldraja. Siis F' on ylh#&lta rajoitettu, joten
taydellisyysaksioman nojalla M :=sup F' € R.

Osoitetaan, ettd —M = inf E:

(1) Olkoon z € E. Tillsin —z € F, joten —x < M. Néin ollen x > —M eli —M on joukon E (eris)
alaraja.

(2) Olkoon m erds E:n alaraja, jolloin siis —m on joukon F yliraja. T&lloin supremumin méiritelmén
nojalla —m > M, joten m < —M. Siis —M on E:n alarajoista suurin. O

Esimerkki 1.4.19 (a) Lukusuoralla havainnollistettuna alhaalta rajoitetun joukon FE
suurin alaraja inf E on se piste, jossa joukkoon E tormétdan, kun lahestytiaéan joukkoa E
vasemmalta. Esimerkiksi

inf]0, 2[= inf|0, 2[= 0.
Taméi perustellaan tarkkaan aivan kuten Esimerkin [1.4.9 kohdassa (a).

(b) Olkoon E = QN] — 1,+o0o[. Télléin inf £ = —1. Todistetaan viite médritelmai
kéyttéen:

(1). Jos x € E, niin # > —1. Siis —1 on erds E:n alaraja.
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(2). Epésuora todistus: Olkoon b > —1. T&ll6in on olemassa p € Q siten, ettd —1 < p < b
(Lause [1.4.13)). Siis ei ole E:n alaraja.

(c) Jos E C R on epityhji ja a := min £ € R, niin ¢ = inf E. Siis joukon infimum
yhtyy minimumiin jos jalkimméinen on olemassa. Téamén todetaan samalla tavalla kuin
vastaava supremumia koskeva véite (harjoitustehtava).

Huomautus Vaikka lukusuora ei kelpaa reaalilukujen mééaritelméksi, on luonnollista
ottaa se mielikuvaksi reaalilukujen joukosta. Lukusuoran avulla voidaan havainnollis-
taa useita reaalilukujen ominaisuuksista. Erityisesti jarjestystd x < y vastaa pisteiden
jarjestys suoralla R.
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2 Reaalilukujonoista

2.1 Maaritelma

Supremumin ja infimumin yhteydessd torméttiin jo vélillisesti lukujonon suppenemisen
ideaan. Idea on analyysin ymmértdmisen kannalta térked, silld jonojen suppenemisen
kautta voi yksinkertaisimmassa muodossaan omaksua suppenemisen méaaritelmén ja tiet-
tyja universaaleja ominaisuuksia. Taméa helpottaa asioiden omaksumista niin kurssin lop-
pupuolella kuin muillakin analyysin kursseilla.

Jos jokaista luonnollista lukua n € N kohti annetaan yksikésitteisesti maaratty luku
z, € R, saadaan (reaaliluku)jono

(.1'171'271'3,...),

jota merkitaan lyhyesti (x,)0%, tai (,)nen. Indeksistd n riippuvaa lukua z,, sanotaan
lukujonon (z,,)nen n:nneksi alkioksi (termiksi).

Esimerkki Lukujonon x,, = # alkioita ovat

T
4797167
Lukujonon y, = 5 alkioita ovat
123
273747

Lukujonon x,, = # alkiot ovat hyvin ldhelld lukua 0, kun n on suuri. Vastaavasti lukujonon
Yn = 547 alkiot ovat hyvin ldhelld lukua 1, kun n on suuri. Luvut 0 ja 1 ovatkin lukujonojen
(Tn)nen ja (Yn)nen raja-arvoja (vastaavassa jirjestyksessi). Raja-arvon matemaattinen
médritelmé on kiteytynyt seuraavaan muotoon:

Maéritelma 2.1.1 Jono (x,),en Suppenee kohti raja-arvoa x € R, jos jokaista lukua
€ > 0 kohti on olemassa n. € N siten, ettéd kaikilla n > n. pétee

|z, — x| < e. (11)

Talloin merkitaéan lim, o z, = x. Jos jono (x,),en ei suppene kohti reaalista raja-arvoa,
se hajaantuu.

Huomautus Huomaa, ettd ehto |z, — x| < € on ekvivalentti ehdon z — e < z, < x +¢
kanssa (perustele!). Geometrisesti ehto (11) tarkoittaa sitd, ettd raja-arvon z ja jonon
alkion x,, vélinen etéisyys on pienempi kuin €.

Jonon raja-arvon méairitelmi symbolimuodossa:

Ve>03dn.eN :n>n.= |z, —z| <e.
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Huomautus 2.1.2 (a) Médritelméssd 2.1.1] ei ole olennaista 1oytééd parasta lukua n.,
vaan ainoastaan jokin vaadittavan ehdon toteuttava luku n.. Alaindeksi ¢ viittaa siihen,
ettd n. riippuu luvusta € > 0. Merkinnén n. ohella kiytdmme myds merkintédé n(e).

(b) Raja-arvon méadritelmén omaksuminen vaatii tyostdmistd. Kannattaa huomata, etti
médritelmé yo. muodossaan on vasta reilut sata vuotta vanha. Téstakin voi padtelld, etta
madritelmédn siséltyy jotain ei-triviaalia.

c) Médritelméstd seuraa, ettd raja-arvo on yksikéasitteinen. Tama tarkoittaa: Jos jono
Zn)nen on annettu, korkeintaan yksi luku « € R toteuttaa Maaritelméan 2.1.1.

Yksikésitteisyys todistetaan antiteesin kautta seuraavasti: Oletetaan, ettd lim,, .., x, = xjalim, .. x, =
x*, missd x # x*. Olkoon esimerkiksi z < z*. Valitaan ¢ = ** ja sovelletaan raja-arvon mééritelmaa
sekd lukuun z ettd lukuun z*. Loydetédén n(e) > 0 ja na(e) > 0 siten, ettéd

n>ni(e) = |xn—x|<5:>x—x*4_'t<xn<x+‘”%m,

n>ng(e) = |xn—x*|<5$x*—%<x,L<x*+%.

Jos nyt n(e) := max{ni(e),na2(e) } ja n > n(e), kummatkin arviot oikealla puolella ovat voimassa, ja
saadaan
¥ —x . TT—x
x + > Ty > T —
4
Siis
¥ —x > 7t
-z,
2

miké on ristiriita.
(d) Olkoon (x,)nen jono 0,1,0,1,0,1,..., ts. nolla ja yksi vuorottelevat loputtomiin.

Té&lloin jonolla (z,)nen €l ole raja-arvoa. Myoskaén jonolla x, = n ei ole raja-arvoa
Méaritelmén 2.1.1 mielessd. Perusteluja tarkastellaan myhemmin.

Esimerkki 2.1.3 (a) (Vakiojono) Oletetaan, ettd on olemassa a € R siten, ettd =, = a
kaikilla n € N. Télloin
lim z, = a.

n—oo
Jos nimittdin € > 0 on annettu, niin |z, — a| = |a — a| = 0 < ¢ kaikilla n € N. Siis kaikki
luonnolliset luvut kelpaavat luvuksi n. olipa ¢ mikéd hyvénsa.

(b) Tarkastellaan jonoa

1
Tp:=—, néeN.
n

Jono néyttad suppenevan kohti lukua 0. Todistetaan tdméa Madritelmadn 2.1.1/ nojaten.
Olkoon € > 0 mielivaltainen. T&ll6in pétee ekvivalenssi

1 1
|z, — 0| = —<¢e <= 1 <ne < n> -
n

Jos nyt valitaan n. > % (miké tahansa ehdon toteuttava kelpaa), niin ekvivalenssiketjusta

voidaan pédtelld, ettéd indeksin arvoilla n > n, > 1 pitee |z, — 0] <e.
(c) Olkoon

Myo6s nyt patee



Tarkastellaan, miten n. riippuu annetusta luvusta € > 0. Jos € = 1, niin

2, — 0] <1 <= <l <= (n+3)’>1 < (n+3)>1 < n>-2

1
(n+3)
Siis epsilon-ehto pétee kaikilla n € N. Olkoon seuraavaksi ¢ = ﬁ. Téalloin

1 1 1
< = = < — = 3)2 > 100 «<— 3)>10 < n>T.
2 =01 < 155 (n+3)2 " 100 (n+3) (n+3) "
Siis epsilon-ehto pétee kaikilla n > 8 ja luvuksi n. voidaan valita esimerkiksi n. = 8.
Samalla lailla nihd&én, ettéd jos e = 10™*, niin epsilon-ehto pétee kaikilla n > 97. Téllsin
pienin mahdollinen n. on luku 98. Yleisesti, jos € > 0 on mielivaltainen, niin

1 1 1
2, —0| <& &= ——= <e &= (n+3)?> - (n+3)>\/7 = n>\/7—3.
(n+3)2 £ £ 5

Miké& hyvéansé ehdon n, > \/g — 3 toteuttava indeksi n. kelpaa luvuksi n..

(d) Raja-arvon maéritelmé ei tarkoita, ettd suppeneminen kohti raja-arvoa vélttdméatta
olisi monotonista siind mielessd, ettd n:n kasvaessa z,, olisi aina vain ldhempéné raja-
arvoa. Olkoon esimerkiksi
31+(—1)"
Tp =—""
n

jolloin parillisilla n pétee x, = %, mutta parittomilla n pétee x,, = % Silti on voimassa

lim z,, = 0.

n—oo

Perusteluun palataan myhemmin.

Esimerkki 2.1.4 Jonon alkupéén alkioiden perusteella ei voi sanoa mitéén varmaa raja-

arvosta. Olkoon esimerkiksi ,
B 2n? +10%n
T T e

Nyt jonon ensimméiset alkiot (termit) ovat

1000002 2000008 3000018
3 7 12 7 27

Ensimmaisten termien perusteella on vaikea péételld, mikéd raja-arvo on tai onko raja-
arvoa ylipdataan olemassa.

Itseasiassa lim,,_,o. x,, = % Téamén perustelemiseksi on kuitenkin johdettava ensin yleisié
raja-arvon ominaisuuksia.

2.2 Suppenemisen perusominaisuudet

Tarkastellaan aluksi tédrkedd suppenemisperiaatetta, joka on my0s intuitiivisesti varsin
ilmeinen:
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Lause 2.2.1 (Kuristusperiaate I) Oletetaan, ettd reaalilukujonoille (2,)neN, (Un)neN
ja (zn)nenpitee:

(a) On olemassa ny € N siten, ettd x, <y, < z, kaikilla n > ny,
(b) limy, oo T, = lim,, oo 2.
Télloin

lim y, = lim z, = lim z,.
n—oo n—oo

n—oo

Todistus. Olkoon & > 0 ja merkitddn a := lim,, o 2, = lim,,_, 2,. Oletusten (b) mukaan
on olemassa ni(g) > ng ja na(e) > ng siten, etta

n>ni(e) = |z,—al<e=a—c<z,<a-+e,

n>nse) = |m—al<e=a—e<z, <a+te.
Valitaan n(e) := max{ni(e), na(e) }. Talloin kaikilla n > n(e) pétee oletuksen (a) nojalla
a—e<z, <y, <z, <a+e.

Siis |y, — a| < ¢ kaikilla n > n(e) eli viite patee. O

Esimerkki 2.2.2 (a) Lauseen 2.2.1) mukaan lim, . (—1)"+ = 0, silld

1 1 1 . . 1
— < |(-D)"—| <= ja lim +—=0.
n n n n—oo
(b) Olkoon x,, = m Talloin
0<uz, < =
n
kaikilla n € N, silld n < n? 4+ 5n + 2 kaikilla n € N. Lauseen 2.2.1 nojalla lim,,_,~ x,, = 0.
(c) Olkoon x,, = m Nyt n® —5mn? = n?(n—>5m) > n? jos n > 17. Siis arvoillan > 17
péatee
1 1
0<e, < —=< —.
- n? " n

Kuristusperiaatteen nojalla lim,, .., x, = 0.

(d) Olkoon k € N annettu. Kuten edelld, perustellaan yleisesti se, ettéd lim,, o # =0.

Olkoot (z,)neN ja (Yn)nen kaksi reaalilukujonoa. Talloin summajono (z, + yYn)nen, tulo-
Jono (TpYn)neN ja osamddrdjono (%)neN madritelldan luonnollisella tavalla, ts. summa-
jonon n:s alkio on x, + y,, tulojonon n:s alkio on x,¥, ja osamaérdjonon n:s alkio on %
Esimerkiksi, jos

1 n
Tp = —&5 a n— . 13
nz T
niin
1 n nd+n+1
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b = (7;12) (nj— 1) - n(nl—i— 1)

Ty 72_”“’_1

ja

_n_ 3
Yn n+1 n

Lause 2.2.3 Olkoot x,y € R siten, ettd lim,, o, x, = x ja lim,, . y, = y. Télloin
(a) li

(b) lim,,_ ax, = ax kaikilla a € R,
(¢) limy,— 00 Tpyn = 2y,

(d) lim, o —: =z jos y # 0.

Ennen Lauseen 2.2.3 todistamista tarkastellaan kuinka tulosta voidaan hyodyntai raja-
arvon maaraamisessa.

Esimerkki 2.2.4 (a) Olkoon

31+(—1)"
Ty =
n
Nyt 0 <z, < %, joten kuristusperiaatteen nojalla lim, ..o 2, = 0 jos lim, .o 2 = =0.
Mutta jalkimméinen viite patee Lauseen 2.2.3 kohdan (b) nojalla, joten lim,, .., x, = 0.
(b) Perustellaan viite
2n? + 102 2
lim ——— = —.
n—00 3n? 3
Jakamalla osaméiri luvulla n? saadaan
2n? +106n 2+ 1
3n2 3
Koska limnaoo% = 0, niin kohdan (b) nojalla lim,, ., 1%6 = 0. Vakiojonon raja-arvo on
kyseinen vakio, joten kohdan (a) perusteella
108
lim (2+—) =2
n—00 n
ja edelleen kohdan (d) perusteella
2%+ 1050 . 2+ lim, (2+1) 2
lim ————— = lim = =,
n—00 3n? n—oo 3 lim, o 3 3

Maiaritelmé 2.2.5 Jono (z,).en on rajoitettu, jos on olemassa M > 0 siten, etti
|z, < M

kaikilla n € N.

27



On useita térkeitd yhteyksié, joissa lukujono méaéritellidn rekursiivisesti, ts. jonon seu-
raava alkio mééaritelladn analyyttisesti edellisten avulla. Kuuluisa esimerkki téallaisesta on
Fibonaccin lukujono (T,)nen, 1 =1, o = 1 ja X490 = Tpy1 + @, kaikilla n € N.

Esimerkki 2.2.6 Madritellddn jono (z,),en asettamalla

1
z1=0 Jja xn+1:§xn+5, n € N.

Osoitetaan induktiolla, ettd jono (x,)n,en on rajoitettu. Tarkkaan ottaen todistamme in-
duktiolla, ettd 0 < z,, < 10 kaikilla n € N. Ensimméinen epayhtilé on helppo todeta, jo-
ten todistamme vain toisen. Huomaa, etté rajoittuneisuuden todistamisessa ensimméinen
(melkeinpé suurin) vaikeus on todistettavan véitteen loytdminen.

Viite: z,, < 10 kaikilla n € N.
Induktiotodistus: (1) z; = 0 < 10 eli véite patee indeksin arvolla n = 1.
(2) Tehd&édn induktio-oletus eli oletetaan, etta z,, < 10. Télloin

1

Siis x,11 < 10.

Induktioperiaatteen mukaisesti véite pétee kaikilla n € N.
Seuraava aputulos on ilmeinen (todistus harjoitustehtava):
Lemma 2.2.7 Suppeneva jono on rajoitettu.

Lauseen 2.2.3 todistus Lauseen 2.2.3 kohdat (a) ja (b) on "helppo”todistaa, kohtien
(c) ja (d) todistus on teknisempi.

Todistus. (b) Jos a = 0, kyseessi on vakiojono ja viite on selvd. Olkoon a # 0 ja € > 0.
Raja-arvon médritelméan mukaan on olemassa n. € N siten, etta

£
n>n. =z, —z < —.
lal
Mutta télloin kaikilla n > n, pétee
£
lax,, — ax| = |a||z, — x| < |a\m =g,

joten kohta (b) on todistettu.
(a) Olkoon € > 0. Oletuksen mukaan on olemassa n; € N ja ny € N siten, etté
e €
n2n1:>|mn—a:|<§ ja n2n2:>|yn—y|<§.
Jos nyt n. := max{ ny, ny }, niin kolmioepéyhtélon nojalla kaikilla n > n. pétee

£ 9
[t 90) = @+ 9)| =10 = ) + (o — )| < [ — 2] +lgo — ] < 5+ =€
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(c) Koska jono (yn)nen on rajoitettu (Lemma [2.2.7), on olemassa M > 0 siten, ettd |y,| < M kaikilla
n € N. Valitaan nq,ns € N siten, etté

€ €
>n = o, — 2] < — >ng = lyp —yl < ————.
n>n |z, — x| i ja m>nsg lyn — v e+ 1)

Jos nyt n. := max{ ny,ny }, niin kaikilla n > n. pétee kolmioepéyhtilon nojalla

|$nyn - $y| = ‘mnyn — TYn + TYn — xy\ = |yn(xn - m) + x(yn - y)'
< lynllom — 2] + 12l — 3l < M+ 557 + ] - 55y < &

Tamaé todistaa vaitteen.

(d) Todistetaan ensin implikaatio

1
lim z, =1= lim — =1. (12)

n— 00 n—oo Ty

Tété varten, olkoon 0 < & < 1 ja valitaan n. € N siten, ettd |z, — 1| < § kaikilla n > n.. Arvoilla n > n,
pitee |z, — 1| < % eli % <z, < % Nain ollen arvoilla n > n. saadaan

1 1- 1
LY Lk TR

T, | |25 ]

miké todistaa véitteen (12)). Ehtoa (12) kiyttden yleinen véite saadaan seuraavalla tempulla; havaitaan
ensin, ettd kohdan (b) nojalla

. Yn .1 1. 1
lim — = lim —-y,=—-lim y,=—--y=1.

Niin ollen kohtien (b), (c) sekéd implikaation (12)) perusteella saadaan

lm —=1Ilim -+~ -2,=--1-2=—.
n—00 Yn n—ooyY Yn Yy Yy

O

Seuraavan kuristusperiaateversion perustelu seuraa jokseenkin vélittomésti raja-arvon
médritelmésta (todistus harjoitustehtéva):

Seuraus 2.2.8 (Kuristusperiaate IT) Oletetaan, etta reaalilukujonoille (z,)nen ja (Yn)nen
péatee

(a) On olemassa ng € N siten, ettd 0 < |y,| < |z,| kaikilla n > nq,

(b) lim,, o, = 0.
T&lloin lim,, ., y, = 0.

Esimerkki 2.2.9 (a) Olkoon

3 +n+2
Ty =
1—n3
Jakamalla osamaira n3:1la saadaan
R
Ty = T
=1



Lauseen 2.2.3 nojalla

. 3 . 1 . 2
mnxn:1m“*55+4?%*?5§+hn%*“55:49720.
n—00 limy, oo -3 — limy, oo (—1) -1

Huomaa, ettd kuristusperiaatteen nojalla lim,, .. # = 0 kaikilla £ € N. Esimerkkien

2.2.4 (a) jal2.2.9 (a) metodilla, ts. jakamalla n:n korkeimmalla potenssilla ja kayttadmailld
Lausetta 2.2.3 kahden polynomin osaméérén (=rationaalifunktion) muodostamalle jonol-
le saadaan aina raja-arvo, jos polynomit ovat samaa astetta tai nimittédja on korkeampaa
astetta.

(b) Olkoon
—3n° +n +2
Tp= ——F—"".
n?+4
Jakamalla osaméiirid n?:lla saadaan
—3n + % + %
I+ -5
Téastd ndhdéan, ettéd suurilla n:n arvoilla jono kdyttéytyy olennaisesti kuten jono y, = —3n

eli vihenee rajatta (raja-arvo on —oo). Yleisesti, jos osoittajapolynomi on korkeampaa as-
tetta kuin nimittéja, raja-arvoksi saadaan joko +oo tai —oo. Emme kuitenkaan tarkastele
ddrettomia raja-arvoja tassa luvussa.

(c) Tarkastellaan jonoa

missd 0 < z < 1 on annettu luku. Osoitetaan raja-arvon madritelmésta, etta

lim y, = 0.
Olkoon € > 0. Pidetéédn tédssd tunnettuna, ettd luonnollinen logaritmi log on aidosti kas-
vava madrittelyjoukossaan (asiaa tarkastellaan mychemmin kurssilla). T&lld perusteella
saadaan ekvivalenssi

n n log e
lyn — 0] = 2" <& <= logz" <loge <= nlogx <loge <= n > gz’
ogx
silld log < 0. Siis indeksiksi n. € N kelpaa miké hyvénsid n. > }ggi

Esimerkki liittyy ldheisesti geometrisen sarjan summakaavaan. Merkitadn
a,=14+x+- - +2" 142"
Laventamalla lausekkeella 1 — z ndhdééan, etté kaikilla © > 0, x # 1, pétee

l—ao+az—o*+ 2"t —a" " — "t 1 — gt
Qa = —=
" 11—z 1—=

Tastéa adrellisen geometrisen summan kaavasta saadaan esimerkiksi ratkaisu klassiselle
shakkipeliin liityvélle ongelmalle: Jos ensimmaéiseen shakkiruutuun pannaan yksi jyvé,
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toiseen kaksi, kolmanteen nelji jne., kuinka monta jyvai tarvitaan yhteensi? Sijoittamalla
xr = 2 jan = 63 saadaan vastaukseksi

264 1
2—-1

=254 _ 1 = 18446744073709551615.

Jos 0 < x < 1, niin summakaavasta saadaan

[e’¢) _ en+l
n_ R e 1
E 2" = lim a, = lim = ,
5 n—00 n—oo | — 1—2x
n=

jolloin puhutaan geometrisen sarjan summasta. Geometrinen sarja esiintyy usein niin
analyysin teoriassa kuin sovellutuksissakin.

Maéritelméa 2.2.10 Lukujono (z,)nen on

(a) kasvava, jos x, < x,41 kaikilla n € N,

(b) wvdhenevd, jos z, > x,+1 kaikilla n € N.

Lukujono on monotoninen, jos se on joko kasvava tai vaheneva.
Esimerkki 2.2.11 Tarkastellaan jonoa (z,),en,

1
r1 =0 ja xn+1:§xn+5, n € N.

Osoitetaan induktiolla, etta (x,)n,en on kasvava:
(1) Koska 21 = 0 < 25 = 5, kasvavuusepéyhtilo pétee arvolla n = 1.
(2) Oletetaan, ettd x, < x,.1, kun n € N. T&ll6in

Ty = §xn+1 +5 2> ixn +5= Tn+1

Siis kasvavuusepéayhtdlo patee myos arvolla n + 1.

Rajoitettujen jonojen ohella puhutaan ylh#altéa ja alhaalta rajoitetusta lukujonosta. Lu-
kujono (x,)nen on ylhadltd rajoitettu (vast. alhaalta rajoitettu), jos on olemassa M € R
siten, ettd z,, < M (vast. x, > M) kaikilla n € N.

Lukujonojen yhteydessa reaalilukujen taydellisyysaksiomaa hyodynnetdén usein seuraa-
vasti:

Lause 2.2.12 Jos lukujono (z,),en on kasvava ja ylhéélta rajoitettu, niin

Jeroloxn:sup{xn]nEN}ER.
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Todistus. Téydellisyysaksioman nojalla G = sup{z, | n € N} € R. Olkoon ¢ > 0.
Supremumin mééritelmin mukaan G — ¢ ei ole joukon E := { z, | n € N } yldraja, joten
on olemassa n. € N siten, ettd =, € I ja

Tp, > G — €.
Jos nyt n > n., niin jonon kasvavuuden perusteella
T, ang—l—l S an

ja siis
G—-—e<z2, <G

kaikilla n > n.. Néin ollen |z, — G| < ¢ kaikilla n > n. eli viite pitee. O

Esimerkki 2.2.13 Olkoon z,, = nLH Té&lloin ekvivalenssista
n n+1 2 2 2
< < nn+2)<(n+1)° <= n"+2n<n"+2n+1

n+1 " n+2

nihddén, ettd (z,)nen on kasvava. Koska z, < 1 kaikilla n € N, niin (z,),en on ylhaalta
rajoitettu. Lauseen 2.2.12 nojalla

sup{z, |n €N} = lim 2, = L.
Esimerkki 2.2.14 (a) Reaalilukujen desimaaliesityksen idea perustuu Lauseeseen 2.2.12.
Tarkastellaan esimerkiksi lukujonoa (x,,)nen,

0.1,0.10,0.101, 0.1010, 0.10100, 0.101001, 0.1010010, 0.10100100, 0.101001000, . . .,

misséd desimaaliesitykseen lisédtadn ensimmaéisen ykkosen jéalkeen yksi nolla, toisen ykkdsen
jalkeen kaksi nollaa, kolmannen ykkosen jélkeen kolme nollaa jne. Téssa dérellisella desi-
maalimerkinnét ovat rationaalilukuja; esimerkiksi

0.101:=1-10""+1-107%.
Selvisti (z,,)nen on kasvava. Toisaalta

> 1 1
ogxn§210—ﬂzl r-l=g

1=1 10

kaikilla n € N, joten (x,),en on myos rajoitettu. Lauseen 2.2.12) mukaan

r = lim z,
n—oo
on olemassa. Mainittakoon, ettd = on irrationaalinen. On nimittdin mahdollista todistaa,
ettd ddrettomain pitkédn desimaaliesityksen antama raja-arvo on rationaalinen jos ja vain
jos desimaaliesitys on paittyva (kertoimet nollia dérellisen monen indeksin jélkeen) tai
jaksollinen (&érellisen monen indeksin jilkeen samat kertoimet toistuvat loputtomiin).
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Yo. esimerkki on hieman keinotekoinen. Yleensé ei ole tiedossa mitddn sdantod, jota irra-
tionaaliluvun desimaaliesitys noudattaisi. Esimerkiksi lukujen e ja 7 desimaaliesityksille
el tunneta mitdan sadntoa.

(b) Olkoon

1 1 1
Lukujono (z,),en on selvésti kasvava ja vertaamalla sitd suppenevassa geometrisessa sar-
jassa esiintyvaéan lukujonoon voidaan pédtelld, ettd lukujono on rajoitettu (tarkka pe-
rustelu sivuutetaan). Raja-arvoa lim,,_ . x, kutsutaan Neperin luvuksi e. Neperin luku

saadaan myos kasvavan jonon
1 n
Ty = <1 + )
n

raja-arvona, ks. Myrberg: Differentiaali- ja integraalilaskenta, osa 1, ss. 45—47.
Lauseen 2.2.12 vastine pétee luonnollisesti infimumille. Todistuksen idea on sama.

Lause 2.2.15 Jos lukujono (z,)n,en on vihenevi ja alhaalta rajoitettu, niin

lim z, =inf{z, | ne N} €R.

n—o0

Esimerkki 2.2.16 Midéritelladan jono (x,),en rekursiivisesti asettamalla

1 =4, Tpi1 =+/Tn.

Induktiolla on helppo todeta, ettd kaikilla n € N pétee x,, > 1. Siis (z,)nen on alhaalta
rajoitettu. Toisaalta jono (x,),en on viahenevé, silld kaikilla n € N pétee

Tp+l = VIn < L,y

koska x, > 1. Lauseen 2.2.15 nojalla on olemassa z = lim,, . z,. Edelleen ottamalla
raja-arvot puolittain ehdossa 22, | = x,, saadaan

. 2 .
lim z; = lim z,.
n—oo n—oo

Lauseen 2.2.3 kohdan (c) nojalla 2 = z eli z = 0 tai z = 1. Téssi x = 0 ei ole mahdollinen,
joten x = 1.

Milloin jono hajaantuu?

Tarkastellaan lopuksi sitéd, kuinka perustellaan jonon hajaantuminen. Luonnollisesti ha-
jaantumista voitaisiin tarkastella kdantamalla raja-arvon mééritelmé negaatiokseen. Seu-
raava, Cauchyn ehto on kuitenkin tehokkaampi tapa, sen avulla voidaan hoitaa kaikki
mahdolliset raja-arvot yhdelld kertaa.

Lause 2.2.17 Jos lukujonolla (z,),en on raja-arvo x, niin kaikilla € > 0 on olemassa
n. € N siten, etté
n,m>n. = |r, —x,| <e.
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Todistus. Olkoon £ > 0. Raja-arvon méaéritelmédn mukaan on olemassa n, > 0 siten, etté
|z, — x| < § kaikilla n > n.. Jos siis n,m > n., niin kolmioepéyhtélon mukaan

£ €
|mn—xm|:|xn—x—|—x—xm|§|xn—m|—|—|xm—x|<§+§:6.
O

Lauseen 2.2.17 epsilon-ehto ei péde, jos on olemassa € > 0 siten, ettd jokaista n. € N
vastaa m,n > n., joille
|Tn — x| > €.

Téatéa kaytetdan hyvéksi seuraavasti:

Esimerkki 2.2.18 (a) Tarkastellaan jonoa z,, = n. Valitaan ¢ = 1. Nyt kaikilla n. € N
on |z, 41 —x, | = 1> ¢, joten Lauseen 2.2.17 nojalla raja-arvoa ei ole.

(b) Esimerkiksi jonolla
z, = (—=1)"

ei ole raja-arvoa. Jos nimittdin valitaan € = 1, niin kaikilla n. € N pétee
|xn - In5+1| =2> &,

eli Lauseen [2.2.17 ehto ei ole voimassa. Siis raja-arvoa ei ole.

(c) Osoitetaan vield, ettéd jonolla
T, =sinn

ei ole raja-arvoa. Olkoon € = 1 ja n. € N mielivaltainen. Tall6in on olemassa m,n € N
siten, ettd m € [2mn. + %, 27n. + ‘%’T] jan € [2mn. + %,27rn5 + HTﬂ] Nyt m,n > n. ja
sinm > %, sinn < —%, joten

|sinm —sinn| > 1 =-¢.
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