Analyysi |

Visa Latvala

26. lokakuuta 2004



Sisdlto

3 Reaalimuuttujan funktiot 35
3.1 Peruskasitteital . . . . . . . . .. 35
3.2 Raja-arvon maaritelma . . . . . . . . ... 43
3.3 Raja-arvon laskusaantoja . . . . . . . .. ..o 46
3.4 Jatkuvuus ... Lo 51

34



3 Reaalimuuttujan funktiot

3.1 Peruskasitteita

Olkoot A C R ja B C R. Kuvaus (funktio) f : A — B on sdinto, joka liittd4 jokaiseen
alkioon z € A yksikasitteisen alkion f(z) € B. Lukua f(z) kutsutaan luvun = kuvaksi. Jos
f(z) =y, lukua x sanotaan luvun y alkukuvaksi. Joukkoa A kutsutaan mddrittelyjoukoksi
(lihtdjoukoksi) ja joukkoa B kutsutaan maalijoukoksi.

Esimerkki Esimerkiksi sddnto f : R — R, f(z) = |z|, méaérittelee kuvauksen. Usein
maalijoukkona kdytetidn koko reaalilukujoukkoa R vaikka kaikkia arvoja ei saataisikaan.

Jos f: A — B on kuvaus sekd A; C A ja B; C B, niin B:n osajoukkoa
f(A) :={y € B|y= f(x) jollekin z € A, }
kutsutaan Aj:n kuvajoukoksi ja A:n osajoukkoa
fH(B) ={zecA|f(x) € B }

kutsutaan Bi:n alkukuvajoukoksi. Funktion f : A — B kuvaajalla tarkoitetaan tason R?
osajoukkoa

{(z.y) eR* [z €A y=[f(2)}.
Kuvaaja voidaan usein (mutta ei aina) piirtdd joko késin tai tietokoneella (analyysin
kursseilla I-11I kdaytetdan MAPLE-ohjelmaa).
Esimerkki Olkoon f : R — R kuvaus f(z) = 2? ja olkoot 4; =| — 3,1[, B; = {2,3}.
Téllsin f(Ar) = [0,1] ja f~(B1) = { £v2,+V3}.

Injektiivisyys, surjektiivisuus ja bijektiivisyys
Maéritelma 3.1.1 Kuvaus f: A — B on

(a) injektio, jos kaikilla x,y € A, x # y, patee f(z) # f(y),
(b) surjektio, jos jokaista y € B vastaa x € A siten, ettd f(z) =y,

(c) bijektio, jos f on seké injektio ettéd surjektio.

Esimerkki Kuvaus f: R — R,

flz) = 2%,
ei ole injektio (silla f(—1) = f(1)) eik& surjektio (silla f(z) # —1 kaikilla z € R eli luvulla
—1 ei ole alkukuvaa).
Surjektiivisuus tarkoittaa siis sitd, ettd jokaisella maalijoukon alkiolla on ainakin yksi
alkukuva maéérittelyjoukossa. Injektiivisyys puolestaan sité, ettd jokaisella maalijoukon

alkiolla on korkeintaan yksi alkukuva mééarittelyjoukossa. Bijektiivisyys tarkoittaa siis
sitéd, ettd jokaisella maalijoukon alkiolla on tésmélleen yksi alkukuva méaarittelyjoukossa.
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Huomautus 3.1.2 Epésuoran todistuksen version I mukaisesti kuvaus f : A — B on
injektio tdsmélleen silloin kun implikaatio

r,y € Aja f(x) = fly) ==y (1)

patee. Koska implikaatio z = y = f(x) = f(y) patee kaikille kuvauksille, f on injektio
tasmaélleen silloin kun ekvivalenssi

r=y <= f(z)=f(y)

pétee kaikille x,y € A.

Esimerkki 3.1.3 (a) Kuvaus f(z) = 2% on injektio joukossa A :={z € R |z > 0}. Jos
nimittiin =,y € A, x # v, niin joko z < y tai y < x. Ensimmiisessi tapauksessa z2 < 3>
ja jilkimméisessd tapauksessa y? < x?. Joka tapauksessa f(z) = 22 # y* = f(y).

(b) Kuvaus f : R — R, f(z) = 2z + 3, on injektio. Todistetaan injektiivisyys ehtoa (1)
hyodyntéen. Olkoot z,y € R siten, etté

flz)=22+3=2y+3=f(y).
Tastd saadaan 2x = 2y ja edelleen z = y. Siis f on injektio.

(c) Olkoon f: R\ {—1} — R kuvaus

X

fle) = 1=

Mikd on kuvajoukko f(R \ {—1})? Onko f injektio mé&irittelyjoukossaan? Tutkitaan
mielivaltaisen luvun y € R alkukuvia. Jos y € R, niin olettaen x # —1 voidaan kirjoittaa

X

1+x:y = ytyr=1x <= y==zx(1l—y).

flz)=y =

Jos liséksi y # 1, oikeanpuoleinen yhtdlo on edelleen ekvivalentti yhtélon

oy
rT = ——
I—y

kanssa. Siis jokaisella y # 1 on yksikésitteinen alkukuva #-. Luvulla 1 ei ole alkukuvaa,
silld jos olisi — = 1, niin olisi my6s 1 + x = x, mik& on mahdotonta. Siis

FRA{=1}) =R\ {1}
eli f:R\{—1} — R\ {1} on surjektio.

Injektiivisyys on surjektiivisuutta olennaisempi ominaisuus:

Huomautus 3.1.4 Olkoon f : A — B injektio. Talloin kuvaus f : A — f(A) on seké
injektio ettd surjektio, silld jokaista y € f(A) vastaa kuvajoukon mééritelméan mukaan
x € A siten, ettd f(z) = y. Siis kuvaus f: A — f(A) on bijektio, jos kuvaus f: A — B
on injektio.
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Talla kurssilla injektiivisyys péadtelladn yleensd aidon monotonisuuden avulla:
Maéritelma 3.1.5 Kuvaus f: A — B on
(a) kasvava (vast. aidosti kasvava)), jos kaikilla x,y € A, © < y, pitee f(z) < f(y)

(vast. f(z) < f(y)),
f

)
(b) wihenevi (vast. aidosti vihenevd)), jos kaikilla x,y € A, x < y, patee f(x) > f(y)
(vast. f(z) > f(y)),

(c) monotoninen (vast. aidosti monotoninen), jos f on kasvava tai vihenevi (vast.
aidosti kasvava tai aidosti viheneva).

Esimerkki 3.1.6 Olkoon f: R, — R,
fla) =27,

missi Ry = {z € R | x > 0}. Osoitetaan, ettd f on aidosti kasvava. Tété varten,
olkoot z,y € Ry, 0 < z < y. Kertomalla 7 epdyhtélod @ < y puolittain (ks. Lause 1.4.5
(n)) saadaan " < y". Siis f on aidosti kasvava. Samalla tavalla paitelldéin yleisesti, etté
kuvaus f: Ry — Ry, f(x) = 2", on aidosti kasvava kun n € N on kiintea.

Lemma 3.1.7 Olkoon f: A — B aidosti monotoninen. T&lloin f on injektio.

Todistus. Oletetaan, ettd f on aidosti kasvava. Injektiivisyyden todistamiseksi olkoot
r,y € A, v # y. Talloin joko x < y tai x > y. Jos x < y, niin aidon kasvavuuden
médritelman mukaan f(z) < f(y). Jos taas x > y, niin aidon kasvavuuden mééritelmén
mukaan f(z) > f(y). Joka tapauksessa f(z) # f(y) eli f on injektio. Aidosti vahenevin
funktion injektiivisyys todetaan vastaavasti (harjoitustehtava). O

Esimerkki 3.1.8 Tutkitaan kuvausta f : R\ {0} — R,

fx) =

Nyt f ei ole injektio méarittelyjoukossaan, silld esimerkiksi luvulla % on kaksi alkukuvaa;

r—1

12

1
f($)=§ = 8r—1) =2 <= 22 -8 +8=0 < =4+2V2.

Jos kuitenkin funktiota f tarkastellaan esimerkiksi valilla |0, 1[, niin f on aidosti kasvavana

injektio. Nimittéin kaikilla 0 < 2 < y < 1 pétee 22 < y? jaz—1 < y— 1. Edelleen & > y%

Ja

1

Téssd ensimméinen epéayhtild saadaan epayhtalosta ?12 > 3 kertomalla negatiivisella

luvulla z — 1.

Vaihtoehtoisesti voitaisiin lahtea ehdosta

fx)=fly) = (z -1y’ =(y—1)2?,

josta laskemalla sulut auki ja ottamalla yhteisen tekijéan saadaan (z —y)(x +y —zy) = 0.
Nyt vélttaméatta z = y, silla  + y > zy kaikilla z,y €]0, 1[.
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Huomautus Myshemmin nahdéén, etta alkeisfunktioiden aito monotonisuus on kétevinté
péatelld funktion derivaatan merkin avulla. Tésséd vaiheessa emme kuitenkaan kiyta de-
rivaattaa tarkasteluissa.

Kaanteiskuvaus

Olkoon f : A — B injektio. T&lloin jokaista kuvajoukon f(A) alkiota y € f(A) vas-
taa tdsmélleen yksi alkukuva ldhtojoukossa A (Huomautus 3.1.2/ (a)). Télle alkukuvalle
kiytetdin merkintdd f~!(y). Nyt sddnto y — f~'(y) médrittelee kuvauksen f(A) — A.
Téata kuvausta sanotaan kuvauksen f kddnteiskuvaukseksi ja sille kidytetddn merkintaé

f~t. Jos f : A — B on bijektio, kidnteiskuvauksen f~! madrittelyjoukko on B ja maali-
joukko A.

Esimerkki 3.1.9 Jos bijektio f : A — B on maééritelty analyyttisella lausekkeella,
kéddnteiskuvauksen lauseke saadaan selville mikali yhtélosta f(z) = y, y € B, voidaan
ratkaista x yksikésitteisesti y:n avulla.

(a) Olkoon f : R — R, f(x) = 2x + 3. Téssd tapauksessa kuvauksen bijektiivisyys
ja kadnteiskuvauksen lauseke voidaan todeta yhdella paattelylla. Pyritdan todistamaan,
ettd kyseessd on surjektio. Tétd varten, olkoon y € R. Asetetaan f(z) = 2x+3 =y ja
ratkaistaan x y:n funktiona. Koska

1
2x+3:y<:>2x:y—3<:>x:§(y—3), (2)

havaitaan, ettd 1(y — 3) on luvun y € R alkukuva. Mutta ekvivalenssiketju (2) osoittaa,
ettd %(y — 3) on myoskin luvun y € R ainoa alkukuva. TAmé riittd4 perustelemaan
myos injektiivisyyden ja havaitaan, ettd injektiwvisyyden erillinen todistaminen on tdssd
tapauksessa tarpeetonta.

Erityisesti kéénteiskuvaus f~' : R — R saadaan séinnostd f~'(z) = 5(z — 3). Téssi
kéaanteiskuvauksen muuttujaa voitaisiin merkité y:114, mutta siihen ei ole erityista tarvet-

ta. Yleensd kuvauksen ja sen kadnteiskuvauksen lausekkeissa kidytetddnkin samaa muut-
tujamerkintéa.

(b) Tarkastellaan Esimerkin 3.1.3 kohdan (c) kuvausta f: R\ {—-1} — R,

x
Nyt kaikilla y € R\ {1}) pétee ekvivalenssi
flx) =y <= - :y<:>y+yx:x<:>y:x(1—y)<:>xzi_

1+ 11—y

Siis jokaisella y # 1 on yksikésitteinen alkukuva lﬁ—y Koska luvulla 1 ei ole alkukuvaa

(Esimerkki 3.1.3 (c)), on f valttdmétta bijektio joukosta R\ {—1} joukkoon R\ {1}.
Kidnteiskuvaus f~! : R\ {1} — R saadaan yhtilosta
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(c) Maaritaan kadnteiskuvaus kuvaukselle f :]0, +oo[—] — 00, 0],

Olkoon y < 0. Té&llsin

Téssd miinusmerkki ei kdy, silld méérittelyjoukko on |0, +oo[. Siis jokaisella y < 0 on
yksikésitteinen alkukuva z = ,/—i joukossa )0, +oo[. Kéfnteiskuvaus on f~1 :] — 0o, 0[—
0, 400,

Huomautus 3.1.10 (Kiainteiskuvauksen geometrinen tulkinta) Jos f : A — B on
bijektio, niin funktion f kuvaaja ja kifnteisfunktion f~! kuvaaja ovat toistensa peilikuvia
suoran y = x suhteen. Nimittdin f:n kuvaaja on joukko

{(2,f(x)) [z € A}

ja kddnteisfunktion f~! kuvaaja on joukko

{(f(x),2) |z e A}
Toisaalta pisteet (xq, f(x0)) ja (f(zo), o) ovat toistensa peilikuvia suoran y = x suhteen
kaikilla xy € A:

(1). Pisteiden (zq, f(z0)) ja (f(xo), o) kautta kulkeva suora on kohtisuorassa suoraan
y = x nidhden, silld ndiden pisteiden kautta kulkevan suoran kulmakerroin on

f(l”o) — Xo
xo — f(x0)

Huomaa, ettéd suorat [; ja ls ovat kohtisuorassa tédsmélleen silloin kun niiden kulmaker-
toimille pétee kiky = —1.

=—1.

(2). Pisteiden (xq, f(z0)) ja (f(xo),xo) vélisen janan keskipiste

zo + f(wo) flwo) + 20\ _ (w0t flxo) 2o+ f(o)
(o ) - ()

sijaitsee suoralla y = x.

Kuvausten yhdistdminen

Olkoot A, B ja C' epétyhjid R:n osajoukkoja ja olkoot f : A — Bjag: B — C kuvauksia.
Talloin saanto

(g0 f)(x) ==g(f(x)), x€A,
médrittelee kuvauksen go f : A — C (yhdistetty kuvaus).
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Esimerkki 3.1.11 Olkoot f: R — R, ¢g: R — R ja h: R — R kuvaukset
f@)=a+1, glx)=2 hz)=|z|.
Télloin

(fog)lx) = [flg(x)) = flz
(go f)lx) = g(f(w)):g(
(ho(gef))(x) = h(lgof)(x)

Siis kuvausten yhdistdminen ei ole vaihdannainen operaatio eli voi olla
(feg)(@) # (g0 f)(@).

Huomaa, ettéd yhdistettéiessd useampi kuin kaksi kuvausta ei tarvita sulkuja maaraamasn
laskujérjestysté, koska kuvausten yhdistdminen on liitdnndinen operaatio; yleisesti pétee

(holgof))(z) = h(lge f)(x)) =hg(f(x))),
((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x)),

eliho(go f)=(hog)o f (ovat samat kuvaukset).

?) =
+1) (:c+1)2:a:2+2x+1,

Huomautus 3.1.12 Olkoon f: A — B bijektio. Talloin

(fof D) =f(f"(2) =2 kaikillax € B
ja
(fof)z)=f"(f(z) =2 kaikillax € A
suoraan k#édnteiskuvauksen mééritelméan mukaan. N&itd ehtoja voi kdyttdd sen tarkas-

tamiseen, onko kddnteiskuvauksen lauseke oikein. Esimerkiksi kuvauksille f(z) = 7 ja
[ (z) = & piitee

oy E N Tm T _
(Fo N = 1o = ey =tz = ® @1
ja L )
- — £ z 14z 14z .

Lause 3.1.13 Olkoon f: A — B kuvaus.

(a) Jos f on aidosti kasvava, niin = < y jos ja vain jos f(z) < f(y),

(b) Jos f on aidosti vihenevé, niin o < y jos ja vain jos f(z) > f(y).
Todistus. Todistetaan malliksi kohta (a), kohta (b) jitetddn harjoitustehtéviksi. Impli-
kaatio vasemmalta oikealle pdtee médritelmén mukaan. Kéadnteisen implikaation todista-

miseksi, tehddin antiteesi x > y. Tapauksessa © = y pitee f(x) = f(y) (ristiriita) ja
tapauksessa x > y patee aidon kasvavuuden nojalla f(x) > f(y) (ristiriita). O
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Esimerkki 3.1.14 Olkoon f : R — R aidosti vihenevéa. Ratkaistaan epayhtalo

5T — 3 x
< f(=—1).
[ ()
Lemman [3.1.13 kohdan (b) nojalla epéyhtilo pétee jos ja vain jos
5t — 3 1
x4 >g—1 — drx—3>2r -4 <= 3> -1 <= :c>—§.

Huomaa, ettéd tarkasteltavan epéayhtédlon kannalta f:n lauseke on epérelevantti.

Lause 3.1.15 Olkoon f: A — B kuvaus.

(a) Jos f on aidosti kasvava, niin kiéinteiskuvaus f~!: f(A) — A on aidosti kasvava,

(b) Jos f on aidosti viihenevi, niin kisinteiskuvaus f~! : f(A) — A on aidosti viihenevi.

Todistus. Todistetaan malliksi kohta (b). Koska f on aidosti viilhenevé, se on injektio (Lemma[3.1.7). Niin
ollen f : A — f(A) on bijektio ja siis kisinteiskuvaus f~1 : f(A) — A on olemassa. Olkoot 2,3y’ € f(A).
Tilloin on olemassa luvut =,y € A siten, ettd f(z) = 2’ ja f(y) = v'. Kéddnteiskuvauksen mééritelmén
mukaan f~(z') = x ja f~1(y') = y. Lemman [3.1.13 (b) nojalla x < y jos ja vain jos f(x) > f(y). Siis
F~Y2") < f71(4') jos ja vain jos 2’ > 3. Erityisesti f~1 : f(A) — A on aidosti vihenevi. O

Esimerkki 3.1.16 (Juurifunktio) Olkoon n € N ja olkoon f: R, — R,

fx) =",

missa Ry = {z € R | x > 0}. Tdlloin f on aidosti kasvavana injektio (Esimerkki
3.1.6)). Erityisesti kuvaus f : Ry — f(R,) on bijektio. Bolzanon lauseen avulla todetaan
kdtevimmin, ettd f(Ry) = R, (tarkastellaan myohemmin). Néin ollen f: Ry — Ry on
bijektio, jonka kédnteiskuvaukselle f~!: Ry — Ry (n:s juuri) kiytetdin merkintii

Olkoon n € N pariton. Talloin sdéntd f(z) = 2™ médrittelee injektion R — R. Tamé&n
perustelemiseksi osoitetaan, ettd f on aidosti kasvava joukossa R. Olkoot x,y € R, = < y.
Jos 0 <z <y, niin 2" < y". Jos x < 0 < gy, niin 2" < 0 < y”, koska n on pariton. Jos
lopuksi x < y < 0, niin 0 < —y < —x ja n:n parittomuuden nojalla

Néin ollen 2" < 3" eli f : R — R on injektio. Pitden tunnettuna, ettd f(R) = R
(seuraa jalleen Bolzanon lauseesta) paatellddn, ettd f on aidosti kasvava bijektio R — R.
Kaanteiskuvaukselle kaytetdan edelleen merkintéa

Lemma 3.1.17 (a) Juurifunktio on aidosti kasvava kaikilla n € N.
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(b) Kaikilla n € N ja x € R, pétee
(V)" =z ja Vo=
(¢) Jos m € N on pariton, niin kaikilla x € R pétee
(Vo) =z, Var=z ja V-w=-Yu
Todistus. Kohta (a) patee Lemman 3.1.15 (a) nojalla ja kohtien (b), (c) véitteet
(Vo)'=z ja Var=ua (3)

ovat voimassa Huomautuksen [3.1.12/ mukaan. Kohdassa (c) ominaisuuden /—z = —{/x
todistaminen jatetdédn harjoitustehtédvaksi. O

Esimerkki 3.1.18 (a) Ratkaistaan epéyhtalo

i

(z* +2)7 > (2 + 32)1.

Neljds juuri on mééritelty vain ei-negatiivisille luvuille. Siksi vaaditaan, etti 2 + 3z =
z(x+3)>0eliz < —-3taiz>0.

Oletetaan, ettd z < —3 tai x > 0. Juurifunktion aidon kasvavuuden nojalla (Lemma
3.1.13)

1 2
(22 +2)1 > (2% +32)7 < 22 +2>22 4320 & 2>30 < < 3
Siispa kysytyn epayhtélon ratkaisut ovat x < —3 tai 0 < x < %
(b) Olkoon f: R\ {-2} — R,
5| 3T

flw) = x+2

Magratasan £ kddnteiskuvaus. Tatd varten, olkoon y € R. Koska kuvaus z — 2° on

injektio, voidaan kirjoittaa ekvivalenssiketju

3z 3z

2y
5

=y

T+ 2 y T+ 2

=y’ = 3 =1"(14+2) = 2(3—9°) =2 <= v =

5

olettaen, ettéd x £ —2 ja ettd y # /3. Siis jokaisella y # v/3 on yksikésitteinen alkukuva
32_yy5. Ekvivalenssiketjun yhtilostd z(3 — 3°) = 2¢° nihdiin, ettd luvulla y = /3 ei

voi olla alkukuvaa. Niin ollen f on bijektio joukosta R\ {—2} joukkoon R\ {V/3} ja

kaanteiskuvaus on muotoa

225
3—ad

i) =
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3.2 Raja-arvon méaéiritelméa

Differentiaali- ja integraalilaskennan uranuurtajina pidetdén Sir Isaac Newtonia (s. 1642)
ja Gottfried Wilhelm Leibnizia (s. 1646). Pitkélle 1800-luvulle saakka differentiaali- ja in-
tegraalilaskennan kehitysté haittasi se, etta raja-arvon késitteelle ei ollut olemassa kunnol-
lista méaritelméd. Kunnia raja-arvon epsilon-mééritelmén keksimisestd annetaan yleensa
Augustin-Louis Cauchy’lle (s. 1789).

Esimerkki 3.2.1 Painovoimalain mukaan kappale putoaa vapaassa pudotuksessa siten,
ettd ajassa t > 0 kuljettu matka s(t) saadaan kaavasta

1
S(t) = §gt27

misséd g on gravitaatiovakio, g ~ 9.875. Vapaalla pudotuksella tarkoitetaan sité, ettd
ainoa vaikuttava voima on maan vetovoima. Esimerkiksi pudotettaessa raskas kivi alas
jyrkénteeltd, ensimméisten sekuntien aikana ilmanvastuksen merkitys on olematon ja kyse
on olennaisesti vapaasta pudotuksesta.

Miten saadaan nopeus esimerkiksi hetkelld ¢ = 2 sekuntia? Tunnetusti keskiméarainen
nopeus saadaan kaavasta v = 7, joten erotusosaméira

s(2) —s(t) _ s(t) —s(2)

2—t t—2

on likiarvo hetkelliselle nopeudelle hetkelld t = 2 mikéli £ # 2 on likiméérin 2. Likiarvo on
sitd parempi, mitéd pienempi on véali ¢ — 2. Tdmén vuoksi on luonnollista tulkita nopeus
hetkelld ¢t = 2 erotusosamééiran raja-arvoksi, kun t ldhestyy ajanhetkea 2.

Raja-arvon mééaritelmaé varten sovitaan ensin, mité tarkoitetaan pisteen ympéristolla.
Olkoon z € R ja r > 0. Téalloin pisteen xo r-sditeiselld (avoimella) ympdristolla B(zo, )
tarkoitetaan avointa vélia

B(xg,T) :{IGR‘ |x —xo| <71} =]wg — 1,20 + 7|

ja pisteen xq r-sdateiselld punkteeratulla ympdristolli B'(xq,r) tarkoitetaan punkteerattua
avointa véalid

B'(zg,r)={z €R ‘ 0<|z—a <r}=|xeg—r,xo+r[\{zo}

Madériteltdessa funktion f raja-arvoa pisteessd zp € R vaatimuksena on, ettd funktio f
on médritelty jossakin pisteen z, punkteeratussa ympéaristossd B'(zg,7) = B(zo,7) \
{zo}. Esimerkiksi derivaatan mééritelmén yhteydessi erotusosaméérié ei ole mééritelty
"nollaerotukselle”, vrt. Esimerkki [3.2.1 yllA.

Maéritelméa 3.2.2 Funktiolla f : B'(zg,r) — R on pisteessd x¢ raja-arvo a € R, jos
jokaista lukua ¢ > 0 vastaa luku > 0 siten, ettd

O0<|z—mo| <d=|f(zx)—a| <e.
Talloin merkitdéan

lim f(z) = a.

T—T0
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Huomautus Maéritelmésta seuraa, ettd raja-arvo on yksikésitteinen. Talld tarkoitetaan implikaatiota:
Joslimy 5, f(2) = ajalim,_,, f(x) = b, niin @ = b. Tehd&én antiteesi a # b ja oletetaan a < b. Valitaan
€= b*?“ ja sovelletaan raja-arvon méaritelméé sekéa lukuun a etté lukuun b. Loydetédn 6, > 0 ja 6o > 0
siten, ettd

z € B'(20,61) = |f(z)—al<e=a—25%< f(z) <a+ 5%,

z € B'(z0,62) = |f(z)—bl<e=0b—52< f(z) <b+ 552

Jos nyt ¢ := min{ d1,d2 } jax € B'(xg, d), kummatkin arviot oikealla puolella ovat voimassa, miki sisdltdd

ristiriidan.

Esimerkki 3.2.3 (a) Olkoon zy € R ja olkoon f(z) = a € R kaikilla z # zo (f on
vakiofunktio). Talloin
lim f(z) = a.

Todistus: Olkoon € > 0. Nyt |f(x) — a| = |a — a| = 0 < ¢ kaikilla x # xg, joten luvuksi ¢
kelpaa jokainen positiiviluku.
(b) Olkoon f(x) = x kaikilla x # x,. Tall6in

lim f(x) =z eli lim (f(x)—x9)=0.

T—T0 T—x0

Todistus: Olkoon £ > 0. Nyt |f(x) — x¢| = |z — x| < € kun 0 < |z — x| < e. Voidaan siis
valita 6 = €. My0s jokainen § < ¢ kiy.

(c) Yleisesti raja-arvon méaritelmésta on valittomasti selvid, etta

lim f(z) =a <= ;EILI%)(JC(@ —a) =0.

T—X0

Monissa tapauksissa raja-arvon méadritelman kayttd voidaan korvata seuraavalla kuris-
tusperiaatteella:

Lause 3.2.4 (Kuristusperiaate) Oletetaan, ettd funktioille f, g : B'(zo,7) — R pitee:

(a) lim, 4, g(l‘) =0,
(b) On olemassa luvut a € R ja M > 0 siten, ettd
[f(x) = a| < Mlg(x)]
kaikilla € B'(x, 7).

Télloin
lim f(z) = a.

Tr—XT0

Todistus. Olkoon € > 0. Koska lim,_.,, g(z) = 0, on olemassa ¢ > 0 siten, ettd

€
— 0l < —
l9(2)] = lg(z) = 0] < o
kaikilla z, 0 < |x — x| < d. Siispé (oletus (b))
£
/() —al < Mlg(a)| < M- =

kaikilla z, 0 < |z — xo| < 9. O

Huomautus Lauseessa 3.2.4 positiivilukujen r ja M suuruudella ei ole itse raja-arvoviitteen
kannalta mitd&n merkitysta.
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Esimerkki 3.2.5 Lauseen 3.2.4 avulla voidaan perustella, ettd polynomille P(z) = x

péatee

lim P(x) = P(xg)

T—x0
kaikilla zp € R jan € N.
(a) Olkoon f(z) = x?. Nyt

f(2) — 4] = |2* — 4] = & — 2[|x +2| < 5|z - 2

kun 0 < |z — 2| < 1. Siis Lauseen 3.2.4] oletukset pétevét, kun valitaan r = 1, M = 5,
g(x) = x — 2 ja a = 4. Lauseen [3.2.4 nojalla

oy (o) = fing e =4

(b) Olkoon f : R — R, f(z) = 23, ja olkoon zy = 7. Koska 7 on polynomin 23 — 73

nollakohta, saadaan jakamalla 22 — 73 polynomilla x — 7 esitys
2} — 7 = (x — 7)(2® + 7x + 7).
Jos nyt r = % jax € B'(m, %), saadaan kolmioepdyhtilon nojalla arvio
25— = |o—lla? + 7z + 77 < |o— 7l(|a? + 72| + |77
< o —7|(|2?] + |7x| + 7)) < |z — 7|(4% + 47 + 72).
Siis voidaan valita M = 4% 4+ 47 + 7% ja g(z) = x — 7. Jos lukua r pienennetéén, voi-
daan myos lukua M hieman pienentédéd. Télla ei kuitenkaan ole raja-arvotuloksen kannalta

merkitystd. Lauseen 3.2.4 nojalla

lim 2% = 72,

Tr—T

(c) Olkoon f(x) =", missid n € N ja olkoon zy € R. Osoitetaan, etta
lim 2" = (.
T—T0

Koska xy on polynomin P(z) = 2" —z{ nollakohta, niin Lemman 1.2.6 mukaan on olemassa
polynomi A, deg A = n — 1, siten, ettd 2™ — xy = (x — xo) A(z). Merkitsemalla

A(x) = ap1a" -+ arz + ag
voidaan kirjoittaa
|z — 25| = |z — 2ol|@n_12""" + - + @17 + agl.
Jos valitaan r = 1, kaikilla x € B'(zy, 1) pétee

|ty 12"+ ar +ag] < a2 4+ arz| + |ao
< (lwol + )" Hana| + -+ (Jzo| + Dlar| + |aol.

Tamé seuraa induktiolla kolmioep#yhtélosta (harjoitustehtdva). Valitsemalla
M = (|zo| + 1" Han—a| + -+ (|| + Dlaa] + |aol

todetaan, etta
|z" — (| < M|z — o
kaikilla x € B'(xo, 1). Lauseen 13.2.4 nojalla

lim z" = (.

T—T0o
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Esimerkki 3.2.6 (a) Olkoon

1
— 2 ain
f(z) = x°sin =
missd x # 0. Talloin
lim f(z) =

silla
If(z)] <2? ja lima®=0.

z—0

Huomaa, ettd funktiolla g(z) = sin% ei ole raja-arvoa origossa. Taméa perustellaan Esi-

merkissé 3.3.8l
(b) Olkoon

—107, kunx > 2
ja olkoon f(z) = (z — 2)h(z). Talloin lim, .o f(z) = 0 Lauseen 3.2.4/ nojalla, silla

h(a:):{ 3, kun x < 2

(a) lim, oz —2) =0,
(b) |f(z)] < 107z —2].

3.3 Raja-arvon laskusaintoji

Funktion raja-arvolle pétevat samat summaa, tuloa ja osamééria koskevat laskusadnnot
kuin lukujonon raja-arvolle.

Lause 3.3.1 Olkoot f : B'(xg,r1) — R ja g : B'(z9,72) — R funktioita siten, etté

lim f(x) =a ja lim g(z)=".

g0 20
Télloin
(i) limg 0 (f(2) + g(2)) = a +0,
(ii) limg_4, ¢f () = ca kaikilla ¢ € R,
)
)

(iii) limg—., f(z)g(x) = ab,

(iv) Jos b # 0, niin lim,_,, % =

>|e

Todistus. Kohdat (i) ja (ii) jatetdén harjoitustehtaviksi.

(iii) Raja-arvon mééritelméstd seuraa, ettd on olemassa d; > 0 siten, ettd |g(z)] < |b] + 1 kaikilla
x € B'(xg,01). Valitaan da > 0 ja d3 > 0 siten, ettd

3

2(la[ + 1)

0<|z—x0| <d=|f(x)—a|l < ja 0<|x—xo] <d3=|g(z)—0| <

2(]6] +1)

Jos nyt § := min{ d1, d2, d3 }, niin kaikilla € B'(xq, ) pitee kolmioepdyhtilén nojalla

|f(z)g(z) —abl = |f(2)g(x) —ag(x) + ag(x) — ab| = |g(x)(f(x) — a) + a(g(z) — b)]
< @) (@) —al +lallg(z) — bl < (6] + 1) - g7y + lal - sy <&
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Tamé todistaa viitteen.
(iv) Todistetaan ensin implikaatio

Jim ) =12 i o=t W

Tétéd varten, olkoon 0 < & < 1 ja valitaan 0 > 0 siten, ettéd |f(x) — 1| < § kaikilla x € B'(xo,0). Téll6in
arvoilla x € B (0, 0) pétee |f(z) —1| < 5 eli § < f(z) < 3. Néin ollen kaikilla € B'(x¢,4) on voimassa
1

L@ @)
7(@) 7(@) F(@)

miké todistaa viitteen (4). Ehtoa (4) kédyttéden yleinen viite saadaan havaitsemalla ensin, ettd kohdan
(ii) nojalla

<21 = f(z)] <&,

1 1
lim 9(x) = lim —-g(z) =~ lim g(z) = -
T—xTQ T—T b z—xo b

-b=1.
Niin ollen kohtien (ii), (iii) sekd implikaation (4) perusteella saadaan

f(x)

b

1
o) b g T =

Esimerkki 3.3.2 (a) Olkoon P : R — R polynomi eli muotoa
P(z) = ap2™ + ap 12" "+ -+ ayx + ag.
Olkoon x¢ € R. Talloin Lauseen 13.3.1] seurauksena

lim P(x) = P(xy),

T—xo

silld Lauseen [3.3.1 kohtien (i) ja (ii) mukaan

limy g (@™ + @p12™ '+ +a1x +ag) =

lim, . @px™ 4 limy .y Gpo12™ 1 + -+ 4 limy .y, a1 + limg .y ag =
-1

ATl + ap_17y -+ ar1xo + ap.

Huomaa, ettd Lauseen [3.3.1l ehdot (i) ja (iii) voidaan helposti yleistdéd induktiolla koske-
maan kuinka monta funktiota hyvénsa.

(b) Olkoon R rationaalifunktio eli muotoa

missd P : R — R ja @ : R — R ovat polynomeja. Olkoon zg € R siten, ettd Q(zg) # 0.
Tilloin kohdan (a) ja Lauseen [3.3.1 kohdan (iv) mukaan
_ img, .y, P(z)  P(x0)
T lim, .., Q(r)  Q(wo)

Esimerkiksi
a:'3—|—2a:’—|—5_ 13+2~1+5_8

el i+ 2241 1Ay12+1 3
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Onko olemassa raja-arvo

oot -1

lim ——7

z—1 1 — gt
Lausetta [3.3.1 ei voi suoraan hyodyntéé, koska nimittdjéan raja-arvo pisteessd 1 on nolla.
Nyt kuitenkin sekd osoittaja ettd nimittéja voidaan jakaa polynomilla x — 1 ja arvoilla

x # 1 saadaan funktiolle esitys

-1 (e-1D@*+z+1) Pt a+l
-2t (1—-a)(@3+22+2+1) —a3—a2—-2—1
Néin ollen
-1 ? +a+1 P+1+41 3
lim = lim — —
e—1]1—g4 e-l—g3—22—2—-1 —-13-12-1-1 4

Jos Q(zp) = 0, mutta P(zg) # 0, rationaalifunktiolla R = g ei ole (#édrellistd) raja-arvoa

pisteessd xy. Tahan tapaukseen paadytddan aina kun xy on useampikertainen nollakohta
nimittdjapolynomille kuin osoittajapolynomille. Esimerkiksi kysyttéesséd, onko olemassa
raja-arvoa

) 2 — 22+ 1

lim ,

a—1 g3 — 32+ 3x — 3

yhtélosta
> —2r+1 (z—-1 1
w3 —3224+32 -3 (x—1)3 -1

voidaan padtelld, ettd raja-arvoa ei ole pisteessé, vrt. Esimerkki 3.3.8.

Esimerkki 3.3.3 Olkoon 2y > 0 ja n € N. Pidetddn téssd tunnettuna, etti

Jim Ve = Y. (5)
Tama tulos saadaan sivutuotteena myohemmin tarkasteltavista kdanteiskuvausta koske-
vista lauseista. Jos n € N on pariton, ehto (5) pétee kaikilla zp € R. Lasketaan ominai-

suuteen (5) nojaten raja-arvo
- VE+a =5
lim ~————.
T— T

Lauseen 3.3.1 kohtaa (iv) ei voi suoraan hyodyntdd, koska nimittajan raja-arvo on nolla.
Kuitenkin laventamalla summalla /5 + = + v/5 saadaan

Vi+z—+v5 1 T 1 40
= . = , T .
x r V5+z+vV5 VEFz++5

Néin ollen Lauseen 13.3.1 (iv) nojalla

y VE+z—+/5 . 1 lim,_.o1 1
im ———— = lim = = .
—0 T =0 /5 +x + /5 lim, 0v/5+ 2+ lim,_.g V5 256

Kuristusperiaatteesta voidaan todistaa myos seuraava versio, joka on analoginen lukujo-
nojen kuristusperiaatteen kanssa:
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Lause 3.3.4 Olkoot f,g,h: B'(zg,7) — R funktioita siten, etté
(a) f(x) < g(z) < h(zx) kaikilla z € B'(zq, 1),
(b) lim, s, f(x) = a = lim,_,, h(z).

Talloin

lim g(z) = a.

Tr—T0

Todistus. Olkoon £ > 0. Raja-arvo-oletusten mukaan on olemassa d; > 0 ja do > 0 siten, ettd

x € B'(xg,01) = |f(z)—al<e=a—cec< f(z)<a+te,
x € B'(xg,02) = |h(z)—al<e=a—c<h(z)<a+e.

Valitaan 0 := min{ d1, d2 }, jolloin kaikilla z € B’(xz¢,d) pétee
a—e< f(zx) <gz)<h(z)<a+e.
Siis |g(z) — a| < € kaikilla x € B'(x¢,d) ja viite seuraa. O

Itseisarvoa koskevaa raja-arvotulosta varten tarvitsemme seuraavan version kolmioepayhtalosté.:

Lemma 3.3.5 Kaikilla z,y € R pétee
x| = [yl <]z —yl. (6)
Todistus. Koska

| =z +y+ ()| <|le+yl+| -yl =]z +yl + |yl

saadaan |z| — |y| < |z +y|. Vaihtamalla z:n ja y:mn roolit todetaan, etté |y| — |z| < |z +y].
Nain ollen
|z = [yl < |z +yl,

josta puolestaan viite (6) saadaan korvaamalla y luvulla —y. O

Lemma 3.3.6 Oletetaan, ettd lim, ., f(z) = a. Talloin

lim [f(x)] = lal.

T—T0

Todistus. Olkoon £ > 0. Oletuksen mukaan on olemassa § > 0 siten, ettd |f(x) —a| < ¢
kaikilla x, 0 < |z — x| < J. Toisaalta Lemman 3.3.5 mukaan

f (@) = lall < |f(z) —al.

Siis || f(x)] — |a|| < € kaikilla x, 0 < |z — x| < d. O
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Misséi tapauksissa raja-arvoa ei ole?

Kuten jonojen tapauksessa, sen perusteleminen etté raja-arvoa ei ole, on kétevinta tehda
seuraavan Cauchyn ehdon avulla:

Lause 3.3.7 Jos funktiolla f : B'(xg,7) — R on raja-arvo a pisteessi x¢, niin kaikilla
¢ > 0 on olemassa ¢ > 0 siten, etté

,y € B'(wo,0) = |f(x) = f(y)| <e.

Todistus. Olkoon £ > 0. Raja-arvon mééritelmén mukaan on olemassa 0 > 0 siten, etté
|f(z) —a| < § kaikilla 2 € B'(x0,6). Jos nyt z,y € B'(zo,9), niin kolmioepayhtalén
mukaan

@) = F@)] = |f(@) —a+a—FW)] < @) —al +|f(y) —al < S+ ==

O

Lause 3.3.7 on kéyttokelpoinen kun halutaan osoittaa, ettd funktiolla ei ole raja-arvoa
annetussa pisteessd. Tata varten tulee ymmartaé, ettd Lauseen 3.3.7 ehdon looginen ne-
gaatio on muotoa

Je > 0s.e. Vo >0 3w,y € B'(x0,9) se. |f(x)— fy)] > e.

Esimerkki 3.3.8 (a) Olkoon

3, kunz > 10
f(z) = { 1, kun z < 10.

Osoitetaan Lauseen [3.3.7 avulla, etta funktiolla f ei ole raja-arvoa pisteessd x = 10. Tata
varten, olkoon £ = 1 ja olkoon ¢ > 0 mielivaltainen. Valitaan z ja y siten, ettd

10—d<z<10 ja 10<y<10-+0.
Télloin x,y € B(10,0), mutta
[f(z) = fy)l=1-3]=2>¢.

Siis Lauseen 3.3.7 ehto ei toteudu, joten raja-arvoa ei ole olemassa pisteessd 10. Intuitii-
visesti tulkiten funktiolla on ”hyppy” pisteessa 10.

(b) Olkoon
fla)=1, x#0

Osoitetaan, ettd funktiolla f ei ole raja-arvoa origossa. Tété varten, olkoon ¢ = 1 ja
0 < 0 <1 mielivaltainen. Valitaan x = g, Yy = —%. Téalloin =,y € B'(0,0) siten, etté

f@) - Sl =5 +3 =5 =42

Siis Lauseen [3.3.7 ehto ei toteudu, joten raja-arvoa ei ole olemassa origossa. Intuitiivisesti
tulkiten funktio kasvaa/vihenee liikaa origoa lihestyttaessa.
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(c) Olkoon
1
f(z) =sin—, x#0.
x
Osoitetaan, ettéd funktiolla f ei ole raja-arvoa origossa. Téaté varten, olkoon e = 1jad > 0
mielivaltainen. Talloin pisteille
1 1
koor T Tk

Ty —

patee |f(zg) — f(ye)] = 1 > € vaikka zy,y, € B'(0,0) kunhan & € N on riittavéin
suuri (huomaa, ettd limy o xx = 0 = limy_ yx). Intuitiivisesti tulkiten funktio oskilloi
(=vaihtelee) liian tihedssd origoa ldhestyttiessa.

(d) Térked patologinen esimerkki on funktio

] 0, kunzeQ
f(x)_{L kun z € R\ Q,

jolla ei ole raja-arvoa missddn pisteessi xo € R (harjoitustehtavi). Intuitiivisesti tulkiten
funktio oskilloi liian tiheéissé kaikkialla.

3.4 Jatkuvuus
Toispuoleiset raja-arvot

Maidritelma 3.4.1 Olkoon r > 0. Funktiolla f :Jzg — r, zo[— R on vasemmanpuoleinen
raja-arvo a € R pisteessd xg, merkitdan

lim f(z) =a,

=Ty
jos jokaista € > 0 vastaa ¢ > 0 siten, etta
x €|rg — , x0[= | f(z) —al <e.

Vastaavasti funktiolla f :]zg, xo + r[— R on oikeanpuoleinen raja-arvo a € R pisteessi
T, merkitdan

Jim ) o

jos jokaista € > 0 vastaa § > 0 siten, etté

x €|xg, o+ = |f(x) —a| <e.

Huomautus 3.4.2 Jatkossa pidetddn tunnettuna, ettd myds toispuoleiset raja-arvot to-
teuttavat Lauseen [3.3.1 perusominaisuudet. Néiden todistamiseksi riittdd muuntaa todis-
tuksissa d-ehdot toispuoleiseksi.

Esimerkki 3.4.3 (a) Funktiolle

3, kunz > 10
f(x)_{l, kun z < 10
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pétee lim,_,1o- = 1, lim,_,1o+ = 3.

(b) Olkoon f: R, — R, f(x) = /z, missia n € N. Tilloin
I 7() =0= ).

Perustelu: Olkoon ¢ > 0. Télloin f:n aidon kasvavuuden nojalla (Lemma 3.1.13) kaikilla
x € R, patee ekvivalenssi

If(z) —0|<e <= Vr<e <= <"

Valitaan ¢ = ™. Talloin ehdosta 0 < x < § = &" seuraa ehto |f(z) — 0] < e.

Jos n on parillinen, funktiota f ei ole méaritelty origon vasemmalla puolella. N&in ollen
vasemmanpuoleisesta raja-arvoa ei voida puhua.

Jos n on pariton, vastaavalla tavalla ndhdééan, etta

lim () = 0= £(0)

Lemma 3.4.4 Funktiolle f : B'(xg,r) — R pétee

lim f(z) =a

Tr—X0
jos ja vain jos
lim f(z)=a ja lim f(z)=a.

CE—>$0 (E—)CEO

Todistus. Implikaatio vasemmalta oikealle on triviaali. Kdénteisen implikaation todista-
miseksi olkoon € > 0. Toispuoleisten raja-arvojen maaritelmisté seuraa, ettd on olemassa
01 > 0 ja d9 > 0 siten, etté

ro<r<wzo+d = |f(x)—al<e,
To—h<r<z) = |f(r)—0a|<e.

Jos nyt ¢ := min{ dy, > }, niin oletuksesta 0 < |z — xy| < 0 seuraa, ettd |f(z) —a| < e.
O

Esimerkki 3.4.5 Olkoon
f(:r):{ ) 22 +2x, kunz >1
—x°—=3r+a, kunzxz<l1,
missd a € R on vakio.
Kysymys: Milld vakion a € R arvoilla raja-arvo lim,_.; f(z) on olemassa?

Vastaus: Lemman 3.4.4 ja Esimerkin [3.3.2 kohdan (a) nojalla
lim (—2* — 37 +a) = lirnl(—x3 —3r+a)=—-4+a

rx—1—
ja
1i1{1+(x2 +2z) = lirr%(x2 +2z) = 3.

Lemman 3.4.4 mukaan raja-arvo lim,_,; f(z) on olemassa tdsmélleen silloin kun —4+a = 3
eli kun a = 7.

52



Jatkuvuuden méiritelmé ja perusominaisuudet

Maéritelméi 3.4.6 Olkoon r > 0. Funktio f : B(xg,r) — R on jatkuva pisteessd xg, jos

lim f(z) = f(zo).

T—T0

Edelleen f : [zg,xg + r[— R on oikealta jatkuva pisteessi xq, jos

lim f(z) = f(wo)

1’—>$3_

ja f:Jzo — r,xe] — R on vasemmalta jatkuva pisteessi g, jos

lim f(x) = f(xo)

T—T)

FEpsilon-delta-kielelld funktio f : B(xg,7) — R on jatkuva pisteessé xq, jos jokaista € > 0
vastaa 0 > 0 siten, ettd

x € B(xg,0) = |f(x) — f(z0)| < e.

Jos funktio f ei ole jatkuva pisteessi xg, sanotaan ettd f on epdjatkuva pisteessi xg.

Huomautus 3.4.7 Vaikka tavanomaiset alkeisfunktiot ovatkin maérittelyjoukossaan jat-
kuvia, on helppo antaa esimerkkeji epéjatkuvista funktioista. Jos funktio f on epédjatkuva
pisteessi xg, on kaksi mahdollisuutta:

(1) funktiolla f ei ole raja-arvoa pisteessi zg, ks. Esimerkki [3.3.8.

(2) funktiolla f on raja-arvo lim, .., f(z) =: a, mutta a # f(zo). Yksinkertainen esi-

merkki tésta on funktio
) = 1, kunx =0
7Y 2, kunw # 0.

Tapauksessa (2) voidaan puhua epdolennaisesta epéjatkuvuudesta, koska funktio
saadaan jatkuvaksi médritteleméalld se uudestaan pisteessé .

Jatkuvuus sidilyy funktioiden tavanomaisissa algebrallisissa operaatioissa. Huomaa, etti
raja-arvon laskusdiantojen vastaavista viitteistd saadaan véalittomaésti:

Lause 3.4.8 Jos f ja g ovat jatkuvia pisteessd zg, niin funktiot

= f(z)+9(z) ja z— flz)g(z)
ovat jatkuvia pisteessd xg. Lisiksi funktio

f(x)

g9(x)

on jatkuva pisteessi zg olettaen, ettd g(zg) # 0.
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Todistus. Todistetaan malliksi osamadrad koskeva viite. Oletusten mukaan

lim f(z) = f(zo) ja lim g(x) = g(xo) # 0.

T—T0 T—T0

Lauseen 3.3.1 kohdan (iv) nojalla

lim &—+% =

f(x)  f(xo)
v=ro g(z)  g(wo)

O

Esimerkki 3.4.9 Epédjatkuvan funktion avulla voidaan konstruoida lisdé epéjatkuvia
funktioita seuraavasti: Oletetaan, ettd f on jatkuva pisteessi xg ja g on epdjatkuva pis-
teesséd xg. Talloin

(a) f+ g on epéjatkuva pisteessé xo,
(b) fg on epéjatkuva pisteessi xq jos f(xg) # 0.

(c) 4 on epéjatkuva pisteessi zo, jos f(zo) # 0.

Todistetaan malliksi (b). Tétd varten tehddén antiteesi: Funktio i on jatkuva pisteessd
xo, h(z) = f(x)g(z). Lauseen [3.4.8 mukaan funktio ¢ = h/f on jatkuva pisteessi xo, miké
on ristiriidassa oletuksen kanssa.

Lemmasta 3.3.6/ seuraa valittomasti:

Lause 3.4.10 Olkoon f jatkuva pisteessi xy. Télloin kuvaus

v [f(2)]

on jatkuva pisteessa xg.

Esimerkki 3.4.11 Esimerkiksi funktio
f(z) = max{2® + 7,22 — 52}

on jatkuva kaikilla xq € R, silld tarkasteltavat funktiot ovat jatkuvia pisteessid xq ja
kaikilla a,b € R pétee

max{a,b}:;(|a—b|+a+b). (7)

Yhtélon (7) toteamiseksi kirjoita kumpikin puoli auki sekéd tapauksessa a > b ettd ta-
pauksessa a < b.

Lause 3.4.12 Jos f on jatkuva pisteessé zg ja (2, )nen on lukujono siten, ettéd lim,, . z, =
xo, niin lim,, ., f(z,) = f(20).
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Todistus. Olkoon € > 0. Koska lim,_.,, f(xz) = f(zo), on olemassa § > 0 siten, etté
|z — x| <6 = |f(x) — flzo)] <e.
Toisaalta lukujonon méaéritelmén nojalla on olemassa n. € N siten, etté
n>n. = |z, — xo| < 0.
Siis
n>ne=lr, — x| <d=|f(z) - flzg)| <&
eli viite patee. 0O
Muuntamalla Lauseen 3.4.12 todistuksessa d-ehdot toispuoleisiksi saadaan vastaavat viitteet

toispuoleisille raja-arvoille:

Lause 3.4.13 Jos f on oikealta jatkuva pisteessi xy ja (2, )nen on lukujono siten, ettéd
T, > xo kaikilla n > ng seké lim,, o , = xo, niin lim,,_, f(z,) = f(zo). Vastaava viite
pétee pisteessd xy oikealta jatkuvalle funktiolle f.

Esimerkki 3.4.14 Lauseen 3.4.13/ nojalla

1
lim {/— =0.
n—oo \l n

Maarataan

V2 +3—V3n+38
lim )

n—00 n
Laventamalla saadaan
V2n+3—-+v3n+8  (2n+3)—(Bn+8) -n—>5
n S n(V2n+3+V3n+8)  n(vV2n+3+V3n+38)
Téssé lim,, %‘5 = —1 ja koska
! _ L

V2n+3+V3n+8 ~ /n’

niin kuristusperiaatteen nojalla lim,, m = 0. Raja-arvon laskussadintojen

mukaan tarkasteltava raja-arvo on 0.

Lause 3.4.15 Olkoon f jatkuva pisteessi ¢ ja g jatkuva pisteessd f(xg). Talloin yhdis-
tetty funktio g o f on jatkuva pisteessi xg.

Todistus. Olkoon € > 0. Valitaan d; > 0 siten, etté
y € B(f(20),61) = |9(y) — g(f(z0))| <e.
Valitaan edelleen d, > 0 siten, ettd
x € B(xo,02) = |f(z) — f(zo)| < 1.
Siis
x € B(wo,d2) = |f(x) = f(wo)| < 1= |g(f(x)) — g(f(w0))| <e.
Tamé todistaa viitteen, silld |g(f(z)) — g(f(x0))| = |(go f)(x) — (go f)(zo)] <e. O
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Suljetulla vililla jatkuva funktio

Olkoot a,b € R, a < b. Funktiota f : [a,b] — R sanotaan jatkuvaksi suljetulla vdililli
[a7 b]? jOS
lim f(z) = f(a) ja lim f(z) = f(b)

r—at r—b—

seka

lim f(z) = f(zo)

Tr—T0
kaikilla zy €]a, b].

Seuraavan lauseen todistus perustuu olennaisesti taydellisyysaksiomaan. Lisdksi kidytetdan
Lausetta [3.4.12 ja sité, ettd epayhtélo siilyy raja-arvossa.

Lause 3.4.16 (Bolzanon lause) Olkoon f : [a,b] — R jatkuva siten, ettd f(a)f(b) <0
(f(a) ja f(b) ovat erimerkkiset). Talloin on olemassa ¢ €]a, b, jolle f(c) = 0.

Todistus. Voidaan olettaa, ettii f(a) < 0 ja f(b) > 0, silld jos niin ei ole tarkastellaan funktiota — f.
Merkitaén
E={z€lab]| f(z) <0}.

Joukko E on epityhji (a € F) ja ylhdiltd rajoitettu. Tdydellisyysaksioman nojalla on olemassa sup E €
R. Merkitédén ¢ := sup F ja osoitetaan, ettd ¢ on haluttu piste. Supremumin méédritelmén mukaan jokaista
n € N vastaa x,, € E siten, ettd ¢ — % < xp < c. Nyt lim, o z, = ¢, joten Lauseen [3.4.12/ nojalla

lim f(z,) = f(c).

n—oo

Koska epiyhtilo siilyy niin lukujonon kuin funktionkin (toispuoleisessa) raja-arvossa, seuraa ehdosta
f(zn) < 0 kaikilla n € N raja-arvolle f(¢) = lim, o f(z,) < 0 ja toisaalta ehdosta f(z) > 0 kaikilla

¢ < z < b seuraa toispuoleiselle raja-arvolle f(c) = lim,_ .+ f(x) > 0. Siis vilttamétta f(c) =0. O

Bolzanon lausetta voidaan soveltaa mm. algebrallisten yhtdloiden nollakohtien lukuméérén
tarkasteluun.

Esimerkki 3.4.17 Tarkastellaan yhtaloa

P(z) = 2* — 42 + 5r — 1.

Nyt P(0) = —1 ja P(1) = 1, joten Bolzanon lauseen mukaan yhtalolla P(x) = 0 on
ratkaisu z €]0, 1[. Ratkaisua saadaan arvioitua paattelemélla

P(1)>0 =  ratkaisu vililld |0, 1|,

P(;)>0 = ratkaisu vililld |0, 1,

P(3) <0 = ratkaisu vililld |5, 7],

Seuraus 3.4.18 (Bolzanon lause II) Olkoon f : [a,b] — R jatkuva siten, ettd f(a) #
f(b). Talloin f saa jokaisen arvon lukujen f(a) ja f(b) vélistd jossakin pisteessé avoimella
vélilla |a, b[.
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Todistus. Voidaan olettaa, ettd f(a) < f(b). Olkoon C €]f(a), f(b)[. Muodostetaan
apufunktio F' : [a,b] — R,

F(x) = f(z) - C.
Télloin F' on jatkuva vélilld [a,b] ja F(a) = f(a) — C < 0 sekd F(b) = f(b) — C > 0.
Bolzanon lauseen mukaan on olemassa ¢ €]a, b[ siten, ettd F'(¢) = 0 = f(¢) — C. Mutta
talloin f(c) =C. O

Bolzanon lauseen versiota II voidaan kayttdd mm. funktioiden kuvajoukkojen méaraamiseen.
Esimerkki 3.4.19 Olkoon n € N parillinen ja f(x) = 2™, missé x € R,. Esimerkissi

7?7 kidytettiin hyviksi tietoa f(R,) = R,. Perustellaan véite Bolzanon lauseen avulla.
Olkoon y € R,. Osoitetaan, ettd y € f(R,). Koska

U [kn’ (k + 1)n] = R+
k=0
(tam& seuraa Arkhimedeen ominaisuudesta), on olemassa k = 0,1,... siten, ettd y €

(k" (k +1)"]. Jos y = k™ tai y = (k + 1)", niin f(k) = y tai f(k+ 1) = y. Voidaan
siis olettaa, ettd y €]k™, (k + 1)"[. Lauseen 3.4.18 nojalla f saa arvon y jossakin vélin

|k, k + 1] pisteessé. Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa, ettd parittomilla luvuilla n € N
patee f(R) = R.

Seuraavan tutun lauseen todistus on varsin syvéllinen, joten se sivuutetaan tissd koko-
naan, ks. esimerkiksi Myrberg: Differentiaali- ja integraalilaskenta, osa 1, ss. 98-101.

Lause 3.4.20 Olkoon f : [a,b] — R jatkuva. Télloin funktio f saa vélillad [a,b] pie-
nimmén ja suurimman arvonsa eli on olemassa pisteet z,y € [a, b] siten, ettd

f(z) = max f([a,b]) ja f(y) = min f([a,b]).
Lausetta [3.4.20 tarvitaan talld kurssilla lahinna dariarvotarkasteluissa.

Huomautus 3.4.21 Huomaa, etti erityisesti suljetulla vililla jatkuva funktio f : [a, b] —
R on rajoitettu, so. on olemassa M > 0 siten, ettd |f(z)| < M kaikilla = € [a, b]. Luvuksi
M voidaan valita esimerkiksi

M = max{ | min f([a, b))|, | max f([a, b)) }.

Jatkuvuus avoimessa joukossa

Maiaritelméa 3.4.22 Joukkoa A C R sanotaan avoimeksi vdliksi, jos A on muotoa |a, b,
la,+o0[, | — 00,b] tai A = R. Edelleen, joukko U C R on awvoin, jos U on mikd hyvinsi
avoimien viélien yhdiste.

Huomautus Positiivisten reaalilukujen joukko ]0, oo[ on avoin. Joukko U = R\{1,2} on
avoin, mutta ei avoin vili. Avoimet joukot ovat luonnollisia funktioiden méérittelyjoukkoja
silloin kun tarkastellaan jatkuvuutta ja derivoituvuuttal

Maéaritelma 3.4.23 Olkoon U C R avoin. Télloin funktiota f : U — R sanotaan jatku-
vaksi (joukossa U), jos f on jatkuva jokaisessa pisteessi z € U.
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