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Johdanto

On helppo antaa esimerkkejd ilmidistd, joihin liittyy useita muuttujia ja
joihin liittyvid kysymyksid ei voida selvittdd yhden muuttujan funktioiden
differentiaali- ja integraalilaskennan avulla.

Esimerkki 0.0.1 (a) Tarkastellaan lampétilaa T tietyssa tilassa. LAmpétila
riippuu paitsi paikasta myos ajanhetkesté. Paikka voidaan kolmiulotteisessa
avaruudessa ilmaista kolmen paikkakoordinaatin x, y, z avulla, joten ilmaise-
malla ajanhetki muuttujalla ¢ merkitdan 7' = T'(x, y, z, t). Talla tarkoitetaan,
ettd suure T riippuu muuttujista z,y, z, t eli T' on neljan muuttujan funktio.
Voidaan kysy# esimerkiksi sitd, missd pisteessi (z,y, z) annetulla ajanhet-
kellé ty funktio T saavuttaa suurimman arvonsa. Kyseinen optimointiongel-
ma voidaan ratkaista useamman muuttujan differentiaalilaskennan avulla,
jos Tn riippuvuus muuttujistaan tunnetaan.

(b) Tarkastellaan kahta toisistaan riippumatonta satunnaismuuttujaa X ja
Y, jotka kumpikin noudattavat normeerattua normaalijakaumaa. Tall6in kak-
siulotteisen satunnaisvektorin (X, Y') tiheysfunktio on

1 1 2 2
— —5(@*+y?)
f(x7 y) 27T€ )

missd z,y € R. Nyt esimerkiksi todennékoisyys sille, ettd —1 < X < 2 ja
0<Y < % saadaan funktion f pintaintegraalina yli nelion

1
{(z,y) eR*: -1< <2 ja ogygﬁ}.

[Imi6 yleistyy mielivaltaiseen dimensioon n, jolloin puhutaan n-ulotteisesta
integraalista. Tilastotiedetté sovellettaessa esiintyy usein funktioita, joilla on
runsaasti parametreja.

(c) Oletetaan, ettéd hiukkanen liikkuu séhkokentéssé siten voimavektori on
paikan funktio, ts. I = F(x,y,z). Voidaan kysy& esimerkiksi sitd, kuinka
suuri tyo tehdéddn, kun hiukkanen liikkuu pisteestid A pisteeseen B. Jos voi-
mafunktio seké pisteiden A ja B vilinen reitti (kdyra) tunnetaan, tyo saadaan
ns. 3-ulotteisena kayriintegraalina.

Kurssi sisdltdd useamman muuttujan differentiaali- ja integraalilaskennan
perusteet siten, etté ensisijaisesti tarkastellaan kahden muuttujan funktioi-
ta. Kahden muuttujan funktioiden olennaisena etuna on se, ettd funktion
kuvaaja ja sitd kautta tarkasteltavat ilmiot voidaan visualisoida kolmiulot-
teisessa avaruudessa. Esimerkiksi kurssilla tutustutaan optimointiin ja kayra-



seké pintaintegraaleihin. Vaikka kurssilla painotetaan kaksiulotteista tapaus-
ta, keskeiset maaritelmat ja tulokset esitetéddn kuitenkin yleisessa tapaukses-
sa.

1 Vektoriavaruudet R’ ja R"

Merkitaan

R?2 = {($17I2)|ZL’1,I2€R7}7
R" = {(x1,...,2,) | z; € Rkaikillaj=1,...,n},

missi n € N, n > 2. Joukkojen R? ja R" alkioita sanotaan pisteiksi tai
vektoreiksi. Avaruuden R pisteille kdytetdan vektorimerkintdé, esimerkiksi

= (Il,JIg) € R27

- (y1’y27y3) € Rga
= (a17a2aa37a’4) € R4'

Q| @ g

Lukua z; sanotaan pisteen (vektorin) T ensimméiseksi koordinaatiksi (tai
komponentiksi), lukua xo pisteen T toiseksi koordinaatiksi (komponentiksi),
jne. Nollavektoria

0=(0,0)€R? 0=(0,0,00cR? 0=(0,...,0) €R"
sanotaan usein origoksi. Kaksi vektoriaZ = (z1,...2,) € R"jay = (y1,...,Yn) €
R" ovat samat tasméilleen silloin kun kaikki vastinkoordinaatit ovat samat,
ts. kun z; = y; kaikillat=1,... n.

Tason vektorien laskutoimitukset

Tarkastellaan aluksi avaruutta R?. Vektorien T = (x1,23) ja ¥ = (y1,¥2)
yhteenlasku mééritelladn kaavalla

T+7 = (21 + Y1, T2+ Y2).
Esimerkki Yhteenlaskun méédritelmésta saadaan
(1,2) + (3,4) = (4,6)
ja
(1,10)+ (3,7) + (—4,0) = (1 + 3+ (—4),10+ 7+ 0) = (0,10 + ).
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Huomaa, ettd yhteenlaskun liitdnnéisyyden seurauksena kahta useammankin
alkion tapauksessa vastinkoordinaatit voidaan summata ”suoraan”.

Tehtava Tutki, miten tason vektorien yhteenlasku liittyy suunnikkaaseen!

Vektorin T = (z1, z5) kertominen reaaliluvulla a méaéritelladan ehdolla

aT = (axy,axy).

Esimerkki Esimerkiksi

3(2,1) = (6,3), ;(11)::0,;% ~2(2,1) = (—4, -2).

Vektorien T ja 7 erotus maéritellaan

missé -y = —1 - (y1,¥2) = (—y1, —y2). Edelleen, vektorien T = (1, x2) ja
7 = (y1,y2) sisitulo (pistetulo, skalaaritulo) maéritellaan ehdosta

T-Y = 21Y1 + T2Y2.

Huomaa, ettd T -y € R. Sisdtulon geometrinen merkitys kdy ilmi yhtéalostéa
T-y= |T||y| COS(T’ y)a (1)

missd |[T| = /23 + 23 ja |[y| = \/y} + y3 ovat vektorien T ja ¥ pituudet (nor-

mit) ja (Z,y) on vektorien T ja y vdlinen kulma. Yhtélo (1) voidaan perustella
esimerkiksi kosinilauseen

7 —z° = [z]> + |7]* — 2[7]|7] cos(z, 7)

avulla. Asiaa késitellddn harjoitustehtavissé.

Tason R? tavanomaisille kantavektoreille kiiytetdin merkintoji e, = (1,0) ja
e, = (0,1). Niité kiiyttden vektorille T = (x1,25) € R? saadaan esitys

T = T1€1 + Toeés.

Usein merkitaan

jolloin siis



Laskutoimitukset avaruudessa R"

Yleiset médritelmét ovat analogisia. Olkoon a € R ja

T = (21,29,...,7,) €ER"
@ = (y17y27"'7yn) € Rn
TAalloin
T4+7y = (r1+y1,22+ Y2 ..., Ty +yn) € R
at = (axy,axs,...,ax,) € R,
-z = (—mx,—2x9,...,—1,) € R™

Kantavektorit ovat yleisesti muotoa

e = (1,0,0,...,0),
e = (0,1,0,...,0),

e, = (0,0,0,...,1).

Jos T = (z1,...,x,), niin kantavektoreiden avulla saadaan esitys
n
T=T1€1+ "+ Tpp = Z‘Tjéj‘
j=1
Tapauksessa n = 3 kiytetddn usein merkintojd e; = 7, €, = j, €3 = k, jolloin
T = l’lg + 1‘23 + l’gE.

Vektoreiden 7 = (z1,...,2,) € R" jay = (y1,...,yn) € R" sisitulo
madritellddn asettamalla

Ty :=T1Y1 + TolYo + - + Tpln.

Esimerkki (a) Jos n = 3, niin
e +e +e;=(1,0,0)+(0,1,0) 4+ (0,0,1) = (1,1,1).

Kyseinen piste on origokeskisen kuution, jonka sivun pituus on 2, erés karkipiste.

(b) Tapauksessa n = 4
1 1
(1,0,-2,5) - (L0,1,0) = 1- 14 0-0+(=2) - 145 -0=—1.

Lemma 1.0.2 Jos 7,7y,Z7 € R" ja a,b € R, niin
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jaT-T =0 jos ja vain jos T =0
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s
v
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(ay+bz) =aT -y + bz - Z.

—
o
~
s
—

Todistus. (a) Sisdtulon méadritelmén mukaan
T-T=a]+a5+x2>0.
Edelleen 7 - & :70 jos ja vain jos x? = 0 kaikilla i = 1,...,n. TAmi pitee jos
ja vain jos T = 0.
(b) Mééritelmén mukaan
T-y=T1y1+Tay2+  + Tuln = 101+ Y2la + 0+ Ynlpy =Y T.

(c) Suora lasku, harjoitustehtava. O

Esimerkki 1.0.3 (a) Tarkastellaan Lemman 1.0.2 (c)-kohtaa tapauksessa
n=37=(110),7=(0,3-1),z=(0,1,2),a=1jab=2 Nyt

- ((l@{— bf) = (17 170) ’ [(0737 _1) + (07274)] = (]-7 170) ) (07 573) =95.
Toisaalta

at -y+bx-z=(1,1,0)-(0,3,—1) +2(1,1,0)- (0,1,2) =342 =5.

(b) Lasketaan (Z+7) - (T+7) mielivaltaisille 7,57 € R". Lemman 1.0.2 nojalla

8

T+y)-@T+y) = 7- T+ +y-T+y) =T T+T-§+y-T+y-y
= T-T+2T-9)+7-7

Vektorin T € R"™ pituus eli norm: méaaritellidn asettamalla
| Z|=VZ T = \/x%—kx%—i-x%

Esimerkki (a) Esimerkin 1.0.3 yht&lo saa normin avulla muodon

[z +3l" = 7" + [g° + 2(z - ).
(b) Olkoot T = (1,2) jay = (4,5). Téalloin T—y = i+2j—(4i+57) = —3i—37,
joten

T3l = (=37 + (-3 = VI8
on pisteiden T ja g vilinen etiisyys. Yleisesti, kaikille 7,7 € R? normi |T — 7|
antaa pisteiden T ja ¥ vilisen etéisyyden. Tamé seuraa Pythagoraan lauseesta
(piirrd kuva). Sama ilmi6 pétee kaikissa dimensioissa (perustelu sivuutetaan).
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Lause 1.0.4 Olkoot 7,7 € R" ja a € R. Téll6in

(a) [7]| =

(b) [az|=la||7]

(¢) |z-y| <|z||y| (Schwarzin epayhtilo)
(d) |[Z74+7]| <|Z|+ |7| (Kolmioepayhtals)
) lz+7l >z 7]l

Todistus. Kohta (a) on selvé, kohdat (b), (d) ja (e) ovat harjoitustehtdvia.
Todistetaan (c¢). Voidaan olettaa, ettd T # 0. Jokaisella t € R pitee

0< (tZ+7) - (tx+7) =z + 2z - 7) + [7*.

Siis oikealla puolella on toisen asteen polynomi ¢:n suhteen ja tiedetédén, etté
polynomilla on korkeintaan yksi nollakohta. T&ll6in valttaméatta diskrimantti
on ei-positiivinen eli

(2(z ) — 4lz[*g)* < 0.

Saadaan |7 -7| < |z||y|]. O

Huomautus Kolmioepayhtdlo sanoo, ettd mielivaltaisessa kolmiossa kol-
mannen sivun pituus on korkeintaan yhté suuri kuin kahden muun sivun
pituuksien summa. Lauseen 1.0.4 kohta (e) puolestaan sanoo, ettd mielival-
taisessa kolmiossa kahden sivun pituuksien erotus on itseisarvoltaan korkein-
taan kolmannen sivun pituus.

Esimerkki 1.0.5 JosZ € R", T # 0, niin vektorin T suuntainen yksikkovektori
7y saadaan jakamalla Z normillaan eli

7
Y= 1=
kd
Nimittdin Lauseen 1.0.4 kohdan (b) nojalla 7| = |‘%|T| = %|T| = 1. Esimer-

kiksi, jos T = (1,2, —3), niin T:n suuntainen yksikkovektori on

1

V1+22+ (-

(1,2,-3).

(1,2,-3) =

W



Yleisesti avaruudessa R™ kahden vektorin T # 0 ja y # 0 vdlinen kulma (T, 7)
saadaan yhtalosta

sl
<

cos(T,7) = ——.
|7[9]

JosT #£0,7#0,jaT -y =0, sanotaan, etti T ja 7 ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan, ja merkitdin T_17.

Esimerkki Esimerkiksi aiemmin todettiin, ettéa
1
(1,0, -2, 5) -+(1,0,1,0) = —1,

joten vektorien (1,0, —2, %) ja (1,0, 1,0) vélisen kulman « kosiniksi saadaan

-1 \/§

COSt¥ = —F———

A5 V2L

4

Kulmaksi a saadaan

a = arccos(——=) ~ 1.88 (rad).

V21

Esimerkki Olkoot T = 2i — j + 2k ja § = 3i +1i + 2k. Miiritiin vakio t € R
siten, ettéd vektorit T — ¢y ja ¥ ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Nyt

T—ty=(2-3t)i+ (-1—1t)7+ (2 — 20)k,
joten

U (T—1y) =323+ 1(=1—1)+2(2—2) =9 — 14t =0

tasmalleen silloin kun ¢ = 1%.

1.1 Tason topologiaa

Reaalilukujono (xy)gen, esimerkiksi zy = %, voidaan tulkita jonoksi tasossa
R? merkitsemalld

1
Huomaa, etté [T, — 0] = |1 — 0[. Analyysi Iin kurssilta tiedetén, etté
lim zp = lim — =0,
k—oo k—oo

9



silla kaikilla € > 0 pétee
|1 0] ! <e <= k> !
——0l==<ce -
k k €

Siis jokaista € > 0 vastaa k. € N siten, ettd |z, — 0| < € aina kun k& > k. := %
(reaalilukujonon raja-arvon maaritelmé).

Yleisesti, jos (71x)ren ja (Tor)ren ovat kaksi reaalilukujonoa, niin tason R?
pisteet Ty = (x1x, T2) muodostavat jonon tasossa R2?. Esimerkiksi, jos z1 =

2+ 1 ja xyp = £, muodostuu jono

_ 1 k-3

Tason vektorijonoille suppeneminen mééaritelldadn samaan tapaan kuin reaali-
lukujonoille korvaamalla yksiulotteinen etéisyys (itseisarvo) kaksiulotteisella
etédisyydelld (normi tai moduli):

Miéritelmé 1.1.1 Olkoon (T )ren jono vektoreita tasossa R?. Jono (T ) ren
suppenee kohti pistettd € R?, jos
klim|fk—f|:0. (2)

Talloin merkitdédn
Siis ehto (2) tarkoittaa: Kaikilla € > 0 on olemassa luku k. € N siten, etté

k>k. = |T,—7| <e.

Esimerkki Osoitetaan, ettd jono

_ 94 1 k-3
Tp = - —
g ko k
suppenee kohti pistetta

T=(21)= (&g(ub, lim(k_3)>.

k—oo ]{j
Laskemalla etdisyys [T — T| saadaan

1 k—3 V10
T R T2 (T2 e VY
| T — T | \/(2—0—k 2)2 + ( 3 1) o

Tama lahestyy lukua 0, kun £ — oo.

Seuraavat reaalilukujonojen keskeiset ominaisuudet on todistettu kursilla
Analyysi I:
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Lemma 1.1.2 Olkoot z,y, xx, yr € R siten, ettd limg_ o 1 = xjalimy o yp =
y. Talloin

(a) limy o) +yx) = 2 + ¥,
(b) hmkﬂoo(:ckyk) = XY,

(¢) Jos 0 < |yk| < oy kaikilla k& € N ja limy . 2 = 0, niin limg_,o yx = 0.

Kohtaa (c) sanotaan kuristusperiaatteeksi. Kuristusperiaatteen avulla voi-
daan kitevasti todistaa:

Lause 1.1.3 Olkoon (Tp)reny C R?, T = (211, 791) ja T = (71, 12) € R2.
Talloin

o e =7
jos ja vain jos
limg oo 1 = 21
limk_,oo Top = XT2.

Todistus. Oletetaan, etté limy_ o T = 7. Télloin
0 S ]xlk—xl\ S ‘Tk—TL 1= 1,2,

joten kuristusperiaatteen nojalla limy . |z; — 24| = 0 kun ¢ = 1,2. Ol-
koon kédntden voimassa limy .. xix = x;, ¢ = 1, 2. Télloin kolmioepayhtalon
mukaan

0 < |z — 7| < |21g — 21| + |22k — T2

Oletusten ja Lemman 1.1.2 kohdan (a) nojalla

lim (|z1p — 21| + |22 — 22]) = 0,
k—oo

joten kuristusperiaatteen mukaan limy . [ZTx — Z| = 0 eli limg_o0 T = 7.
O

Esimerkki (a) Olkoon

e () (1)

Téssé siis 21, = sin(y) ja o, = cos(;). Koska sini ja kosini ovat jatkuvia
origossa, patee

) =sin0 =0
) =cos0 =1,

limg oo 21 = limy_o sin(
limg oo Top = limy_o cos(

Eal L
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ja Lauseen 1.1.3 nojalla limy_ Ty = (0, 1).

(b) Olkoon
- E? +k ek
Tp = )
PB4 2k + 1 eF £ k2
Talloin
K +k 1+ 3 1
Tk = = D) T 7 5
3k24+2k+1 3+t 3
kun £ — o0, ja
ek 1
Lok = = - 17

ek + k2 1—}—’2—,3

kun k£ — oo. Jalkimmaé&inen raja-arvo seuraa siité, ettd eksponenttifunktiolla
on ominaisuus lim, .. z"e™® = 0 kaikilla n € N, ks. Analyysi I. Lauseen
1.1.3 nojalla limy_.o0 T, = (3, 1).

Lemman 1.1.2 raja-arvon laskusdédnnot (a)-(c) patevit myos vektorijonoille:

Lause 1.1.4 Jos limg ..o Ty = T = (21,%2), iMoo T = T = (v1,92) ja
(ax)32; C R on sellainen jono, ettd limy .o ax = a € R, niin

(a) limg oo (T + 7)) =T + 7,
(b) limy_e a7y, = av,

(€) limyoo(Tk - Jy) = T - 7.

Todistus. Todistukset saadaan helposti yhdistdamélla Lemma 1.1.2 ja Lause
1.1.3. Todistetaan malliksi (c). Koska

T Up— T = T1lie+TouYor — (T191 +22y2) = (T1eyik—21Y1) + (TorYor — T2Yy2)
ja Lemman 1.1.2 (b) sekd Lauseen 1.1.3 nojalla
klirgo(xlkylk —x131) = 0, ]}LI{)lo(ﬂﬁ%yzk — Tays) = 0,

niin véite limg o0 (T - Y, — T-Y) = 0 seuraa Lemman 1.1.2 kohdasta (a). O
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Avoin joukko, suljettu joukko ja kasaantumispiste
Olkoon @ := (a1, as) € R? ja r > 0. T&llsin joukkoa
B(ar)={geR*| [g—a|<r}.

sanotaan a-keskiseksi r-séiteiseksi avoimeksi palloksi (kiekoksi). Huomaa, etta

y—al= \/(yl—a1)2+(yz—a2)2

on pisteiden 7 ja @ etéisyys. Joukkoa B(@, r) sanotaan myos a:n (r-séteiseksi)
palloympdristoksi.

Vastaavasti médritellaan suljettu pallo (kiekko)

B(a,r) = {@E R? ’ ly—a| < T}
ja punkteerattu pallo (kiekko)

B(@r)\{a} = {7eR*|0<[g-a| <r}.

Maésritelmé 1.1.5 Joukko A C R? on avoin, jos jokaista T € A vastaa pallo
B(z,r), jolle B(Z,r) C A. Joukko A C R? on suljettu, jos sen komplementti
R?\ A on avoin.

Seuraavassa esimerkissd nojataan pitkélle heuristiseen paattelyyn, vaitteitéa
ei ryhdyté jéarjestelmaéllisesti todistamaan analyyttisin keinoin.

Esimerkki 1.1.6 (a) Joukko
A= {(.731,.7}2) eR?*| 2, > 2}

on avoin, silld jokaisella T € A pitee B(T, %(Jcl —2)) C A. Todistetaan tdmé
malliksi tdsmaéllisesti. Olkoon T € A ja merkitddn r := ””1772 On osoitettava,
ettd jos ¥ € B(T,r), niin 5 € A. Kolmioepdyhtélon nojalla

33'1—2
2

[y1 — | = \/(y1—x1)2 < \/(y1—$1)2+(y2—$2)2 <r=
Jos y; > w1, niin y; > 2, silld x; > 2. Téssé tapauksessa § € A. Toisaalta,
jos y; < x1, niin

x1—2 .CE1—2 $1+2
< T — 9 <Y

ly1 — 21| < <Y1

13



Koska x; > 2, tassdkin tapauksessa 7 € A.
(b) Siis joukko

R*\ A := {(l‘l,l‘g) cR? |1 < 2}
on suljettu.

(c) Jana

{(z,0) |0<2x <10} = A

on suljettu, silli B := R?\ A on avoin. Nimittiin kaikilla 77 := (y1,y2) € B
jompi kumpi vaihtoehdoista (1) ja (2) on voimassa:

(1) Y2 7& 07
(2) yo =0, mutta y; ¢ [0, 10].

Tapauksessa (1) riittédd valita esimerkiksi r = %, jolloin B(y,r) C B. Ta-

pauksessa (2) péitee y; < 0 tai y; > 10. Jos y; < 0, riittdé valita r = %,

mistéd seuraa B(g,r) C B. Jos taas y; > 10, riittda valita r = %, misti
seuraa B(y,r) C B.

(d) Joukko
A:={(z,0) | 0 <z <10}

ei ole avoin eikd suljettu. Nimittdin A ei ole avoin, sillda T = (5,0) € A ja
B(z,m)N(R?\ A) # 0 kaikilla r > 0. Joukko A ei ole suljettu, silld 0 € R*\ A,
mutta jokainen ympéristé B(0, ) sisiltdi A:n pisteitd eli R?*\ A ei ole avoin.

(e) Myoskadn joukko
A::{x:(xl,x2)€R2|O§x1§1, O<x2<1}.

ei ole avoin eiké suljettu. Perustele!
Lause 1.1.7 Avoin pallo B(a,r) C R? on avoin joukko.

Todistus. Olkoon T € B(a,r). Riittdéd osoittaa, ettd B(Z,r9) C B(a,r), kun
ro = r — |a — Z|. Mutta kaikilla § € B(%,r) pétee [y — T| < ry, joten
kolmioepéayhtélon nojalla

g—al=g—-z+z7—a|<|y—7Z|+|[x—a|<ro+|z—7a| =r.

Siis y € B(a,r) eli B(z,ry) C B(a,r). O

14



Maisritelmé 1.1.8 Olkoon A € R?, 7 € R2. Piste T on joukon A kasaan-
tumispiste, jos jokainen pisteen T palloympéristd B(Z,r) sisdltdd vahintdin
yhden A:n pisteen 7, jolle § # 7.

pe () een)

T#llsin 0 on joukon A kasaantumispiste. Jos nimittdin > 0 on mielivaltai-
nen, niin

Esimerkki Olkoon

11 _ [2 V2 V2
(k,k>€B(0,r) = ?—?<r — k> —.

r

Lause 1.1.9 Jos T on joukon A kasaantumispiste, niin jokainen palloympéristo
B(z,r) sisdltdd ddrettoman monta joukon A pistetté. Lisiksi on olemassa jo-
no (Ty)ren joukon A pisteitd siten, etti limy o T = T.

Todistus. Oletetaan vastoin viitettd, etta pallo B(Z, r) siséltdé vain dérellisen
monta joukon A pistettd. Olkoot ndmé pisteet Z1, ..., T, € AN B(Z,r). Jos
nyt

ri=min{ [T —Ty|,...,|T — T, },
niin B(Z,r") N A = 0, mikd on ristiriita kasaantumispisteen mééritelmén
kanssa. Haluttu jono (Ty)ren saadaan yksinkertaisesti valitsemalla jokaisella
k € N jokin 7, € B(z, ) N A. Télloinhén [z, — 7| < ¢ ainakun § <e. O

2 Useamman muuttujan funktiot

Olkoon m,n € N ja A C R™. Kuvausta f : A — R sanotaan m:n muuttujan
(reaali)funktioksi.

Kuvausta f : A — R" sanotaan m:n muuttujan n-arvoiseksi kuvaukseksi.

Tapauksessa m = n > 2 kuvausta f : A — R" sanotaan myos vektori-
kentdksz.
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Esimerkki Kahden muuttujan reaaliarvoisia funktioita ovat esimerkiksi

f(z,y) = wsiny,
flz,y) = 2° +32%y — ¢,
9(@y) = Zr—y ¥#O,
h(z1,29) = cosxysinzy,
hz) = |z|+3|z[,
L, Ty 2> Ty
g(l‘bx?) -

SiIl.CL’l, r1 < Z9

missa x,y, 1, 2 € R.
Esimerkki Kahden muuttujan kaksiarvoisia kuvauksia ovat esimerkiksi

flry) = @ +y° 1 +,), zy#0,
g(x1,29) = (sinxy + cosxg,sinxy — cosxy).

Yleisesti kahden muuttujan kaksiarvoinen kuvaus f : A — R? (vektorikentt)
on muotoa

f(@) = (f1(@), f2(7))
missi fi: A—Rjafo:A—Rjazec ACR?

Esimerkki Kahden muuttujan kolmiarvoisia kuvauksia ovat esimerkiksi

g(x

y) = (2z+y,3y% 22%),
f@

) = (sinzy,cos(xy + xa), tan xy).

Yleisesti, jos A C R™, niin kuvaus f : A — R" on muotoa

f@) = (A@), (@), [u(2))

missd T € A C R™ ja reaaliarvoisia funktioita f; : A — R sanotaan f:n
koordinaattifunktioiksi (komponenttifunktioiksi).

Esimerkki 2.0.10 (a) Tarkastellaan funktiota f : R?* — R,

flz,y) = 2° + 2%

Tallsin alkukuvajoukko f~1({2}) (tasa-arvokiyri) on niiden pisteiden (z,y) €
R? joukko, joille pétee
2+ 2% = 2.

Voidaan osoittaa, ettd ko. tason pisteet muodostavat origo-keskisen ellipsin.
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(b) Tarkastellaan funktiota f : R® — R,
f(x1, 9, 3) = 3 + xf — 3x§.

Médritaan alkukuvajoukko f~1({0}). Saadaan

f@) =a3+ 2] — 325 =0 <= 23 =315 — 3.

Havaitaan, ettd ko. alkukuvajoukko on funktion g : R*> — R,
- 3

g(‘T) = 3372 - x%a

kuvajoukko g(R?). Ratkaisujoukko on pinta avaruudessa R3.
(c) Olkoon f kuten kohdassa (b) ja olkoon g : R* — R3,

9(T) = (x1 + 23,25, 21).

Nyt voidaan muodostaa yhdistetty kuvaus fog : R? — R. Kuvaukseksi fog
saadaan

(fog)(fl,’l,l'g) - f(g(xl’x?)) :f((x1+x§7x%7x1))
= 1+ (21 +23)? — 3(23)’
= 1+ 22 + 25 + 21122 — 325,

2.1 Kahden muuttujan funktion raja-arvo ja jatkuvuus

Miéritelmé 2.1.1 Olkoon @ € R? Téllsin b € R on funktion f : B(a,r) \
{a} — R raja-arvo pisteessi @, jos jokaista ¢ > 0 vastaa 6 > 0 siten, ettéd

| f(@)—bl<e
aina kun 0 < |7 —a| < §. Talloin merkitaén

lim f(z) = 0.

T—a

Esimerkki (a) Olkoon f: R?\ {0} — R funktio

F) = flaras) = 30
Osoitetaan, etté

lim f(z) = 0.

xz—0
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Olkoon € > 0. Arvioidaan lauseketta

| f(@)—=0]=]f(T)]
kirjoittamalla
2.2 2 2\2
_ T1Ty ($1 + 1‘2) 2 2 2
’f(l‘)‘: :1:%—1—:6% < x%+x% :(.751+:c2):]:v|.

Koska |Z|? < € jos ja vain jos |T| < /e, valitsemalla § < /¢ saadaan

T-0l<d=7-0<vVe=2-0°<e=|f@) -0 <e.

Esimerkki 2.1.2 Tasossa R? raja-arvotarkasteluissa tarpeellisia arvioita saa
usein kitevisti napakoordinaattien avulla. Olkoon T = (z1,75) € R?, T # 0.
Talloin

T1=T7Ccosy ja g =rsiney,
missi r = |[T| = y/2} + 23 on vektorin T normi ja ¢ € [0,27[ on vekto-
rin T vaihekulma (=vektorien i ja T vilinen kulma positiivisen suuntaan eli
vastapdiviin).

(a) Tarkastellaan edellisen esimerkin funktiota

2.2
=) S )
[(@) = f(z1,32) 24k
Sijoittamalla x; = r cos ¢, x9 = rsin ¢, saadaan
22 20502
f(@) = (rcos go)gr sin”) = r?cos’psin®p < r? = |z|?
r
kaikilla T # 0.
(b) Olkoon

flx,y)=y*—y' —2°

Sijoittamalla = = r cos ¢, y = rsin ¢, saadaan

f(z,y) = r*(sin®p — r’sin*p — cos®yp).
Kun 0 < r < 1, niin

|sin?p — r%sin*p — cos®p| < [sine| 4 |r*sin*p| + |cosp| < 3.
Saadaan arvio

[f(z,y) — 0] < 3r* = 3|(2,y) — (0,0)[,
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josta helposti ndhdéén, etté lim, ,)—.0,0) f(2,y) = 0. Nimittdin kaikilla e > 0
péatee

| f(z,y) — 0] < 3|(z,y) — (0,0)]” <&

0 < |(,y) — (0,0)] < min{l, \/j} )

Raja-arvoja tasossa tarkastellaan usein esimerkiksi pitkin kayrid. Tamén
vuoksi tarvitsemme yleisemmén raja-arvon maéritelmén.

aina kun

Maésritelmé 2.1.3 Olkoon A C R? ja olkoon @ € R? joukon A kasaantu-
mispiste. Talloin reaaliluku b € R on funktion f : A — R raja-arvo pisteessd
a joukossa A, jos jokaista € > 0 vastaa & > 0 siten, ettd

| f(z) =bl<e
ainakun 7 € A ja 0 < |7 —a| < 6. Talloin merkitédén

lim f(z) = b.
=

Huomautus 2.1.4 Jos
lim f(z) = b,

T—a
niin

lim f(z) = b

T—a

TEA
jokaisessa joukossa A C R?2, jolle @ on kasaantumispiste. Taméi seuraa vilittomésti
madritelmisté.

Esimerkki 2.1.5 Tarkastellaan funktiota

(y* — z)°
Jos x = 0, niin
"
joten raja-arvo origossa joukossa A = {(0,y) | y # 0} on 1. Jos y = kz,

k € R, niin vastaavasti

) Erat — 2k%23 + 22 ka2 —2k2x + 1 .
T, = = — L
y kixt + 22 k222 + 1
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kun z — 0. Siis raja-arvo origossa joukossa

Ap = {(z, kz) |2 # 0}

on 1 kaikilla k£ € R.

Jos x = y?, niin
(y* —y*)?
x,Y) = =0
f(x,y) STy

Siis raja-arvo origossa joukossa A = { (v, y) | v # 0} on 0. Tésté seuraa,
ettd funktiolla f ei ole raja-arvoa origossa (Mé&éritelméan 2.1.1 mielessé). Ni-
mittdin Huomautuksen 2.1.4 mukaan funktiolla f on origossa seké raja-arvot
0 ettd 1, miké ei ole mahdollista koska raja-arvo on yksikésitteinen. (Raja-
arvon yksikésitteisyys on intuitiivisesti ilmeistd ja myoskin helppo todistaa
kolmioepéyhtélon avulla. Todistus kuitenkin sivuutetaan.)

Esimerkki 2.1.6 Tarkastelemalla raja-arvoja suorilla saadaan ainoa mah-
dollinen ehdokas funktion raja-arvoksi.

(a) Olkoon
f(z,y) = (cos z)(cosy)e 3V Hv,

Masratadn raja-arvo origossa pitkin z-akselia. Saadaan
f(x,0) = (cosz)e"1V",
joten kosinin ja eksponenttifunktion jatkuvuuden nojalla

:lvlg%f(%()) = f(0,0) =L

Madrdtadn raja-arvo pisteessé (0, 7) pitkin y-akselia. Saadaan vastaavasti

£(0.y) = (cosy)e TV,

joten
7

lim £(0,9) = £(0,5) =0.

Mydhemmin nidhdéédn, miksi raja-arvoviitteet patevit myos Maéritelméan
2.1.1 mielessa.

(b) Olkoon



Maarataan funktion f raja-arvo origossa. Suoralla y = 0 saadaan f(z,0) =0
kun x # 0, joten ainoa mahdollinen raja-arvo origossa on nolla. Todistetaan
viite
lim x,y) =0.
(z,)—(0,0) fz.y)

Sijoittamalla © = r cos ¢, y = rsin ¢, saadaan

e s )

1+ sinpcosyp

Merkitaéan
cos?psin®p

F(p):

Reaalifunktio F' on jatkuva suljetulla valilld [0, 27], joten F saa vélilld [0, 27]
pienimmén ja suurimman arvonsa. N&in ollen on olemassa luku M > 0 siten,
ettd |F(¢)| < M kaikilla ¢ € [0, 27]. Saadaan arvio

- 1+sinpcose

’f(xay) _0‘ < MTz = M|($ay) - (07())‘27
joten 0 < |(z,y) — (0,0)| < \/% seuraa |f(x,y) — 0] < e.

Midritelmé 2.1.7 Olkoon @ € R?. Kuvauksella f : B(@,r) \ {a} — R on
raja-arvo b = (by, by) pisteessi @ jos jokaista € > 0 vastaa § > 0 siten, ettéd

|f(@) -0 <e
aina kun
0<|z—al <é.

Vastaavasti médritelldédn raja-arvo joukossa A, kun @ on joukon A kasaantu-
mispiste.

Kaksiarvoisen kuvauksen raja-arvokysymys voidaan muuntaa kahden reaali-
funktion raja-arvokysymykseksi seuraavasti:

Lause 2.1.8 Olkoon A C R? ja olkoon @ € R? joukon A kasaantumispiste.
Tilloin funktiolle f : A — R? pitee

lim f(7) = b= (b1, b2)
TeA

jos ja vain jos koordinaattikuvauksille f; ja f,

lim f1(Z) =b; ja lm fo(T) = bs.
TeA FeA
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Todistus. Oletetaan, etta

Olkoon £ > 0. Oletuksen nojalla on olemassa § > 0 siten, etté ‘ f(@) — 5‘ <e
aina kun 0 < |7 —a| < § jaT € A. Télloin

M@%wﬂzIﬂ@%wﬁSJZHM@—@FZU@—ﬂ<g

aina kun 0 < |T —a| < § jaT € A. Siis on osoitettu, etti

lim fi(7) = b, i=1.2
T T

Oletetaan kadntéden, etté

lim fi(7) = b, i=1.2
=

Olkoon ¢ > 0. Valitaan §; > 0, 1 = 1, 2, siten, ettd

O<|T—6|<5ijaT€A:>|fi(T)—bi|<g

Olkoon 0 = min{dy,d2}. Jos nyt 0 < |T—a| < 0 ja T € A, niin kolmio-
epayhtalon nojalla

@) B[ <A@ b |+ A@) b < 5 +5 =<

O

Lause 2.1.9 Olkoon @ € R? ja olkoot f,g : B(a,r) \ {a} — R funktiota,
joille
lim f(z) =be R jalimg(z) =ce R.

T—a

Talloin

(d) Jos ¢ # 0, niin limz_z %

—

b
=

=
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Todistus. Viitteet todistetaan samalla tavoin kuin vastaavat véitteet on to-
distettu Analyysi I:sséd. Ainoa olennainen ero on siiné, ettd yksiuloitteisen
etdisyyden |z — al sijaan tarkastellaan kaksiulotteista etdisyytta |z —a|. O

Huomautus 2.1.10 Lauseen 2.1.9 kohtien (a) ja (b) vastineet patevit myos
kaksiarvoisille kuvauksille. Tama todetaan helposti yhdistamaélla lauseet 2.1.8
ja 2.1.9.

Maéritelmé 2.1.11 Olkoon U C R? avoin. Tallsin funktio f : U — R on
jatkuva pisteessi a € U, jos jokaista lukua € > 0 vastaa 6 > 0 siten, ettd

f@) - f@]|<e
aina kun
|z —a| <é.

Funktio f on jatkuva joukossa U jos se on jatkuva jokaisessa joukon U pis-
teessd. Kaksiarvoisen funktion jatkuvuus pisteessé @ € U ja joukossa U
maédritellddn samalla tavoin.

Huomautus 2.1.12 Olkoon U C R? avoin. Funktion f : U — R jatkuvuus
pisteesséd @ € U tarkoittaa siis sitd, etta

lim f(z) = f(a).

T—a

Jos f: U — Rjag: U — R ovat jatkuvia pisteessi a € U, niin Lauseen
2.1.9 seurauksena funktiot f + ¢ ja fg ovat jatkuvia pisteessd a. Myos f/g
on jatkuva pisteessid @ edellyttden, ettd g(a) # 0. Lauseesta 2.1.8 seuraa,
ettd kaksiarvoinen funktio on jatkuva pisteessd @ tédsmélleen silloin kun sen
koordinaattifunktiot ovat jatkuvia pisteessi a.

Esimerkki 2.1.13 (a) Osoitetaan, etti funktio f : R? — R,

f(f) = I,

on jatkuva joukossa R?. Tété varten, olkoon @ € R? ja osoitetaan, etté

lim f(7) = f(@) = a.

T—a

Olkoon £ > 0. Kolmioepayhtédlon nojalla
£@) = f@] = a1 — o] < [z —al
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Siis |f(z) — f(@)] <ejos |T—a| <e:=4.
(b) Olkoon f: R? — R, missi

f(@) = g(21)

ja g : R — R on jatkuva. Télloin f on jatkuva joukossa R?. Viitteen to-
distaminen jatetddn harjoitustehtdviksi, vertaa (a). Luonnollisesti vastaava
viite pétee jos f(T) = g(z2), missd g on jatkuva reaalifunktio.

(¢) Kohdan (b) nojalla esimerkiksi funktiot
(z,y) = cosz, (z,y) e, () —a®  (z,y) = dy' +2y7
ovat jatkuvia joukossa R?. Lauseen 2.1.9 seurauksena myos funktio
(z,y) — 3(cosx)e¥ + 5y* + 2y*
on jatkuva joukossa R?. Vastaavasti esimerkiksi funktio g : A — R,

73:Ey—|—y+7m2
o 2 g2 ’

g(w,y)

T

on jatkuva joukossa A = {(z,y) € R? | 2* # y*}. Huomaa, etti A on
avoin, silld yleisesti pitee: alkukuvajoukko { (z,y) € R? | f(z,y) # g(z,y) }
on avoin aina kun f : R> — R ja g : R?> — R ovat jatkuvia. Taméin
todistaminen sivuutetaan.

(d) Méaratéaan

, 2?2 — 2zy + o>

lim — 7
(zy)—(L,1) r—y

7Y

Joukossa A = { (z,y) € R?* | x # y } pitee

2 —2ay+y®  (x—y)?
r—y oz —y

=T —y.

Koska funktio (x,y) — x — y on jatkuva joukossa R?, niin

2 _ 2 2
lim oAty lim (z—y)= lim (z—y =1-1=0.
(z,y)—(1,1) r—y (zy)—(1,1) (z,y)—=(1,1)
xFy T#y

Jatkuvuus siilyy myos jatkuvia kuvauksia yhdistettéessé:
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Lause 2.1.14 Olkoot n,m,k € N ja olkoot U C R" ja V C R™ avoimia.
Jos kuvaus f : U — V on jatkuva pisteessid @ € U ja kuvaus g : V — R” on
jatkuva pisteessd f(a@) € V, niin yhdistetty kuvaus go f : U — RE,

(go f)(x) = g(f(x)),

on jatkuva pisteessé a.

Todistus. Olkoon £ > 0. Jatkuvuusoletusten mukaan on olemassa luvut 6; >
0 ja 9o > 0 siten, etté

7 — f@] <d=|g(f(@)—-9g@<e
ja
|T —a| < 0y = |f(a) — f(T)| < 1.
Siis
7 —al <0y = |f(@) — f(T)] <& = |g9(f(@) —g(f(@))] <e.
O

Esimerkki 2.1.15 (a) Esimerkiksi funktio
f(2,y) = (cosz)(cosy)e 1V H”

on jatkuva joukossa R? lauseiden 2.1.14 ja 2.1.9 seurauksena. Niin ollen

m
hm .CL', = 0,0 e 1 'a hm x7 f— O’i :()7
(2,y)—(0,0) J(@,y) = J(0,0) ) (z,y)—(0,%) fay) = f( 2)

vertaa Esimerkki 2.1.6 (a).

(b) Tarkastellaan funktiota f(z,y) = (2%,y). Funktio f on jatkuva joukossa
R? ja sen iteraateille pitee

Pxy) = (fo flz,y) = fa?y) = (2, y)
Pay)=(fofof)xy =[(f ()= fla*,y) = (2%y)

f"(x,y)= (fo...of)(x,y).
n kappaletta

Kaikki iteraatit f ovat jatkuvia joukossa R? Lauseen 2.1.14 nojalla.

Huomautus Luvun 2 keskeiset méaritelméat ja tulokset voidaan helposti
yleistdd mielivaltaiseen dimensioon. Erityisesti lauseiden 2.1.8 ja 2.1.9 vasti-
neet patevat n:n muuttujan funktioille.
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3 Differentiaalilaskenta

3.1 Osittaisderivaatta

Miéritelmé 3.1.1 Olkoon @ = (ay,az) € R? ja olkoon f : B(a,7) — R
pisteen @ ympéristossid madritelty funktio. Jos on olemassa #érellinen raja-

o flar + hyaz) = f(ar, )
_ : ai , a2) — J\a1, Q2
D, f(a) = ,llli% h
niin tita sanotaan funktion f ensimmdaiseksi osittaisderivaataksi (osittaisde-
rivaataksi ensimmdisen muuttujan suhteen) pisteessi a. Vastaavasti f:n toi-
nen osittaisderivaatta (osittaisderivaatta toisen muuttujan suhteen) pisteessd
a méaaritellddn raja-arvona

9

Dﬁ@:ﬁ%ﬂ%@+2_ﬂ%@)

mikéli kyseinen raja-arvo on &déarellisené olemassa.

Jos derivaatat D, f(a) ja Dyf(@) ovat olemassa, kahden muuttujan funktio
f on derivoituva pisteessd a. Jos funktio f on derivoituva avoimen joukon
U C R? jokaisessa pisteessi, sanotaan etti f on derivoituva joukossa U.

Esimerkki (a) Olkoon f(z,y) = z%y®. Maaritiin Dy f(1,2) ja Dyf(1,2)
Maaritelmésta 3.1.1. Nyt

f+h2) - f(12) (14 h)2—12
h - h

) —8(2-1) =16 = D f(1,2),

kun h — 0, silla W on reaalifunktion z — 22 erotusosaméiiri pisteessi
1. Vastaavasti
f(1,24h) — f(1,2) (24 h)*—23

. - . —3(2%) =12 = Dy f(1,2),

kun h — 0, silla W on reaalifunktion z — 2% erotusosaméiri pisteessi
2. Yleisesti pétee

le(x,y) = Qxyg’ D2f(x7y) = 3.Z'2y2,
ks. Huomautus 3.1.2 alla.

(b) Olkoon f(T) = |z| = \/2? + 23. Onko f derivoituva origossa? Nyt

£(0,0+h) — £(0,0) VAR |h|
h ~h h’
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jolla ei ole raja-arvoa, kun h — 0 (vasemmanpuoleinen raja-arvo on —1,
oikeanpuoleinen 1). Siis lukua D, f(0, 0) ei ole olemassa. Vastaavasti ndhdéén,
ettd lukua D; £(0,0) ei ole olemassa.

Huomautus 3.1.2 Olkoon f : U — R maééritelty avoimessa joukossa U C
R? ja maédritellidn kiinnitetylld y:n arvolla yhden muuttujan funktio

g(x) = [f(z,y)

(tdssd = saa arvoja siten, ettd (z,y) € U). Jos g on derivoituva pisteessd ,
niin

h—0 h h—0 h =Dif(z.y).

Havaitaan, ettd D;f(x,y), (z,y) € U, saadaan yhden muuttujan funktion
derivoinnilla pitdmalld y vakiona ja derivoimalla muuttujan = suhteen. Vas-
taavasti Do f(z,y) saadaan pitdmalla x vakiona ja derivoimalla muuttujan y
suhteen tavanomaiseen tapaan. Koska osittaisderivaatat voidaan tulkita yh-
den muuttujan funktion derivaatoiksi, seuraavat derivoimiskaavat ovat voi-
massa:

missdé A € Rjai=1,2.

Merkinta Jatkossa kdytetddn myos klassisia merkintoja

0 0
w:le($ay)v fglg;y):DQf(xvy)

Kirjallisuudessa kiytetddn myos esimerkiksi merkint6ja f.(a) = D f(a) ja
fy(@) = Dyf(a). Kun osittaisderivaatat ovat olemassa jossakin avoimessa
joukossa, puhutaan derivaattafunktiosta Dy f, Do f, % jne.

Esimerkki 3.1.3 (a) Jos
f(w.y) =2y" + 2" siny,
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niin Huomautuksen 3.1.2 nojalla kaikilla (z,y) € R? pitee
D f(x,y) = 3y*x* +423siny, Dof(z,y) = 2yz® + 2 cosy.

Jos
g(z,y) =y* + €™,
niin kaikilla (z,y) € R?

Dig(z,y) =0+e™ - a(axf) =y
ja
Dag(x,y) =2y + ™ - 0296;) S
(b) Olkoon
0 kun (z,y) = (1,0)
Fay) = { 2 kun (2,y) # (1,0)

Pisteen (1,0) ulkopuolella osittaisderivaatoiksi saadaan

Y (x — 12 + 9% — 2(x — 1)ay?
[(z = 1)2 4 22

le(x7y> =

) 3zy*[(z — 1)% + v?] — 2y(xy?)
(z —1)2 + 2)2

D2f(x7 y) =

Suora derivoiminen ei onnistu pisteessa (1,0), joten derivaattoja on tarkas-
teltava Madritelmén 3.1.1 pohjalta. Saadaan
f(1+h70)_f(170> O_O_

Dy f(1,0) = lim Y = lim —— =0

ja
f(,h) = f(0) K
h =M e = A=t

Useamman muuttujan funktion osittaisderivaatat

Olkoon funktio f mééritelty pisteen @ = (aq,...,a,) € R™ ympéristossi ja
olkoon j € {1,...,n}. Jos raja-arvo
vees@i+hy o ay) — I ¥ S
D, f(a) = lim f(ay a; + a) — f(a a; an)

h—0 h
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on adrellisend olemassa, sitd sanotaan f:n osittaisderivaataksi j :nen muuttu-
jan suhteen.

Esimerkki Funktion

f(@) = f(x1, 22,23, 74) = 2323 + sin(zg + x4) + 774

osittaisderivaatat ovat

Dif(7) = 2mw3+0+4 ™7™ Dy(x) + 24) = 23123 + "1,
=1

Dyf(T) = 0+ cos(zy+ x4) + 0 = cos(zy + x4),

Dsf(z) = af,

Dyf(T) = cos(wa+ x4) 4+ 170,

Esimerkki 3.1.4 Yhden muuttujan funktioiden teoriasta poiketen kahden
muuttujan funktioille derivoituvuus pisteessé ei takaa edes jatkuvuutta pis-
teessd. Olkoon

flz,y) = 1, kitnx=0taiy=20
Y771 0, muulloin joukossa R2.

Ilmeisestikédan funktio f ei ole jatkuva origossa, silld f saa jokaisessa origon
ympéristossa sekd arvon 0 ettd arvon 1. Kuitenkin

h,0) — f(0,0 o 1-1
le(o,o):}llii%f( >hf( ) h—0 h

ja vastaavasti Dyf(0,0) = 0. Jatkossa médritelladnkin osittaisderivaattoja
vahvempi derivoituvuuden kisite, differentioituvuus, joka takaa mm. jatku-
vuuden.

Miiritelmé 3.1.5 Olkoon f : B(a,r) — R derivoituva pisteessi a € R?.
Talloin funktion f gradientti pisteessd @ on vektori

Vf(f,y) = (le(x7y)7D2f(x7y>)

Myo6hemmin kurssilla havaitaan, etté gradientin normilla |V f(z, y)| on téirkea
rooli funktion kidyttaytymistarkasteluissa.

Esimerkki 3.1.6 (a) Olkoon
F(@) = el = eVritos
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kun T = (x1,22) € R?. Lasketaan |V f(7)|. Osittaisderivaatoiksi saadaan
1 1
Dif(@) =[S (et +a3)72 2], Daof (@) = e[ (a] +a3) 72 - 2],

joten

Vi@ = /Dif(@)*+ Dof (@)
Ve (23 (22 + 23) ! + 23(aF + 23) )
el

(b) Olkoon f(7) = |z|%, missd a > 0 ja T € R?. Tillsin
Vf(@)] = afz]*™
kaikilla 7 € R?. Tdmiin osoittaminen jitetiifin harjoitustehtiviksi.

Kohtien (a) ja (b) funktiot ovat esimerkkejd radiaalisista funktioista, so.
funktioista, jotka riippuvat vain normista |Z|. Téllaisia funktiota on help-
po kisitelld ja ne ovat useamman muuttujan analyysissa térkeité.

3.2 Differentioituvuus

Olkoon f : R — R pisteessé 2y € R derivoituva reaalifunktio. Muodostetaan
erotusosamédran avulla erotuksen A funktio

f(l'() +h})’/—f<$0) N f/(xo), h 7& 0.

Té&llsin limy,_ge(h) = 0 ja funktion arvojen erotukselle saadaan esitys
flxo+h)— f(xg) = f'(x0)h + he(h).

Téamén esityksen vastine otetaan differentioituvuuden madritelméaksi useam-
man muuttujan funktioille:

g(h):=

Maiaritelméa 3.2.1 Funktio f : B(a,r) — R on differentioituva pisteessai
a € R?, jos on olemassa luvut o; € R ja ay € R siten, etti

f@+h) — f(@) = arhs + ashy + | | () (3)

ja € on jossakin origon punkteeratussa ympéristossi midritelty vektorin h =
(h1, he) funktio, jolle

lim e(h) = 0.

h—0
Funktio f : U — R on differentioituva avoimessa joukossa U C R?, jos f on
differentioituva jokaisessa pisteessid a € U.
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Huomaa, ettd merkitseméllda @ = (aq,a9) yhtédlo (3) saadaan pistetuloa
kédyttden muotoon

f@+h) - f@=a-h+|n|eh).
Lause 3.2.2 Jos funktio f on differentioituva pisteessd @, niin f on derivoi-
tuva pisteessi a ja

D1f<a> = 4, Dgf(ﬁ) = (9.

Todistus. Todistetaan ensimmaista osittaisderivaattaa koskeva vaite. Oletuk-
sen mukaan funktiolla f on esitys

F@+h) = f(@ = ashy + ahy + | | (B), (4)

missd £(h) — 0 kun h — 0. Valitaan h = (hy,0), missd h; € R\ {0} on niin
pieni, ettd esitys (4) pitee vektorille h. T#ll6in

flay 4 hi,a2) — flay,az) f@+h)— f(a) _aghy n @
hl B hl B hl hl

= a;te(h) — ay,

kun h — 0. Siis
D, f(a)

Toista osittaisderivaattaa koskeva vaite késitellaan vastaavasti. O

_ lim flar + hy,a2) — f(a, as) ~
h1—0 hl

Lause 3.2.3 Jos f: B(a,r) — R on differentioituva pisteessi @ € R?, niin
f on jatkuva pisteessé a.
Todistus. Olkoon € > 0. On loydettiava § > 0 siten, ettd

| f(Z) — f(a)]| <e, kun |ZT —a| < 0.
Oletuksen mukaan funktiolla f on esitys

f@+h) = f(@ = arhy + ashs + | B| (h),

missé £(h) — 0 kun o — 0. Koska limz_g5e(h) = 0, 16ydetéén §" > 0 siten,
ettd |e(h)| < 1 kun ’E‘ < ¢’. Valitaan § = min ((5’ < ) Josnyt |7 —a| <

a1 1
d, niin Schwarzin epayhtélon (Lause 1.0.4) nojalla (merkitdén h =

[f@ - f@| = |f@+h)—f@|=|a-h+|n|()|
< B+ 5] [<0)| <[] (151 + | 0

jz—al(lal+1) <o(lal+1) <z (al+1) =«

T—a)

IN
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Huomautus 3.2.4 Koska differentioituvuudesta seuraa jatkuvuus (Lause
3.2.3), mutta derivoituvuudesta ei yleisesti seuraa jatkuvuus (Esimerkki 3.1.4),
on selvid, ettd derivoituvuudesta ei seuraa yleisesti differentioituvuus.

Lause 3.2.5 Olkoon U C R? avoin. Jos funktion f : U — R osittaisderi-
vaatat ovat jatkuvia joukossa U, niin f on differentioituva joukossa U.

Todistus. Todistus sivuutetaan, ks. esimerkiksi Persson-Boiers: Analys i flera
variabler, sivut 47-48. O

Lause 3.2.5 on keskeinen apukeino sen toteamiseksi, ettéd funktio on annetussa
pisteesséa differentioituval

Esimerkki 3.2.6 (a) Onko funktio f(z,y) := 2%y + 2y differentioituva ori-
gossa? Laskemalla osittaisderivaatat saadaan

le(x,y) = 2$y+y7
Dyf(z,y) = 2%+

Koska osittaisderivaatat ovat jatkuvia joukossa R?, f on kaikkialla differen-
tioituva. Erityisesti f on differentioituva origossa.

(b) Onko funktio f(x,y) := x?|y|+zy differentioituva origossa? Ensimméiseksi

osittaisderivaataksi saadaan D; f(z,y) = 2z|y| + v, joten D; f(0,0) = 0. Toi-

nen osittaisderivaatta origossa on laskettava madritelméan avulla. Saadaan
f(070+h)_f(070) 0-0

D, f(0,0) = lim h = = =0

Funktio f on siis derivoituva origossa. Funktio f on differentioituva origossa,
jos

f(O+h) = f(0) = D1f(0)h1 + Do f(0)ha + |hle(h),

missé

lime(h) = 0.

h—0

Ratkaistaan (h) ja tutkitaan sen kiyttidytymisté, kun ‘E’ — 0. Funktioksi

e(h) saadaan

f(h, hs) — f(0,0)
7]

h3|ha| + hihs
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Sijoittamalla napakoordinaatit h; = rcosy, hy = rsing, r = /h? + h3,
saadaan arvio

72 cos? |r sin | + (1 cos ) (7 sin )|
r

e(R) — 0] = <o,

kun 0 < r < 1. Téstd seuraa rutiininomaisella e —d-pééttelylld, ettd limyz _5e(h) =
0, ks. luku 2. Siis f on differentioituva origossa.

(¢) Onko funktio f(z,y) = /|zy| differentioituva origossa? Nyt osittaisderi-
vaatat origossa on laskettava méaritelmésté. Jélleen

f(0O+h,0)— £(0,0)
h

D1 £(0,0) = lim

h—0

=0

ja myds Dy f(0,0) = 0. Téssi tapauksessa funktioksi e(h) saadaan

) - [t -]

T

h% + hg ’
mutta nyt lausekkeella £(h) ei ole raja-arvoa origossa. Nimittidin suoralla

hy = 0 pitee e(h) = 0 ja suoralla h; = hy pétee e(h) = % Siis f ei ole
differentioituva origossa, koska e-funktioon liittyva ehto ei pade.

Differentiaali
Olkoon f differentioituva pisteesséd a € U. Talloin lauseketta

df (@)(h) := D1 f(a)hy + Dy f(a)hy

sanotaan (lisdykseen h liittyviksi) funktion f differentiaaliksi pisteessi a.
Differentioituvuuden mééritelmésta seuraa, ettéa

Af = f(@+h) — f(@) = df(@(h),
kun A on "hyvin pieni”.

Esimerkki Funktion f(x,y) = x3y? osittaisderivaatat ovat

Dif =32%° ja Dof =223
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Jos @ = (ay,as) = (1,2) ja h = (hy, hy) = (—0.04,0.05), niin differentiaaliksi
saadaan

df (@)(h) = Dy f(1,2)-(—0.04)+ D2 f(1,2)-0.05 = 12(—0.04)+4(0.05) = —0.28
ja erotuksen A f tarkka arvo on

Af = £(0.96,2.05) — f(1,2) = 0.96°(2.05)* — 4 ~ —0.2819.

Esimerkki 3.2.7 Differentiaalia on perinteisesti kiytetty virhearvioinnissa.
Pyritdédn esimerkiksi madrddmasn maan vetovoiman kiihtyvyys g kokeelli-
sesti mittaamalla putoamisaikaa t ja putoamismatkaa s, jolloin pétee

2s

I 5 .
s = —gt® eli g:t—Q.

2
Mittaustulokset s ja t eroavat jonkin verran todellisista arvoista s+hy, s+ hs.
T&lloin ¢g:n virhe on
0 0 2 4
99, 09, _ 2, 4s
Os ot 12 t3
Jos tiedetddn mittaustarkkuudet eli |hy | < 0 (vakio) ja |he| < 7 (vakio),
niin kolmioepayhtélon seurauksena |Ag| on likiméérin korkeintaan

£g = gls+ huyt+ ho) — g(s,t) ~ dg(s, 1)(R) = Sohy + o,

3.3 Korkeamman kertaluvun derivaatat

Jos derivaatta D,f on olemassa pisteen @ € R? ympéristossi ja D;f on
derivoituva k:nen muuttujan suhteen, saadaan toisen kertaluvun osittaisde-
rivaatta Dj, f(a@) ehdosta

Djr.f(@) = Di(D; f)(@),
missé j, k € {1,2}. Siis esimerkiksi

D h)—D
Dlgf(&) _ }llll% 1f(a1aa'2 + ]?L 1f(a1a 0'2)‘

Esimerkki Funktion
f(z,y) = 2%y* + 2" siny + cos(2z)
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osittaisderivaatat ovat

Dif(x,y) = 3y*z*+4a?siny — 2sin(2z),
Dof(x,y) = 223y + 2t cosy.

Edelleen toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat

Dy f(z,y) = 6xy*+ 122%siny — 4 cos(2z),

(z,y
D22f(x, ?/) = 223 — z*sin Y,
Diypf(z,y) = Dy(Dif(w,y)) = 6%y + 4a° cos y,
Do f(z,y) = Di(Daof(x,y)) = 6%y + 4a° cos y.

Havaitaan, ettd ehto Diof(z,y) = Doy f(z,y) patee!

Merkintd Olkoon f : U — R, missi U C R? on avoin. Tallsin merkitdin
f € CYU), jos Dif ja Dyf ovat jatkuvia joukossa U. Edelleen merkitiilin
f € C?(U), jos toisen kertaluvun osittaisderivaatat Dyyf, Doof, Diof ja
Doy f ovat jatkuvia joukossa U.

Esimerkki 3.3.1 Olkoon

wy(z®—y?) 0
f(x7 y) e I2+y2 ) kun <x7 y) f 9
0 kun (z,y) = 0.
Jos (z,y) # (0,0), niin
Dy f(oy) = Dy (&= _ Bely =)@ ) — 2u(ely — o)
LI 1 22+ 2 (22 + 2)?
(22 + 42)?2
(5)
ja
x® — 4x3y? — :Uy4
Dgf(ﬂj,y) = .= ($2 + yg)g (6)
Tuloksesta (5) seuraa
0-y°+0-y—y°  —y°
D f(0,y) = = = — k 0 7
1f( 7y) (()2 + yz)g y4 Y, un y 7& ) ( )
ja tuloksesta (6) saadaan
Dyf(z,0)=...=xz, z#0. (8)
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Osittaisderivaatat origossa ovat

0.(?~0?)
i J0R0) = £(0.0) P -0 0

D1 £(0,0) = lim ) = =y =0 )

ja
0,h)— f(0,0
Dgf(O,O):}ILiL%f(’ )hf<’>:...:o. (10)

Yhtaloista (7) ja (9) saadaan edelleen
ja yhtaloista (8) ja (10) saadaan

Taméi osoittaa, ettd aina ei pide Diaf(x,y) = Doy f(z,y)!

Lause 3.3.2 Jos f € C*(U), missi U C R? on avoin, niin

D12 f(Z) = Do f(T)

kaikillaz € U.

Todistus. Todistus sivuutetaan, ks. Persson-Boiers: Analys i flera variabler,
sivut 74-75. O

Esimerkki 3.3.3 Funktiota f € C?*(U) sanotaan harmoniseksi avoimessa
joukossa U C R?, jos f toteuttaa Laplace-yhtdilin

Af(T) == D1 f(T) + D f(7) =0
kaikilla 7 € U. Olkoon esimerkiksi

flz,y) = 2° — 3zy?.

Talloin
Dif(z,y) = 3x% — 3y,
DQf(xa y) = —0uxy,
Dy f(z,y) = 6z,
Dy f(z,y) = —6ux.
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Siis
Af('I?y) - Dllf(xay) + D22f(x7y) =06z — 62 =0
kaikilla (z,y) € R?, joten f on harmoninen joukossa R?.

Mainittakoon, ettd mm. gravitaatio- ja sdhkokenttépotentiaalit toteuttavat
Laplace-yhtdlon Dy f + Daof + D33 f = 0 avaruudessa R?. Harmoniset funk-
tiot ovat myoskin keskeisié esimerkiksi kompleksianalyysissa. Laplace-yhtalo
on esimerkki osittaisdifferentiaaliyhtdlostd.

Huomautus 3.3.4 (a) Differentioituvuus mééritelladan analogisella tavalla
yleisesti useamman muuttujan funktiolle. Siis funktio f : B(a,r) — R on
differentioituva pisteessi a € R", jos on olemassa luvut aq,...,a, € R
siten, etta

f@+h) = f(@ = arhi + -+ aphy + | 7| <(R)

ja ¢ on origon punkteeratussa ympéristossi méadritelty vektorin h = (hy, ..., hy)
funktio, jolle

lim e(h) = 0.

h—0

Funktio f : U — R on differentioituva avoimessa joukossa U C R", jos f
on differentioituva jokaisessa pisteessd @ € U. Lauseiden 3.2.2; 3.2.3 ja 3.2.5
vastineet péatevit kaikissa dimensioissa.

(b) Korkeamman kertaluvun osittaisderivaatat mééritelliéin samaan tapaan
n:n muuttujan funktioille. Lause 3.3.2 saa muodon: Jos f € C?*(U), missi
U C R" on avoin, niin

Di; f(z) = Dji f(T)
kaikilla 4,5 € {1,...,n}.

Esimerkki 3.3.5 Tarkastellaan kolmen muuttujan funktiota

fsz

origon ulkopuolella. Jos T # 0, niin

N

= (2% + a5+ 13)”

e

1 3 _
Dif(®) = —5(af + a5 4+ 23) "2 (2w1) = —ma(af + 23 + a3) 2.

Nain ollen
31’1(1]3
z>

3
Disf(@) = Dy (~ar(a + a3+ 23)72) = Saa(af o+ 2 + 25) 74 (205) =

Voidaan osoittaa (harjoitustehtavé), ettd f toteuttaa Laplace-yhtalon
D11 f(Z) + Do f(T) + D33 f(T) = 0

origon ulkopuolella.
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3.4 Gradientti ja suunnatut derivaatat

Olkoon @ = (ay, ) € R? yksikkivektori, so.

T&lloin joukko
{a+ha|heR}

muodostaa pisteen @ kautta kulkevan vektorin @ suuntaisen suoran.

Maiéritelmé 3.4.1 Olkoon f pisteen @ € R? ympéristossid médritelty reaa-
liarvoinen funktio. Jos on olemassa dérellinen raja-arvo

f(@+ ha) — f(a)
. :

O f (@) := lim

niin raja-arvoa Ogf(a) kutsutaan funktion f derivaataksi suuntaan @ pis-
teessd a.

Huomautus 3.4.2 Maéritelmista 3.1.1 ja 3.4.1 ndhd&an valittomasti, etta
&af(a) :le jOS a = (170)

ja
Oaf(@) = Daof jos a=(0,1).
Siis osittaisderivaatat ovat suunnattuja derivaattoja koordinaattiakseleiden

suuntaan.

Jos funktio on pisteessid @ € R? differentioituva, suunnatut derivaatat pis-
teessd @ saadaan gradientin V f(a) = (D; f(a), Dof(a)) avulla seuraavasti:

Lause 3.4.3 Olkoon f differentioituva pisteessi a € R?. T#lloin d5f(a) on
olemassa kaikille yksikkovektoreille @ € R? ja,

Ozf(@) = D1f(@)ar + Do f(@)ay = Vf(a) - a.

Todistus. Olkoon @ € R?, |@| = 1. Differentioituvuuden mééritelméin mu-
kaan ”pienille”lisdysvektoreille h = (hy, hy) pétee

f@+h) = f(@ = Dif(@hs + Daf(@hs + |h|e(h),
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missé limy_5e(h) = 0. Sijoittamalla h = ha saadaan
f(@+ ha) — f(a) = Dy f(a)hoq + Dy f(a@)has + |h| | @ | e(ha@),
kun reaaliluku A # 0 on tarpeeksi pieni. Néin ollen erotusosamééri suuntaan

& on _ — a
fl@+ hC;L) — /(@) =D f(@)oq + Dyf(a)as + |Z|€(ha)'

Koska limj,_o e(h@) = 0, niin

f@+ ha) — f(a)
h

Iz f(a) = }IL{% = Dif(a)oq + Dy f (@)

O

Esimerkki Maaratdaan funktion

f(a,y) = 2%y’

derivaatta pisteessi (1, 1) suuntaan (1,/3). Koska Lausetta 3.4.3 voi soveltaa
vain yksikkovektoreille, on suuntavektorin pituudeksi ensin normeerattava 1.
Jakamalla vektori (1,1/3) pituudellaan saadaan

(12)

Funktion f osittaisderivaatat ovat

Dif(z,y) = 2xy®, Duof(x,y) = 327y,

joten Lauseen 3.4.3 mukaan
1 3 3
(1) = V(11) -5 = D)+ L Dar11) = 14 2V3

Gradientin geometrinen merkitys

Suunnatun derivaatan késitteen avulla saadaan Schwarzin epayhtélod kdyttden
tulkinta gradientin geometriselle merkitykselle. Nimittdin Schwarzin epayhtélon
mukaan

Ozf(@) < |Vf(@)-al < |Vf@)lla] =|Vf(@)

Yhtasuuruus

Osf(a) = Vf(a)-a=[Vf(a)lal
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pétee tasmaélleen silloin kun vektorit V f (@) ja @ ovat samansuuntaisia. Téssa
tapauksessa

a=tVf(a)
jollekin ¢t > 0. Mutta @ on yksikkovektori, joten valttdméatta t = W ja
siis B
Y@
V(@)

On osoitettu, ettd gradientti antaa suunnan, johon funktio kasvaa/vihenee
voimakkaimmin. Esimerkiksi (todellisuutta hieman idealisoiden) vesi virtaa
alas méked siten, ettd kussakin puron pisteessié mennédin gradientin suun-
taan, kun méen pinta tulkitaan kahden muuttujan funktion kuvaajaksi.

Esimerkki 3.4.4 Useamman kuin kahden muuttujan tapauksessa suunnat-
tu derivaatta méaaritellddn analogisella tavalla kaikille yksikkovektoreille. My6s
Lause 3.4.3 pétee yleisesti: Jos f on differentioituva pisteessd @ ja @ € R",
|a| = 1, niin

Ozf(@) = D1 f(@oq + -+ Dy f(@a, = Vf(a) - a.
Lasketaan esimerkiksi funktion
flz,y,2) = ot 4+ 23y + 22°2

derivaatta pisteessi (1,2, 5) vektorin (4, —2, 2) suuntaan. Nyt vektorin (4, —2, 2)
suuntainen yksikkovektori on

 (4,-2,2) 2 -1 1
o = = ) ) .
VA2 +22+22 \V6 V6 V6
Osittaisderivaatat ovat

Dif(z,y,2) = 42+ 32y + daz,
DQf(xaya 2) = l,37
DSf(xvya Z) = 2':527

joten Vf(1,2,5) = (30,1,2) ja

Oxf(1,2,5) = (30,1,2) - <

S
Si-
8-
|
52
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3.5 Yhdistettyjen kuvausten derivoiminen

Derivaatan hyodyntdminen edellyttéa sen tuntemista, miten yhdistettyja funk-
tioita derivoidaan useamman muuttujan tapauksessa. Tarkastellaan aluksi
erikoistapausta, jossa yhdistetty kuvaus on yhden muuttujan funktio.

Esimerkki 3.5.1 Oletetaan, ettd piste (z,y) liikkuu tasossa ajan ¢ funktio-
na siten, ettd kuvauksen

t = (2(t), y(t))
koordinaattifunktiot ovat derivoituvia. Olkoon f : R? — R differentioituva.
Miten saadaan yhdistetyn funktion

F(t) = f(x(t), y(t))
derivaatta ajanhetkelld t = ¢,?7 Tarkastellaan erotusosaméairia

F(to+h) — F(to)  f(z(to+h),y(to+h)) — f(x(to),y(to))

h h

Koska f on differentioituva pisteessi (z(tg),y(to)), erotusosaméirian osoitta-
jalla on esitys

fz(to +h),y(to + 1)) — f(x(to), y(to)) =
D1 f(x(to), y(to))[x(to + h) — x(to)] + Daf (z(to), y(to))[y(to + ) — y(to)]

co ot [hle(n),

missé b = (z(to + h) — z(to), y(to + h) — y(to)) ja lim;_5e(h) = 0. Jakamalla
h:lla ja ottamalla raja-arvot, kun A — 0, saadaan

, o f(z(to +h),y(to + h)) — f(x(to), y(to))
F'(ty) = limp_o h (1)

= Dif(x(to),y(to))z'(to) + Daf ((to), y(to))y' (to),

silla Lauseen 2.1.9 nojalla

e(ﬁ) - \/(x<t0 +h) — $(to))2h+ (y(to + h) — y(to)):(ﬁ)

— \J2(t)? + ¥/ (to)? limy;_ge(R) = 0,

7]

kun h — 0.

Olkoon esimerkiksi
(2(8), (1)) = (cost,sin?)
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ja olkoon
fla,y) = 2%y,
Lasketaan funktion
F(t) = fx(t),y(t))
derivaatta pisteessd t = m. Nyt

2'(t) = —sint, ' (t) = cost,

ja
Dif(z,y) = 2xy’, Daf(x,y) = 3%y,
joten yhtélon (11) nojalla

F'(r) = Dyf(cosm,sinm) - (—sinnm) + Dof(cosm,sin) - (cos )
= 2cos(sinm)3(—sin7) + 3(cos m)*(sin7)?(cos ) = 0.

Samaan tulokseen paddytddan muodostamalla yhdistetty funktio
F(t) = (cost)?(sint)?

ja derivoimalla sita.
Sovitaan siitd, ettd pisteen @ € R™ ympéristossad méaariteltyd vektoriarvoista
kuvausta g : B(a,r) — R" sanotaan differentioituvaksi pisteessd @ € R™, jos

sen koordinaattifunktiot g;, j = 1,...,n, ovat differentioituvia pisteessé @a.
Talloin merkitdan

Dig(@) = (Dig1(a), - .., Dign(@)).
Lause 3.5.2 (Ketjusiants) Olkoon g : B(a,r) — R pisteessd @ € R™ dif-

ferentioituva kuvaus ja olkoon f pisteessi g(a) € R™ differentioituva reaa-
liarvoinen funktio. T&lléin f o g on differentioituva pisteessa a ja

Di(f 0 9)(@) = V f(g(@)) - Digl@) = Z D, f(9(@)) Dig; (a),
missd 2 =1,...,m.

Todistus. Todistuksen idea on seuraava: Jos h € R™ on ”pieni lisdys”, niin

(fog)(@+h)—(fog)@) = f(g(@+h))—f(g(@) = f(g9(@+k)—f(g9(@), (12)
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missé

El
|

g(@+h) —g(a) B
= (q@+n) —gi(@),....gn(@+n) = gu(@) = (k, ..., kn).

Koska funktiot g; ovat differentioituvia, niin Lauseen 3.2.2 mukaan
ki =gj(a+h)— ZDZgJ i+‘ﬁ‘€j(ﬁ), (13)

missé lim; 5e;(h) = 0 kaikilla j = 1,...,n. Toisaalta f on differentioituva
pisteessd g(@), joten

Flol@)+1) - flaf@) = X Dfta@)ls + [F[ 0. (1)
missé limy_5&(k) = 0. Yhdistdmélld kaavat (12), (13) ja (14) saadaan
(7o +7) = (o) @ = X (3 DSl Digy@) )+ ).

i=1

Voidaan osoittaa (sivuutetaan), ettd limy_5n(h) = 0. Siis f o g on differen-
tioituva pisteessa @ ja Lauseen 3.2.2 seurauksena

D og :Z Zgj( )
kaikillaz=1,...,m. 0O

Esimerkki 3.5.3 (a) Tapaus m =1 ja n = 3: Olkoon
f(@) = f(w1, 29, 23) = 2129 + 73
ja olkoon ¢ "ruuvikayra”
g(t) = (cost,sint, t) = (g1(t), g2(t), g3(t)),
ks. Thomas: Calculus, s. 904. Nyt
V@) = (Dif(@), D2f (), D3f(T)) = (2,21,1)

ja
Dy(t) = ¢'(t) = (91(), g(1), g5(t)) = (= sint, cost, 1).



Yhdistetyn funktion fog: R — R derivaataksi saadaan

D(fog)(t) = Vf(g(t)) - Dy(t)
= V/f(cost,sint,t) - (—sint,cost, 1)
= (sint,cost, 1) (—sint,cost, 1)
= —sin®t4cos’t +1 =14 cos2t.

Samaan tulokseen paddytéadn helpommin derivoimalla yhdistettyéd funktiota

(fog)(t)=costsint +t.

(b) Tapaus m =2 jan = 1: Télléin f o g on kahden muuttujan funktio,
(f o g)(z1,22) = f(g(z1,22))
ja ketjusdanto saa muodon
D;(f o 9)(@) = f'(9(%)) - Dig(T)

misséd ¢ = 1, 2. Olkoon esimerkiksi

22 . _ _
fl@)=e" ja g(@) = 7] = /ol +a3.
Talloin origon ulkopuolella yhdistetyn funktion osittaisderivaatoiksi saadaan

Di(f 0 9)() = f([7) 5w +23)F () = 2lle

=2 L (2g,)el™.
7]
Samaan tulokseen paddytdédn laskemalla yhdistetyn funktion
_ _ Z|2
(fog)@) = f([z]) = e
osittaisderivaatat tavanomaiseen tapaan.
(¢) Tapaus m =n = 2: Olkoon
flz,y) =log (2® + ) ja g(r,y) = (a* — y*, 2xy).
Maarataan funktio Di(f o g). Nyt

2z 2y
$2+y2’x2+y2

Vf(%@/)z( > ja Dig(z,y) = (2z,2y),

joten
Di(fog)(x,y) = Vi(g(z,y))- Dig(z,y)
= Vf(a? -y 2zy) - (27,2y)
2(2” — y?) 2(2zy)
<(x2 —2)2 4+ 42292 (22 — 12)2 + 4222 - (2x,2y)
dx(a® —y?) + 8xy?  4a® 4 dwy?
(@2 +y2)? (@2 +y?)?
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(d) Tapaus m = 2 ja n = 3: Olkoon f : R® — R differentioituva ja olkoon
h : R?> — R médritelty yht#lolla

h(z,y) = f(2* = y*, 2y, 2y).
Maarataan osittaisderivaatta Dih funktion f osittaisderivaattojen avulla.
Funktio h voidaan esittda yhdistettyna funktiona A = f o g, missa

glz,y) = (@° — y*, 2y*, 29).

Ketjusdannon nojalla

Dih(z,y) = ( (z,y)) - Dig(z,y)
= Dif(9(z,y))Dig1(z,y) + D2 f(9(z,y)) D1ga(, y)
+D3f(9 x,y))D1gs(x,y)

(,
— 2;;5171 fg(x, ) +y*Daf(g(z,y)).

(e) Oletetaan, etté differentioituva kuvaus f : R? — R? toteuttaa Cauchy-
Riemann-yht&lén

D, fo(T) = = Do f1(T) (15)

kaikillla 7 € R2. Osoitetaan, etti myos yhdistetty kuvaus f o g toteuttaa
yhtélon (15), kun -
g9(T) = aT + b,

missid a € R ja b € R% Nyt

Di(f209)(@) = V1 2(9(T)) - D1g(T) = V f2(9(7)) - (a,0) = aD1 f>(9(7))
ja

Dy(fr09)(@) = Vi(9(T)) - D2g(T) = V f1(9(7)) - (0,a) = aDs f1(9(7)),

joten

Di(fa09)(T) = aD1f2(g(T)) = —aDa f1(g(T)) = —Da(f1 0 9)(7T)

kaikilla 7 € R?. Kyseessi on yksinkertaistettu esimerkki osittaisdifferentiaa-
liyhtélon Mobiusinvarianssista. Mobiusinvarianssi on téarked ilmio komplek-
sianalyysissa ja yleensédkin osittaisdifferentiaaliyhtéloéiden teoriassa.

45



4 Kaéayrit ja pinnat

4.1 Tasokiyri ja tasokidyrin tangentti

Seuraavassa A tarkoittaa mielivaltaista vilia reaaliakselilla R ellei erikseen
muuta mainita.

Miiritelmé 4.1.1 Olkoon f : A — R? jatkuva. Télloin kuvaa I := f(A)
sanotaan (jatkuvaksi) kdyrdksi. Yhtaloparia

Yy = f2<t)7 t €A,

sanotaan kayran I' parametriesitykseksi ja t on parametri.

Esimerkki 4.1.2 (a) Olkoon f : [0,1] — R?,

fi(t) = 2+ 3t,
folt) = 142t

Tallsin I' = f([0, 1]) on jana, jonka péitepisteet ovat (2, 1) ja (5, 3). Yleisesti,
parametriesitys

r = a1+ (bl — Cll)t,

Yy = Qs -+ (bg — ag)t, te [0, 1],

antaa janan, jonka p#iitepisteet ovat @ = (ay,az) ja b = (by, by). Parametrie-
sitys saadaan myo6s muotoon

(z,y) = (tby + (1 — t)ay, thy + (1 — t)ag) = t(by, by) + (1 — t)(ay, as),

missd ¢ € [0,1].

(b) Olkoon kéyran I' parametriesitys muotoa

xr = 10cost,
y = 10sint,

missd ¢t € [0,2x]. Télloin T' on origokeskinen ympyré, jonka side on 10.
Yleisesti, jos kdyrédn [ parametriesitys on

r = a;+ Rcost,
Yy = ag+ Rsint,
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missid R > 0 jat € [0,27], niin I on ympyré, jonka keskipiste on @ = (a1, az)
ja sidde on R. Nimittéin

(x —a1)* + (y — az)® = R*cos’t + R*sin’t = R”.

(c) Olkoon T' kdyré, jonka parametriesitys on

r = cost,
y = sint,

missd t € [0,7]. Talloin T’ on se osa yksikkdympyran kehdd, joka sijaitsee
x-akselin ylapuolella. Kayra [ saadaan my6s parametriesityksen

r = t,

y = V1—t> tel0,1],
avulla. Siis kdyran parametriesitys ei ole yksikdsitteinen.

Tasokédyrin tangentin médrittelemiseksi sovitaan siité, ettd vektorit @ # 0 ja
b # 0 ovat yhdensuuntaiset, jos on olemassa reaaliluku ¢ # 0 siten, etti

a =tbh.

Vektorit @ # 0 ja b # 0 ovat samansuuntaiset, jos t > 0, ja vastakkaissuun-
taiset jos t < 0.

Maéritelmé 4.1.3 Olkoon f : A — R? jatkuva ja olkoon L tason pisteen
f(to), to € A, kautta kulkeva suora, jonka erds suuntavektori on @. T&llin
suoraa L sanotaan kayrén I' tangentiksi pisteessi f(to), jos pisteiden f(ty)
ja f(t) kautta kulkevalla suoralla on suuntavektori 3, siten, ettd on olemassa
raja-arvo lim;_;, 3, # 0 joka on yhdensuuntainen vektorin @ kanssa.

Huomautus Maéritelméssd 4.1.3 suuntavektorit eivét ole yksikésitteisia
eivatka siis esimerkiksi yksikkovektoreita yleensé.

Lause 4.1.4 Olkoon A C R avoin vili, t; € A, ja olkoon f : A — R?
pisteessi t, differentioituva kuvaus. Télloin

@ = (fi(to), f2(to))

on kiyran I' = f(A) pisteeseen f(to) liittyvén tangentin suuntavektori pis-
teessd f(tg), jos

fito)? + f3(to)* # 0.
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Todistus. Pisteiden f(to) ja f(t) kautta kulkevalla suoralla on suuntavektori

f(t) — f(to) _ <f1(t) — fi(to) fa(t) — f2(t0)> '

t —to t—ty t—1o

B, =
Koska f; ja fy ovat derivoituvia pisteessé ¢, niin lisdoletuksen nojalla

Jimn B, = (f1(to), f3(10)) #0.
O

Esimerkki (a) Ellipsin

x(t) = 2cost,
y(t) = bsint, te€[0,2n],

pisteeseen (%, %) (jota vastaa parametrin arvo ¢ = 7) piirretyn tangentin
suuntav.ektori on (—.\/%, %), silla 2'(t) = —2sint ja y'(t) = 5cost. Néin ollen
tangentin parametriesitys on

z(t) % — St
y(t) = H+ 5t tER.

Huomaa, ettd pisteen @ € R? kautta kulkevan suoran, jonka suuntavektori
on @ € R?, parametriesitys on yleisesti muotoa

x(t) a; + aqt,
y(t) = az+ aot,

missid t € R.

(b) Sykloidille
z(t) = t—sint,
y(t) = 1—-cost, teR,

saadaan derivaatoiksi
2'(t) =1—cost, ¥ (t)=sint,

joten
2'(t)? + 9/ (t)* = (1 — cost)® +sin’t = 2(1 — cost) =0

kun t = 0. Pisteessé t = 0 sykloidilla ei ole tangenttia vaikka parametriesitys
on jatkuvasti derivoituva.
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Huomautus 4.1.5 Olkoon f: A — R? jatkuva. T&lloin kuvaa I := f(A)
sanotaan (jatkuvaksi) kiyrdiksi avaruudessa R3. Yhtaloryhmii

r = fl(t)v
Yy = f2(t)7
z = fg(t), tEA,

sanotaan kayrén [ parametriesitykseksi. Jos

fi(to)® + f5(to)* + fi(to) # 0,

niin avaruuskiayrian I' = f(A) pisteeseen f(tg) liittyvéin tangentin suuntavek-
tori pisteessé f(fp) on muotoa

a = (fi(to), fa(to), f3(to)).

Tamé nahddén aivan kuten edelld tasokéayrille. Avaruuskéayrilld ja kdyran
tangentilla on seuraava fysikaalinen tulkinta: Kéyra I' = f(A),

v = fi(t),
y = f2(t)7
z = fi(t), teA,

antaa kappaleen paikan avaruudessa R? ajan ¢ funktiona ja derivaattavekto-
ri (2/(tg), v (to), 2'(to)) antaa liikkeen suunnan ajanhetkelld t = t,. Edelleen

derivaattavektorin normi \/ ' (to)? + y'(to)? + 2'(t9)? antaa liikkkeen nopeuden
ajanhetkelld ¢t = ty. Mekaniikassa parametriesitykselle kiaytetddn usein mer-
kint&d ().

Tasa-arvokayra

Olkoon ¢ : U — R jatkuva, missi U C R? on avoin. Jos ¢ € R, niin
alkukuvajoukkoa

g e)={(z,y) €U | g(x,y) =c}

sanotaan g:n tasa-arvokdyriks: edellyttien, ettd kyseinen joukko on epétyhja.

Esimerkki (a) Ellipsi 22 + 2y?> = 3 on funktion g(z,y) = 2% + 2y tasa-
arvokayré.

(b) Olkoon A C R avoin ja olkoon f: A — R jatkuva. Asetetaan

g(z,y) = f(z) —y

kaikilla z € A, y € R. Télloin g(z,y) = 0 jos ja vain jos y = f(x). Siis
reaalifunktion kuvaaja on esimerkki tasa-arvokéyraista.
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Lause 4.1.6 Tasa-arvokdyrén

g7 e) ={(z,y) €U g(z,y) = c}
pisteeseen @ € g~ '(c) piirretty tangentti on kohtisuorassa gradienttivektoriin
Vg(@) néhden jos tasa-arvokayrilla on pisteen @ ympéristossi parametriesi-

tys

r = fi(t),

y = f2(t)a t €A,
missé A C R on avoin, @ = f(ty) jollakin tg € A, ja funktiot fi(t), fo(t) ovat
valilla A derivoituvia siten, etta

fi(to)? + f3(to)* # 0.

Todistus. Lauseen 4.1.4 mukaan tasa-arvokéyrilld on pisteessd @ = f(to)
vektorin (f](to), f5(to)) suuntainen tangentti. Koska

(go f)(t) =c
kaikilla ¢ € A, niin (g o f)'(t) = 0 kaikilla ¢ € A ja ketjusddnnon nojalla
pisteessa t = ty patee

(gof)(t) = Vg(f(to))- f'(to) = (Drg(f(to)), D2g(f(t0)))- (fi(to), fa(to)) = O.

Siis pisteeseen @ = f(ty) liittyvéa tangenttivektori on kohtisuorassa gradient-
tivektorin Vg(f(t9)) kanssa. O

Huomautus 4.1.7 (a) Kéytdnnossd Lausetta 4.1.6 voi huoletta soveltaa,
jos tasa-arvokayrallé ei ole terdvia kulmia, ts. tangentti on aina olemassa.

(b) Lauseen 4.1.6 maanlédheinen tulkinta sanoo: Joet virtaavat likiméérin
kohtisuoraan korkeuskéyriin ndhden, ks. Thomas: Calculus, s. 911.

Esimerkki Miké on hyperbelin 22 — y? = 1 pisteen (2, v/3) kautta kulkevan
tangentin yhtdlo? Koska hyperbeli on funktion

gz, y) = 2* —y*
tasa-arvokayri, niin g:n gradientti pisteessa (2, \/3) antaa tangentin normaa-
lin suunnan. Nyt

Vg(z,y) = (2z,—2y) eli Vg(2,v3) = (4, -2V3).
Siis normaalin kulmakerroin on —% = —§ eli tangentin kulmakerroin on
% (tunnetusti tangentin ja normaalin kulmakertoimien tulo on -1). Né&in
ollen tangentin yhtélo on

2
y—v3=

(z—2) eli 22— (V3)y—1=0.

S

3
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4.2 Tasa-arvopinnat ja tangenttitaso

Tarkastellaan tasa-arvopintoja, so. joukkoja S, jotka voidaan esittdd muo-
dossa

S=A{(z,y,2) | flz,y,2) =0},
missé f: U — R jatkuva avoimessa joukossa U C R3.

Esimerkki Ellipsoidi

2 oyt 2
flz,y,z) ::E—I—?ﬂL?—l:O

on tasa-arvopinta. Havainnollisen kuvan ellipsoidista saa ajattelemalla " pui-

kulaperunaa”.

Esimerkki 4.2.1 Jos g : U — R on jatkuva, missi U C R? on avoin, niin
yhtélo

g(z,y) =z
madrittelee tasa-arvopinnan. Tamé todetaan asettamalla
f(xaya Z) = g(m,y) -z

Télloin f(z,y,2) = 0 jos ja vain jos z = g(x,y). On myoskin selvii, etta
f on jatkuva avoimessa joukossa { (x,y,2) | (z,y) € U, z € R}. Kyseista
tasa-arvopintaa sanotaan funktion g kuvaajaksi.

Tangenttitaso

Tarkastellaan tasa-arvopintaa

S = {f(,y,2) = 0}

Olkoon (xg, Yo, 20) € S, jolloin siis f(zo, Yo, 2z0) = 0. Talloin samantapaisel-
la idealla kuin edelld tasa-arvokdyrdn tangentin tapauksessa voidaan ket-
jusddnnon avulla osoittaa, ettd pisteeseen (zg, Yo, 20) € S liittyvén pinnan S
tangenttitason 7" yhtélo saadaan ehdosta

D1 f(z0, Y0, 20)(x — 20) + Do f (70, Y0, 20) (¥ — vo) + D3 f (w0, Y0, 20) (2 — 20) = 0,

missé (z,y,z) € T on mielivaltainen. Siis V f(xg, 30, 20) on kohtisuorassa
vektoriin (x — 2o,y — Yo, 2 — 20) ndhden.
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Esimerkki Tarkastellaan tasa-arvopintaa

22 2 a2
=z + 52 + Eri 1=0.
Muodostetaan tangenttitason yhtalo pisteessé (2, 1, %) Osittaisderivaatoik-
si saadaan
— T 2z
(Vf)(llf,y,Z) - Egagv\gf)
3y (11 42
(Vf)(2717ﬁ) 17577)7

joten tangenttitason yhtéld on

1 1 V2 3

eli

+ -+ 2=0.

r Yy \/§

_— — 72’ _—
4 2 3
Huomautus 4.2.2 Palautetaan mieleen suoran ja tason yhtélot avaruudes-
sa R3.

Suoran yhtilé avaruudessa R?: Pisteen @ € R? kautta kulkevan vektorin
@ € R? suuntaisen suoran L yhtilé on

T=a+ta, teR.
Siis T € L jos ja vain jos on olemassa t siten, ettd T = a + ta.
Tason T yht#ld avaruudessa R3: Taso 7' on médritty, jos tunnetaan:
e pisteaeT,

e tason 7' normaalivektori 7, joka on kohtisuorassa jokaista tasossa T'
kulkevaa suoraa vastaan.

T&ll6in tason 7' mielivaltainen piste T toteuttaa yhtdlon
(T—a)-m=0

eli
T1N1 + ToNo + T3N3 — ANy — ANy — A3N3 = 0.

Yleisesti siis tason yhtélo on muotoa
ASL’1+B$2+C$3+D:O,

missid A, B,C, D € R ovat vakioita.

92



5 Viliarvolause ja implisiittifunktiolause

5.1 Valiarvolause

Reaalifunktioiden véliarvolause sanoo, ettd jos f : [a,b] — R on jatkuva ja
f on derivoituva avoimella vélilla ]a, b[, niin jossakin pisteessi £ €|a, b[ pétee

f) = fla) = f(E)(b —a).

Tama tarked tulos saadaan yleistettya ketjusdannon avulla useamman muut-
tujan funktioille.

Lause 5.1.1 Olkoon U C BQ avoin ja olkoon f : U — R differentioituva.
Oletetaan, etté pisteiden @, b € U vilinen yhdysjana J siséltyy joukkoon U.
Télloin on olemassa ¢ € J, jolle

f@) = f(b)=Vf(@©)-(@-0). (16)
Todistus. Pisteiden @, b € U vilinen yhdysjana on muotoa
J={ta+(1—-t)h|0<t<1}.
Maéritellaan funktio h : [0,1] — R asettamalla
h(t) = f(ta+ (1= 1)b) = (f o g)(®),

9(t) = (91(t), g2(t)) = (tar + (1 = )by, tas + (1 = )by).

Ketjusddnnon mukaan

W(t) = Vfg(t) - (9:(t)
= V() (@-

Reaalifunktioiden véliarvolauseen mukaan on olemassa £ €]0, 1], jolle

h(1) = h(0) = I'(§)(1 = 0) = K'(§).

%gé(t)) =V f(g(t)) - (a1 — by, as — by)

Siis ~ -
f@) = f(b) = Vf(g&)) - (@—0b).
Viite seuraa merkitsemélla ¢ = g(§). O

Huomautus Vastaava viite voidaan todistaa samalla tavalla n:n muuttujan
funktiolle f.
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Esimerkki 5.1.2 Olkoon f : R? — R differentioituva siten, etti
Vf(@)] =0

kaikilla 7 € R2. Télloin f on vakiofunktio. Nimittiin viliarvolauseen mukaan
kaikilla 7 € R? pitee

[f(@) = f(O)] = [Vf@)|[z -0 = 0.

Siis f(7) = f(0) kaikilla T € R?. Tulos piitee yleisesti alueille tasossa, mutta
yleinen todistus vaatii topologian alkeita ja sivuutetaan.

Esimerkki 5.1.3 Jos | Vf(Z)| < M kaikilla 7 € U jollekin M > 0 (ts. gra-
dientti on rajoitettu), niin véliarvolauseen ja Schwarzin epayhtdlon mukaan

| f(0) - f(@)|

Vi@ (@-a)
Vi@|[b-a
M‘E—a‘

IAIA

aina kun pisteiden @ ja b yhdysjana J sisiltyy joukkoon U. Ep#yhtilod sa-
notaan Lipschitz-ehdokst.

5.2 Implisiittifunktiolause

Aiemmin todettiin, ettd reaalifunktion kuvaaja on esimerkki tasa-arvokayrésté.
Implisiittifunktiolause kertoo sen milloin kddnteinen péatee lokaalisti, so. mil-
loin tasa-arvokayré on lokaalisti reaalifunktion kuvaaja. Tarkastellaan ideaa
ensin ympyréan tapauksessa:

Esimerkki Missi yksikkdympyrin 22 + y?> = 1 pisteissid (x,y) ympyrin
kaari on lokaalisti yhden muuttujan funktion kuvaaja? Esimerkiksi pisteen
(-3, —?) riittédvan pienessa palloympéristossia ympyrian kaari yhtyy funk-
tion f(z) = —v/1 — 22 kuvaajaan. Sen sijaan pisteen (1, 0) missdén ympéristossa
ympyrin kaari ei voi olla yhden muuttujan funktion g(z) kuvaaja, koska
talloin aina annettuun arvoon z liittyy kaksi ¢:n arvoa ympyrélla. Jalkimmaéisesséa

tapauksessa tangentti on pystysuora.

Lause 5.2.1 Olkoon f € C'(U), missi U C R? on avoin. Olkoon (a,b) € U
siten, ettd f(a,b) =0 ja Dyf(a,b) # 0. Télloin on olemassa avoin suorakul-
mio

D={(z,y) |a1 <z <ay b <y<b}CR?
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siten, ettd (a,b) € D ja jokaista x €|ay, as] kohti yhtalolla

f(z,y) =0

on yksikésitteinen ratkaisu y(z) €]b, bo[. Funktio z — y(x) on jatkuvasti
derivoituva valilld |a;, as| ja

le(CL, b)

(@ ==, fab)

Todistus. Todistus sivuutetaan, ks. esimerkiksi Lehto: Differentiaali- ja inte-
graalilaskenta II. O

Huomautus Funktio x — y(x) toteuttaa ehdon

f(@,y(x)) =0

kaikilla x €]ay, as[. Siis tasa-arvokéyrd f(x,y) = 0 yhtyy suorakulmiossa D
funktion x — y(x) kuvaajaan.

Esimerkki Tarkastellaan tasa-arvokayraé
flz,y) =y +ay —4=0.
Piste (3, 1) sijaitsee kiyrilla, silld 15+ 3 - 1* — 4 = 0. Nyt
Dyf(z,y) =5y* +x eli Dyf(3,1) =8#0.

Lauseen 5.2.1 mukaan pisteen (3, 1) eréissd ympéristossd kdyrd f(z,y) = 0
yhtyy erdén derivoituvan funktion = — y(z) kuvaajaan. Derivaatta y'(3)
saadaan ns. implisiittiselld derivoinnilla. Derivoidaan yhtélo

y(2)’ +ay(z) —4=0
puolittain x:n suhteen, jolloin
sy(x)'y' () + y(z) + 2y (z) = 0.
Sijoittamalla = 3, y(3) = 1, saadaan

5y (3) + 1+ 3y'(3) =0,

joten y/(3) = —%. My6s piste (—5, —1) sijaitsee kédyralla f(x,y) = 0. Kuiten-

kin Dy f(—5,—1) = 0, joten Lausetta 5.2.1 ei voi soveltaa.
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Huomautus 5.2.2 (a) Implisiittifunktion z — y(z) derivaattaa y'(a) kos-
keva kaava saadaan helposti ketjusddnnon avulla. Olkoon f : U — R diffe-
rentioituva, f(a,b) = 0 ja Dyf(a,b) # 0. Implisiittifunktiolauseen mukaan
yhtalolla f(z,y) = 0 on yksikésitteinen ratkaisu y(z) kaikilla = € |ay, as] ja
funktio x — y(x) on jatkuvasti derivoituva. Yhtélo f(z,y(z)) = 0 voidaan
kirjoittaa muodossa

F(z) := (f o g)(x) =0,

missi g(z) = (z,y(x)). Ketjusddnnon mukaan

0=F'(z) = Dif(z,y(x)) - 1+ (D2f) (@, y(x)) - ¢/ (2),
joten sijoittamalla x = a, y(a) = b, saadaan

/ . _le(CL?b)
Y (a> B D2f(a7b) '

(b) On ilmeistéd, ettd z:n ja y:n roolit voidaan vaihtaa implisiittifunktio-
lauseessa: Jos f : U — R differentioituva, f(a,b) = 0 ja D;f(a,b) # 0, niin
pisteen (a, b) erdédssé ympéaristossi tasa-arvokayra f(z,y) = 0 yhtyy funktion
y — z(y) kuvaajaan. Derivaatta z’(b) saadaan johdettua ketjusidénnon avulla
kuten kohdassa (a). Télldinen tilanne esiintyy esimerkiksi kiyréin y°+zy—4 =
0 pisteesséd (—5,1).

(c) Implisiittifunktiolause voidaan yleistdd n:n muuttujan funktioille, mutta
tdmén tarkastelu sivuutetaan.

6 Adriarvojen teoriaa

6.1 Lokaalit Aariarvot

Maaritelmé 6.1.1 Olkoon f : U — R, missd U C R" on avoin ja n € N.
Talloin
(a) funktiolla f on (lokaali) maksimi pisteessi @ € U, jos on olemassa r > 0
siten, etta f(7) < f(a) kaikilla T € B(a,r),
(b) funktiolla f on (lokaali) minimi pisteessi @ € U, jos on olemassa r > 0

siten, ettd f(T) > f(a) kaikilla T € B(a,r).

Nimityksié (Lokaali) ddriarvo on yhteisnimitys lokaalille minimille ja lokaa-
lille maksimille. Adriarvopiste on médrittelyjoukon piste, jossa ddriarvo saa-
vutetaan. Adriarvo on oleellinen, jos f(T) # f(@) kaikilla T € B(a,r) \ {a}
Maéritelméssa 6.1.1.
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Lause 6.1.2 Olkoon U C R" avoin ja f : U — R derivoituva. Jos funktiolla
f on pisteessd a € U lokaali dériarvo, niin

IVf(@)] = 0.
Todistus. Olkoon esimerkiksi funktiolla f pisteessd @ lokaali maksimi. On
osoitettava, ettd D; f(a) = 0 kaikilla ¢ = 1,...,n. Tata varten, tarkastellaan
funktiota

gz(t) = f(CLl, e ,ai,l,t,aiﬂ, e ,Cln),

missd ¢ = 1,...,n. Madritelmésta 6.1.1 seuraa, etta funktiolla g; on pisteessé
a; lokaali maksimi. Siis g.(a;) = 0. Toisaalta derivaatan ja osittaisderivaatan
madritelmén nojalla

le(a) o limhﬂo f(al7--~7ai—17ai+f;£ai+17-~~7an)7f(a)
gi(ai‘f'hiz_gi(ai) = g/(a;) = 0.

= limy_
O

Esimerkki 6.1.3 Se, etté gradienttivektori on nollavektori jossain pisteessé,
el valttamétta takaa dariarvon olemassaoloa kyseisessé pisteessi. Olkoon

fla,y) =2° =y
Nyt D7 f(0,0) = 0 = D5 f(0,0), mutta origo ei ole dériarvopiste, silld

f(O,T) = _T2<O>
f(r,0)

(r,0) = r2>0,

kaikilla r € R.

Hessen matriisi

Seuraavaksi annetaan tulos, joka antaa riittdvan ehdon #ddriarvojen olemas-
saololle. Ehto liittyy toisen kertaluvun osittaisderivaattamatriisin (Hessen
matriisi) ominaisarvoihin. T#td varten mééritellddn ensin mitd ominaisar-
voilla tarkoitetaan.

Olkoon A symmetrinen n x n-reaalilukumatriisi

a1 a2 ... A1y

as1 A9y ... QAon
A=

Ap1 QAp2 ... QApp.
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Matriisin A symmetrisyys tarkoittaa sité, ettd a;; = aj; kaikilla¢,7 = 1,...,n.
Pidetdén tunnettuna, ettd matriisin A symmetrisyyden seurauksena karak-
teristisen yhtdalon

det(A—XI)=0
ratkaisut A ovat kaikki reaalisia. Ratkaisuja A sanotaan matriisin A ominai-

sarvoiksi. Koska karakteristinen yhtélo on korkeintaan astetta n oleva poly-
nomi A:n suhteen, eri suuria ominaisarvoja on korkeintaan n kappaletta.

Esimerkki Olkoon

1 -2 2
A=1-2 5 =3
2 -3 5
Talloin
1—-X =2 2
A—- )N = -2 5—-X =3
2 -3 5-=A

ja karakteristiseksi yhtéloksi saadaan

det(A—=X) = (1=NG=-A)2+12412—-45-X) —9(1—X) —4(5— )
= M +1IA2 - 18\ = - A(\2 = 11\ + 18) = 0.

Karakteristisen yhtdlon ratkaisut (matriisin A ominaisarvot) ovat Ay = 0,
)\2 =2 ja )\3 =09.

Miéritelmi 6.1.4 Olkoon U C R" avoin ja olkoon f € C*(U). Matriisia

Dy f(@) Diof(@) ... Dif(a)
Dy f(a) Doxf(a) ... Do, f(a
H,(@) = ;f() e Dufte
Dpif(@) Dnaf(@) ... Dunf(a)

kutsutaan funktion f Hessen matriisiksi pisteessi a € U.

Huomautus Huomaa, ettd D;;f(a) = Dj;f(a) oletuksen f € C*(U) seu-
rauksena (ks. Huomautus 3.3.4 (b)). Siis Hessen matriisi on joka pisteessé
symmetrinen aina kun f € C?(U).

Lause 6.1.5 Olkoon U C R" avoin ja olkoon f € C?(U). Oletetaan, etti
V(@] =0

jollekin @ € U. T4alloin
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(a) funktiolla f on pisteessd @ lokaali minimi, jos kaikki Hessen matriisin
H¢(@) ominaisarvot ovat positiivisia, ts. A; > 0,

(b) funktiolla f on pisteesséd @ lokaali maksimi, jos kaikki Hessen matriisin
H¢(@) ominaisarvot ovat negatiivisia, ts. A\; < 0,

(c) funktiolla f ei ole pisteessd @ &ériarvoa, jos Hessen matriisilla H (@) on

seké positiivisia ettd negatiivisia ominaisarvoja.

Todistus. Lauseen todistus sivuutetaan, ks. esim. Eriksson: Flerdimensionell
analys, s. 141. O

Tasossa R? tulos saa muodon:
Seuraus 6.1.6 Olkoon U C R? avoin ja olkoon f € C%(U). Oletetaan, etti
Vf(@)]=0
jollekin @ € U. Jos determinantille pétee
D := Dy, f(@) Dy f(a) — Di2(@)* > 0, (17)
niin @ on oleellinen dériarvopiste ja kyseessd on

(a) lokaali maksimi, jos Dy f(a) <0,

(b) lokaali minimi, jos Dy f(a) > 0.
Jos D < 0, funktiolla f ei ole dériarvoa pisteessa a.

Todistus. Nyt ominaisarvoille A; ja Ay pétee (harjoitustehtavéi)

MAe = Diif(a)Daf(a) — Diaof(@)?,
)\1 + )\2 - an(ﬁ) "— Dggf(d)

Jos
D11 f(@) Dy f(a) — Diaf(@)* < 0,

niin ominaisarvot A; ja Ay ovat erimerkkiset, joten Lauseen 6.1.5 mukaan
funktiolla f ei ole pisteessd a &iriarvoa. Jos taas

Duf(a)Dggf(d) — Dlgf(a)Q > O,

niin A1, Ag, D11f(@) ja Doy f(@) ovat samanmerkkiset. Siis, jos D1 f(a) > 0,
niin A\; > 0 ja Ay > 0 eli f:1l4 on pisteessd @ lokaali minimi (Lause 6.1.5).
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Vastaavasti, jos Diqf(@) < 0, niin A\ < 0 ja Ay < 0 eli f:1l4 on pisteessd a
lokaali maksimi. O

Esimerkki Olkoon
flay) =2 +97,

eli f antaa pisteen (x,y) normin nelion. On selvéd, ettd f:1la on origos-
sa lokaali minimi. Nyt D, f(z,y) = 2z, Dof(x,y) = 2y, D1 f(z,y) = 2,
D22f($a y) = 27 Dl?f('xa y) = 07 jOten

D(0) = D11 f(0) Doy f(0) — Dy f(0)* =4 >0

ja Dllf(ﬁ) =2>0.
Nimitys Olkoot U, f ja @ kuten Lauseessa 6.1.5. Jos
[V f(@)] =0,
mutta f saa jokaisessa ympéristossi B(a,r) C U sekd suurempia ettd pie-

nempié arvoja kuin f(@), niin @ on funktion f satulapiste.

Esimerkki 6.1.7 (a) Tutkitaan funktion

flay) =a"—y*

adriarvoja. Mahdolliset dariarvopisteet 16ytyvat pisteisté, joissa gradientti on
nollavektori. Mutta |V f(z,y)| = 0 jos ja vain jos (2x,—2y) = (0,0) eli vain
tapauksessa (z,y) = (0,0). Siis origo on ainoa mahdollinen &ériarvopiste.
Mutta

D(0) = D11 f(0) Dy f(0) — D1a f(0)* = —4 < 0,

joten origossa ei ole ddriarvoa (origo on satulapiste).

(b) Tutkitaan funktion
flay) =2 +ry+y*+a—y
dariarvoja. Nyt osittaisderivaatat ovat

Dif(x,y) = 2z+y+1
Dyf(x,y) = x+2y—1.

Jos (z,y) on kriittinen piste (eli gradientin nollakohta), niin

2 + y + 1 =0
r + 2y — 1 = 0.
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Yhtéaloparin ratkaisuksi saadaan (z,y) = (—1,1). Laskemalla toisen kertalu-
vun osittaisderivaatat pisteessd (—1,1) saadaan

D(—1,1) = D1 f(=1,1)Dysf(—1,1) — Do f(—1,1)> =22 =1 =3 > 0.

Koska D1 f(—1,1) =2 > 0, funktiolla f on pisteessé (—1,1) lokaali minimi.
(c) Tutkitaan funktion

flz,y) =2° -y’ + 3ay
dariarvoja. Ensimmaéisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat

Dif(z,y) = 32°+ 3y,
Dyf(z,y) = —3y*+ 3a.

Kriittiset pisteet 10ytyvéat yhtéaloparin

322 + 3y = 0 r = ot
{—3y2+3x20 — {y:—x2

ratkaisuista. Ratkaisuiksi saadaan (z,y) = (0,0) tai (z,y) = (1, —1). Edelleen

D(0,0) = —9<0 (satulapiste)
D(-1,1) = 6:6—9=36—9>0 (minimipiste)

(d) Tutkitaan funktion

flay) =(@x—y?—a' =y

ddriarvoa origossa. Laskemalla osittaisderivaatat todetaan, ettd |V f(0)] =0

ja D(0) = 0. Siis Seuraus 6.1.6 ei sano mitéén tilanteesta. Tarkastelemalla
funktiota f x-akselilla todetaan, etta

fl,0)=2" —2* =2*(1-2*) >0 kun O < |z| < 1.
Toisaalta suoralla y = x pétee
flz,r) = —22* <0 kunz #0.

Néin ollen f saa jokaisessa origon ympéristossid arvoa f(0) suurempia ja
pienempié arvoja eli funktiolla f ei ole origossa dériarvoa.
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6.2 Sidotut Aariarvot

Sidotulla ddriarvotehtdvdlld tarkoitetaan téssd ongelmaa: Kuinka 16ydetédn
rajoittumafunktion f|B &ériarvot, kun B on tasa-arvokayri

B:={(z,y) €U |g(z,y) =0}

ja funktiot f ja g ovat jatkuvasti derivoituvia avoimessa joukossa U C R??

Sidottu ddriarvotehtava voidaan suotuisassa tapauksessa muuntaa yhden muut-
tujan funktion Addriarvo-ongelmaksi:

Esimerkki 6.2.1 (a) Olkoot
flay) =2 =2 +y ja g(z,y)=2"—y* -1
Médratadan funktion f|B aériarvot hyperbelilld
B={(z,y) eR*|2* —y*=1}.
Joukossa B pitee
fla,y) = (" +1) =20 +y=1—y" +y = h(y),

missd y € R. Siis ongelma palautuu yhden muuttujan funktion A dériarvojen
méadrddmiseen. Koska

1
h'(y)=1—2y =0 jos ja vain jos v=3

ja derivaatta vaihtaa merkkinsd + — —, funktiolla kA on pisteessd y = %
lokaali maksimi h(%) = 2. Siis funktiolla f on pisteissi (:I:%, %) lokaali mak-
simiarvo 2.

4

(b) Yleisesti, jos yhtalostéd g(z,y) = 0 voidaan ratkaista y muuttujan = funk-
tiona (tai z muuttujan y funktiona), niin sidottu d4riarvo-ongelma muuttuu
yhden muuttujan funktion dériarvo-ongelmaksi.

Yleisessa tilanteessa voidaan johtaa seuraava vélttamaton ehto dériarvon ole-
massaololle.

Lause 6.2.2 Olkoon U C R? avoin ja oletetaan, ett#
(a) f,g€ CY(U),
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(b) funktiolla f on &ériarvo joukossa B = {(z,y) € U | g(z,y) = 0}
pisteessi (a,b) € B,

(©) [Vg(a, )] # 0.

Télloin
le(a> b) DQf(avb) =0
Dig(a,b) Dag(a,b)| —
Todistus. Olkoon esimerkiksi Dyg(a,b) # 0. Télloin implisiittifunktiolauseen
mukaan yhtélo g(z,y) = 0 méirittelee erdilld avoimella valilla Jay, as], jolle
a €lay,as], muuttujan y muuttujan = jatkuvasti derivoituvana funktiona.
Ketjusddnnon nojalla funktio h :]aq, as|— R,

hz) = f(z,y(x)),

on derivoituva vélilld ]ay,as[. Oletuksen mukaan funkiolla f on &driarvo
joukossa B pisteessé (a,b), joten funktiolla h on &&riarvo pisteessd a. Siis
B (a) = 0. Mutta ketjuséénnon mukaan

h'(a) = Dif(a,y(a)) + Daf(a,y(a))y (a)

ja implisiittifunktiolauseen mukaan

, Dig(a,b)
y'(a) " Dag(a,b)’
joten
W (a) = D1 f(a,y(a)) — Daf(a. y<a>>pl§8: 2 -

Sijoittamalla y(a) = b todetaan
D1f<a7 b)Dgg(CL, b) - D2f(a7 b)Dlg(av b) = 0.

Samaan ehtoon paiddytéaéin oletuksesta Dig(a,b) # 0 vaihtamalla z:n ja y:n
roolit implisiittifunktiolauseessa (sivuutetaan). O

Esimerkki 6.2.3 Méirataan funktion
flz,y) =3z +4y —3
mahdolliset &driarvopisteet joukossa

(x —1)* +y* = 25.

63



Nyt g(z,y) = (z — 1)* + y* — 25, joten

le(l’,y) = 37
D2f(£7y) = 47
Dlg(xvy) = 2($ - 1)7
Dagl,y) = 2y.

Lausetta 6.2.2 ei voi kiyttad pisteissé, joissa funktion ¢ gradientti haviéa.
Koska |Vg(z,y)| = 0 jos ja vain jos (z,y) = (0,0), funktion ¢ gradientti
ei havid ympyrélld g(z,y) = 0. Riittda siis tutkia, milloin Lauseen 6.2.2
determinanttiehto patee ympyralld g(z,y) = 0. Koska

Dif(a,b) Daf(ab)| _ o oo\
Dyg(a,b) Dsyg(a,b) = 6y — 8( 1)=0

jos ja vain jos y = (z — 1), mahdolliset #iiriarvopisteet 16ytyviit suoran y =

3
3(z—1) ja ympyrén (z —1)? +y? = 25 leikkauspisteisté. Sijoittamalla suoran
yhtdlo ympyran yhtdloon saadaan mahdollisiksi ddriarvopisteiksi (x,y) =

(4,4) tai (z,y) = (=2, —4).

Huomautus 6.2.4 Kun ehdokkaat sidotun &#riarvo-ongelman ratkaisuksi
on loydetty, dédriarvon olemassaolo ja laatu tarkastellaan erikseen. Kysymys
voidaan palauttaa yhden muuttujan funktion #ariarvo-ongelmaksi, jos eh-
dosta g(z,y) = 0 saadaan y x:n funktiona tai = ym funktiona lokaalisti.
Esimerkin 6.2.3 tapauksessa

(a) pisteessé (4,4) lokaalisti y = /25 — (x — 1)2,
(b) pisteessi (—2, —4) lokaalisti y = —/25 — (x — 1)2.

Tyydymme kuitenkin tarkastelemaan vain mahdollisia &ériarvopisteita sido-
tun dériarvo-ongelman yhteydessa.

6.3 Globaalit diriarvot

Olkoon E C R™ suljettu ja rajoitettu (=kompakti). Rajoitettu tarkoittaa
sitd, ettd B(0,r) C E jollekin r > 0. Piddmme ilman todistusta tunnettuna
analyysin perustuloksen joka sanoo, ettd jatkuva funktio f : £ — R saa
joukossa E suurimman ja pienimmén arvonsa, ts. on olemassa pisteet T,y €
E siten, ettéd

f@) < f@ < @)
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kaikilla z € E. Todistusta késitelldéin kursseilla Metriset avaruudet/Analyysi
4. Pidetddn myos tunnettuna, ettid tasa-arvokdyrit g(x,y) = 0 ovat suljet-
tuja joukkoja aina kun g on jatkuva. N&in ollen jatkuva funktio f saa tasa-
arvokayrilla g(x,y) = 0 suurimman ja pienimmén arvonsa jos kdyra g(z,y)
on rajoitettu.

Esimerkki Tarkeitd ja yksinkertaisia esimerkkejé suljetuista ja rajoitetuista
eli kompakteista joukoista avaruudessa R"™ ovat

J(@b) = {ta+ (1—1t)b|te[0,1]}(Suljettu jana)
0B(a,r) = {7 e€R"||zT—a|=r}(Pallopinta)
B(a,r) = {z€R?||z—al=r}(Suljettu pallo).

Esimerkiksi néissd joukoissa jatkuva funktio saa aina suurimman ja pie-
nimmaén arvonsa. Myo6s esimerkiksi tason monikulmiot ovat kompakteja jouk-
koja, jos monikulmio ymmaérretdén monikulmiota rajoittavien janojen siséén
jaavien pisteiden ja reunajanojen yhdisteeksi.

Globaalilla ddriarvoilla tarkoitetaan funktion f : £ — R suurinta/pieninté
arvoa joukossa E C R", jos kyseiset arvot ovat olemassa. Globaalit d&riarvot
saadaan joko gradientin nollakohdissa tai reunakéayrélla sidotun dariarvotehtavan
ratkaisuna tapauksessa, jossa E on jonkin reunakayran siséddn jaava alue.

Esimerkki 6.3.1 (a) Madrdtdan pisteen (1,2) etéisyys suorasta y = 3z +4.
Etéisyydelld tarkoitetaan pistettéd (1,2) lahimpéné olevan suoran y = 3z + 4
pisteen etdisyytta pisteestd (1,2), ts. funktion

(2,y) = /(= 1)2 + (y — 2)?

pieninté arvoa suoralla y = 3x+4. Kyseessa on globaali sidottu ddriarvotehtava.
Laskujen helpottamiseksi voidaan yhtd hyvin minimoida funktiota

fla,y) = (x = 1)*+(y - 2)°
suoralla y = 3x + 4 eli funktiota
g(x) = (-1 +Br+4-2)> =2 - 20+ 1+ 92 + 122 +4 = 102* + 102 +5

kun z € R. Derivaatta on ¢'(z) = 20x + 10 = 0 ja derivaatan nollakohdaksi

saadaan r = —%. Etédisyydeksi saadaan
1 3 9 1 V10
—— =124+ (—=4+4-22=/-+-=—.
\/( 2 S 2 * ) \/4 * 4 2
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(b) Onko funktiolla
fla.y) = ze )

suurinta/pienint# arvoa joukossa R?? Globaalit #iiriarvot ovat lokaaleja #éiriarvoja
ja loytyvat siten gradientin nollakohdista. Nyt

D1f<£(],y) = e_(12+y2)_2x26—(x2+y2) =0 ja sz(l’,y) — _Qxye—(x2+y2) =0

jos ja vain jos 1 — 22% = 0 ja —2xy = 0 eli mahdolliset #iiriarvopisteet ovat
(:I:%, 0). Arvoiksi saadaan
1 1
+—,0)==* T2,
f5.0)

—e
V2
Sijoittamalla napakoordinaatit saadaan

N

2

|f(z,y)| = |f(rcosp,rsing)| =r| cos<,0|e_’"2 <re ™ <re”
ja tiedon lim, .o re™"" = 0 (ks. Analyysi I) avulla pétellién, ettd on ole-
massa 2 > 1 jolle

NI

)| < ;5

kaikilla 22 +1? > R?. Tiedet#in, ettd funktio f saa suurimman ja pienimméin
arvon kompaktissa joukossa B(0, R). Nidmi arvot ovat vilttimittd lokaaleja
adriarvoja, joten arvot

f(i\}é,o) il

ovat suurin ja pienin arvo pallossa B(0, R). Kyseiset arvot ovat myds suurin
ja pienin arvo koko avaruudessa R?.

(c) Maarataan funktion
flry) = wy +a

suurin ja pienin arvo joukossa A = {2? + y*> < 1}. Koska suljettu pallo
on aina kompakti, tiedetdédn ettd suurin ja pienin arvo ovat olemassa. Namé
loytyvét joko gradientin nollakohdista tai pallon reunan niisté pisteisté, joille
pétee Lauseen 6.2.2 determinanttiehto. Funktion f gradientti on V f(z,y) =
(y+1,z), joten V f(x,y) = 0 jos ja vain jos (z,y) = (0, —1). Pisteessa (0, —1)
arvoksi saadaan f(0, —1) = 0. Merkitdén

glz,y) =" +y* -1
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ja ratkaistaan Lauseen 6.2.2 determinanttiehto. Saadaan

Dif(z,y) Daof(x,y) y+1 =z 9 2
= = 2y + 2y — 22° = 0.
Dig(z,y) Dag(x,y) 2r 2y~ Y T T

Siis reunalla 22 + 32 = 1 mahdolliset diriarvopisteet 16ytyvit yhtiloparin

22+ —22 = 0 20 +2y —2(1—y?) = 0

ratkaisuista. Ratkaisuiksi saadaan (z,y) = (0,—1) tai (z,y) = (i?,%)
Arvot néissi pisteissa ovat

f0,-1) =0
1R -
joten suurin arvo on % ja pienin arvo on —34ﬁ.

(d) Masrataan kiayran
22 + 22y + 2y* = 100

etdisyys origosta. Riittd4 siis minimoida funktiota f(x,y) = z* + y? kiyrilla
g(x,y) = 2 + 2xy + 29> — 100 =0

Minimi on olemassa, silla riittda tarkastella minimia epétyhjéssd joukos-
sa {(z,y) € R* | g(z,y)} N B(0,R), joka on kompakti. Itseasiassa tasa-
arvokayri g(z,y) = 0 on kallellaan oleva origokeskinen ellipsi. Yleisesti tasa-
arvokayra

Az® 4+ By? + 2Czy + 2Dx + 2By + F = 0

on ellipsi kun AB — C? > 0, ks. Solmu 1/2001 (solmu.math.helsinki.fi). Pie-
nimmaéan arvon maéadraamiseksi ratkaistaan Lauseen 6.2.2 determinanttiehto.
Saadaan

le(ﬂi,y) D2f(x7y>’
Dlg(x7y) D2g(‘r7y>

Ratkaistaan yhtalopari

2z 2y

42 A2
242y 2w+ dy| =3 HAry Ay =0

0 = 42+ day — 492
0 = 2%+ 2zy+ 2y*> — 100

sijoittamalla napakoordinaatit x = r cosp ja y = rsin¢. Saadaan

0 = 4r?(cos? ¢ — sin® ¢ + cos psin p)
0 = 72(1+sinp?+ 2cospsinp) — 100.
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Koska r # 0, on vélttamétta

cos? @ — sin? ¢ + cos psing = 0

1 1
cos2p = —3 sin2¢ = j:?/l — (cos2p)?.

Korottamalla puolittain toiseen saadaan

eli

1
5(cos? ) =1 eli cos2p =+——=.

V5

ko. toisen asteen polynomi x:n suhteen ja saadaan

—4y + /80y? 1

Tasta saadaan ratkaisuiksi kulmat

(p = arccos £—=.

V5

Sijoittamalla niméa kulmat ehtoon 72(1+sin® ¢+2 cos psin ) = 100, saadaan
pienimmaéksi r:n arvoksi r /= 6.18. Kyseessé on ellipsin lyhyemmén péaédakselin
pituuden puolikas.
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