Analyvysi 11

Visa Latvala ja Jari Taskinen

9. toukokuuta 2003

Sisalto

7 Kayraintegraalit 68
7.1 Lyhyesti Riemannin integraalista, . . . . . . . ... ... ... 68
7.2  Kayrédintegraalin maaritelma . . . . . . . ... .00 0L 70
7.3 Vektorikentan potentiaali . . . . . . ... ..o 75
7.4 Kayran pituus ja integrointi kaaren pituuden suhteen . . . . . 82

8 Pintaintegraalit 87
8.1 Pintaintegraali yli suorakulmion . . . . . .. .. ... ... .. 87
8.2 Pinta-integraali yli yleisen alueen . . . . . . . . ... ... .. 91
8.3 Greenin kaava . . . . . ... 94
8.4 Muuttujan vaihto pintaintegraalissa . . . . . . . . . . ... .. 98



7 Kéayraintegraalit

7.1 Lyhyesti Riemannin integraalista

Jos f on positiivinen jatkuva funktio [a,b] — R, sen Riemannin integraali

/abf(x) dx

antaa kuvaajan y = f(z) ja x-akselin véliin jddvan alueen pinta-alan. TAma

seuraa (lyhyesti ilmaistuna) siitd, ettd Riemannin summat approksimoivat

kyseisté pinta-alaa ja integraali mééaritellddn Riemannin summien raja-arvona,
kun pisimmén osavélin pituus menee kohti nollaa, ks. Thomas: Calculus, s.

364. Integraalin méaéritelmé ei sindnsd edellytd funktion f positiivisuutta

ja maaritelmad huolella analysoitaessa osoittautuu, ettd tietyt epéjatkuvat

funktiot (esim. jokainen kasvava tai vdheneva funktio [a,b] — R) ovat in-

tegroituvia. Riemannin integraalin laskeminen voidaan usein suorittaa ana-

lyysin peruslauseen avulla, joka sanoo, ettd

kaikilla = € [a, b] (tdssd derivaatta ymmaérretdén toispuoleisena vélin péaétepisteissé
a ja b). On kuitenkin helppo antaa esimerkkej alkeisfunktioista, joiden in-
tegraalifunktiota ei tunneta eksplisiittisesti. Mm. normaalijakauman tiheys-
funktio on télldinen. Riemannin integraalilla on seuraavat perusominaisuu-

det.

Lemma 7.1.1 Jos f : [a,b] — R ja ¢ : [a,b] — R ovat jatkuvia, niin
(i) fPaf(x)dr = o’ f(z)dzs kaikilla o € R,

)
(i) J. ( () + g(@)) dx = [; f(a) dz + [} g(x) dz

(i) [P f(z)de = [ f(x)dz + [° f(x)dz kaikilla a < ¢ < b,

(iv) Jos f(z) < g(z) kaikilla z € [a,b], niin [ f(z)dz < [?g(z).
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Merkinnalla
/ f(x)dx

tarkoitetaan funktion f integraalifunktiota, ts. funktiota F jolle F'(x) = f(x)
funktion f mééarittelyjoukossa. Integroinnilla tarkoitetaan usein integraali-
funktion etsimistéd. Palautetaan lyhyesti mieleen keskeiset integroimiskeinot.

Esimerkki 7.1.2 (a) Tavanomaisin integroimiskeino on se, etté integraalin
sisélla oleva funktio muokataan jonkin funktion derivaataksi. Esimerkiksi

/x\/1+x2dx — ;/D((1+x2)§)dx - ;(1+x2)3 +C, CeR

(b) Osittaisintegrointikaava saadaan tulon derivoimissd&nnosté

(f9)'(z) = f'(x)g(x) + f(z)g'(x)

integroimalla puolittain. Saadaan

[@)g@) = [(f9)@) de = [ [(@)g(@)du+ [ f@)g'(@)dr,
joten
[ r@ga)de = f@)g@) - [ f@)g'(@)da.
Esimerkiksi

Jarctanxdr = [(arctanz)(Dz)dr = varctanz — [ 155 dx
= zarctanz — 1 log(1 + %) + C.

(¢) Muuttujanvaihto (eli integrointi sijoituksen avulla) perustellaan kurssilla
Analyysi III. Tarkastellaan esimerkiksi méaarattya integraalia

1
/ V1 —x2dx.
0

Merkitédén x = sint, t € [0, 7], jolloin
/

t) = —

z'(t) = -

Néin merkitsemélld saa muistisdénnon joka toimii muuttujanvaihdon yhtey-
dessd. Saadaan dxr = costdt joka sijoitetaan alkuperiiseen integraaliin. In-
tegroimisrajat muuttuvat muunnoksen mukaisesti, joten

= cost.

jus

2 bl 2.1 1
/2 V1 —sin?t(cost) dt = /2 cos’tdt = /2(§+§cos2t)dt: %
0 0 0
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7.2 Kéayriintegraalin madritelméa

Kéyraintegraali on alunperin kehitetty fysiikan tarpeisiin. Kéyraintegraali on
myo6s osoittautunut téarkedksi tyokaluksi mm. kompleksianalyysissa ja poten-
tiaaliteoriassa.

Olkoon ¢ : [a,b] — R? jatkuva. Télloin T := ¢ ([a,b]) on kiyri tasossa R?.
Kuvaus ¢ on kédyran I' parametriesitys.

Jos kéyralla on parametriesitys, joka on bijektio, sitd sanotaan kaareksi. Kiin-
nittadmaélld toinen kaaren paatepisteisté alkupisteeksi ja toinen loppupisteeksi
sanotaan, ettd kaari on suunnistettu. Jokaisella kaarella on siis kaksi suun-

nistusta. Kaari on sddnnollinen, jos silla on jatkuvasti derivoituva paramet-
riesitys.

Maisritelmé 7.2.1 Olkoon I' € R? s#dinnéllinen suunnistettu kaari ja ol-
koon ¢ = (¢1,p2) : [a,b] — R? kaaren T' jatkuvasti derivoituva paramet-
riesitys siten, ettd ¢(a) on kaaren I' alkupiste. Télloin jatkuvan kuvauksen
(vektorikentén) f = (fi, f2) : I — R? kiiyriintegraali on luku

b

[ frde+ fody = [IAGO)60) + Alp(E)eh (0] dt

a

Huomautus 7.2.2 (a) Eksakti kiyrdintegraalin mééritelma lihtee siité, etté
Riemannin summien konvergenssin idea yleistetdin kéyrille. Talloin Méaéritelmén
7.2.1 yhtalo voidaan todistaa tasaisen jatkuvuuden avulla, ks. esim. Lehto:
Differentiaali- ja integraalilaskenta II. Samalla myoskin ndhd&én, ettd inte-
graalin arvo ei riipu kaytetystd parametriesityksesta.

(b) Mééritelma 7.2.1 yleistdd tutun Riemannin integraalin

/abf(u) du

seuraavasti: Olkoon f : [a,b] — R on jatkuva, I" jana pisteesté (a,0) pistee-
seen (b,0) ja F : T — R? vektorikentti

F(a,y) = (f(2),0), (z,y) el

Tilloin (harjoitustehtéava)

b
/Fldx+F2dy:/ f(u) du.
r a
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Esimerkki Lasketaan

/x2 dz + zy dy,
r

kun I' on yksikkdympyréan kaari pisteestéd (1,0) pisteeseen (0,1).

Lasketaan kayradintegraali napakoordinaatteihin liittyvélla parametriesityk-
sella

xz@l(t):cgst C0<it<
y = pa(t) = sint - =

NS

Nyt f(z,y) = (2%, 2y) ja (1) = —sint, ph(t) = cost, joten

w/2
/xde+:vydy: / (coth-(—sint)+costsintcost>dt=0.
r 0

Kannattaa huomata, ettd kdyraintegraalin (a priori omituinen) merkintatapa
sisaltdd muistisddnnon kayrédintegraalin laskemiseksi. Merkitsemélla

r = cost
y = sint

ja kirjoittamalla samaan tapaan kuin integraalin muuttujanvaihdon yhtey-

dessa
dr = —sintdt

dy = -costdt

kéayraintegraalin tulos saadaan sijoittamalla x, v, dz, dy kiyrdintegraalin mer-
kintddn ja integroimalla yli parametriesityksen mééarittelyvélin.

Kayridintegraali voidaan laskea myos esimerkiksi kiyttden parametriesitysta

r = —t

Téalloin dx = —dt ja dy = \/W’ joten muistisddnnon mukaisesti

/x2 dr+zydy = /0 <t2 o | R AV = — ) /0 —t*+t%) d

r -1 -1

Maaritelméan yleistykset

Yleisessé dimensiossa kadyraintegraali madritelladan vastaavasti. Olkoon I' C
R" sdannollinen suunnistettu kaari ja olkoon ¢ = (¢1,...,¢,) @ [a,b] —
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R" jatkuvasti derivoituva parametriesitys siten, ettd (a) on kaaren ¢ =
©([a,b]) alkupiste. Jos funktiot f; : I' — R ovat jatkuvia, j = 1,2,...,n,
niin kuvauksen f = (f1,..., fa) (vektorikentén) kéyriintegraali on

b

[ frdw 4 fadas et fudoi= [0 +- + falo@)e (o) d

a

Sama asia ilmaistaan toisinaan lyhyesti merkitsemall&

[Tdri= [ frdei+ foduy+ -+ fudan,
T T

Merkinta Tapauksissa n = 2, n = 3, kiytetddn merkintoja
[ frde+ fody, [ frde+ fody+ fodz.

Maaritelladn seuraavaksi kidyraintegraali yli séddnnollisten peridkkéisten kaa-
rien yhdisteen. Olkoot I'; ja [';; 1 suunnistettuja saannollisid kaaria siten, etté
[';:n loppupiste on I';;1:n alkupiste, ¢ = 1,..., k. Téalloin kédyrdintegraali yli
yhdisteen I' = U¥_, I'; mééritelldsin summana

/fldxl—i--“—l—fnd:vn ::Z/fldx1+---+fndxn
r

i=1 I

kaikille jatkuville vektorikentille f : I' — R". Integroimistietd I" sanotaan
paloittain sddnndlliseksi.

Huomautus Edellisen méaritelmén voi tulkita Riemannin integraalia kos-
kevan yhtalon

b c b
/ f(z)dx :/ f(a:)dm+/ f(x)dz, a<c<b,
yleistyksena.
Esimerkki 7.2.3 Lasketaan integraali

/ydx—xdy+dz,
r

kun
(a) I' on jana jonka alkupiste on (1,0,0) ja loppupiste (0,1, 1),
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(b) T on ruuviviiva I' = {(cos t,sint, 2t) | t € {0, g} }

Kohdassa (a) kaaren I' parametriesitys on muotoa
Qp(t) = (1 - t)(17 0, 0) + t(ov L, 1) = (1 — 1,1, t) = (Qpl(t)a 902(75)7 @3“))7

missé ¢ € [0,1]. Nyt f(z,y,2) = (y,—z,1) ja ¢1(t) = =1, ¥5(t) = 1 = (1),
joten

[yde—wdy+dz = [ (1) = p(O)eh(t) + (1)) dt
(t-(-1)=(1—t)-1+1)dt
—t—1+t+1dt=0.

Lasketaan kohta (b) muistisaantod kiyttden. Kaaren I' parametriesitys on
siis muotoa

2
(x,y,2) = (cost,sint, —t),
T

missé ¢ € [0, ]. Néin ollen

dr = —sintdt
dy = -costdt
dz = %dm
joten
w/2
Jyde —xdy+dz = [ [(sint)(—sint) — (cost)(cost) + 2] dt
r 0
w/2
= [ [—sin’t—cos?t+ 2]dt
2 2 2 2
= Of[—1+;]dt:g(—1+;):1—;.

Esimerkki 7.2.4 Tarkastellaan massapistettd, joka liikkuu pitkin R3:n kiyrii
I', kun kappaleeseen vaikuttaa voima

F(x,y,2) = (Fi(z,y,2), Fs(2,y,2), F3(2,y,2))

kussakin pisteessé (z,y, z) € I'. Olkoon massapisteen sijainti ajan ¢ funktiona



missi t € [a,b] (T(t) on kiyran [' parametriesitys).
Kun aika muuttuu (véhén) hetkestd t hetkeen t + At, massapisteen paikan
muutos on
AT = T(t+At) —7(t) = (x(t + At) —a(t), y(t + At) —y(t), z(t + At) — z(t))
= (2/(1)(A), Y (1)(AL), ' (H)(A1)) = (Ab)r'(b).

Télla valilla tehty tyo on

AW 2 F(7(t)) - AT = [F(T(t)) - 7' ()] At.
Halutaan laskea tyo W, joka tehd&in, kun massapiste siirtyy alkupisteesté
7(a) loppupisteeseen 7(b). Jaectaan aikavili [a,b] "hyvin pieniin”osavileihin
[tk—1,tk], k =1,...,n. Tyoksi osavililla [ty_1, tx] saadaan edellisen nojalla

AW = F(?(tk_l)) : T/(tk;—l)(tk - tk—l)a

joten koko ty6 on

NE

W = F(?(tk_l)) . T/(tk_l)(tk — tk—1)~

k=1

Kyseessi on funktion F(7(t)) - 7/(¢) Riemannin summa, joka funktion jatku-
vuuden nojalla suppenee aikajaon tihentyessé rajatta kohti integraalia

b
[Faw) 7w
Siis tarkasteltava tyd W on voimafunktion F' kdyraintegraali
b__
W= / F(F(t)) - 7(1) dt = / Fyde + Fydy + Fy d.
a r

Voidaan helposti yleisesti osoittaa, ettd jos kdyrédn suunnistus vaihdetaan,
niin kdyraintegraalin arvo muuttuu vastakkaismerkkiseksi. Tarkastellaan taté
esimerkin kautta.

Esimerkki 7.2.5 Olkoon f vektorikentté

_ —Y X
f('rJy) - <x2+y27I2+y2> .
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(kyseinen funktio on fysiikassa tietty magneettikenttd). Lasketaan kdyriintegraalit
yli ympyrdn I' = 0B(0, R) kumpaankin suuntaan. Integroitaessa positiiviseen
suuntaan parametriesitys on

(x,y) = (Rcost, Rsint), t € [0,2n].
Siis dx = —Rsintdt, dy = Rcostdt, joten kiyridintegraaliksi saadaan

Jpfide + fody = [7 (%(—Rsint) + %(Rcost)) dt
5T dt = 2.

Integroitaessa negatiiviseen suuntaan kayréintegraalin arvoksi saadaan —2m
(harjoitustehtavi).

7.3 Vektorikentin potentiaali

Vektorikentén potentiaali liittyy sithen kuinka analyysin peruslause yleis-
tetddn useamman muuttujan funktioille. Tdmén suuntaiset ideat ovat kes-
keisid kompleksianalyysissé, toisaalta teorialle on kayttod esimerkiksi fysii-
kassa.

Joukko U C R™ kutsutaan jatkossa alueeksi, jos U on avoin ja yhten&inen.
Avoin joukko U C R™ on (polku)yhtendinen, jos jokaista Z,7 € U vastaa
murtoviiva J C U, jonka alkupiste on T ja loppupiste on 7.

Maéaritelma 7.3.1 Olkoon U C R™ alue ja olkoon f : U — R™ vekto-
rikenttd. Jos on olemassa differentioituva funktio v : U — R siten, etti
Vu = f, niin u on funktion f potentiaali (joukossa U ). Télléin sanotaan,
ettd differentiaalimuoto

on eksakti ja u on sen integraalifunktio.
Esimerkki 7.3.2 (a) Olkoon f: R? — R?
f(z,y) = (32%y + cos(x + ), 2° 4 cos(x + 7)).

Talloin funktio
u(z,y) = 3y + sin(x + y)

on vektorikentdn f potentiaali, silla
Diu(z,y) = 32%y + cos(x +y) ja Dyu(z,y) =2 + cos(z +v).
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(b) Olkoon

T Yy z

flews) = (5.5.5).

P37 37 3

ri=/x2+y?+ 22> 0.

Siis vektorikentté f on médritelty joukossa R?\ {0}. Funktiolla f on poten-
tiaali u(z,y, z) = —%, silld esimerkiksi

misséa

Dyu(z,y,z) = 2 (—(:1:2 + 1y + 22)*%> = 1(2® + 42 + 22)72(22)
= 7% = fl(xaywz)'
Muut osittaisderivaatat todetaan vastaavasti.
Huomautus 7.3.3 Potentiaali on vakiota vaille yksikésitteinen (aivan ku-

ten tuttu yhden muuttujan integraalifunktiokin): Jos nimittdin u ja v ovat
funktion f potentiaaleja joukossa U, niin

Vu(z) = (f1(T), [2(T) = Vu(T)
kaikilla 7 € U. Siis funktiolle w := u — v pétee
Vw(z) = Vu(Z) — Vou(Z) =0
kaikilla 7 € U. Jos U = R?, niin viliarvolauseen mukaan
w(T) —w(0) = Vw(@)(x—-0)=0

kaikilla # € R? eli w on vakio. Yleisessi alueessa U samaan tulokseen
paddytadn, koska kaksi pistettd x,7 € U on aina yhdistettavissd murto-
viivalla joka sisdltyy alueeseen U (tdsméllinen tarkastelu sivuutetaan).

Lause 7.3.4 Olkoon f : U — R" alueessa U C R" jatkuva vektorikentta
ja olkoon u : U — R vektorikentén f potentiaali. Jos @,b € U jaI' C U on
paloittain sdédnnollinen tie alkupisteend @ ja loppupisteené b, niin

[ frde 4t fude, = u(®) - u(a@)
I

Todistus. Oletetaan aluksi, ettd I' on sddnnollinen kaari eli I':1la on jatkuvasti
derivoituva parametriesitys ¢ = (¢1,...,¢n) : [a, 5] — I'. Koska Vu = f,
ketjusddnnon mukaan

(wo @) (t) = Vu(p(t) - £'(t) = fe(t) - (1)
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kaikilla ¢ € [a, (], joten kdyridintegraalin maaritelmén mukaan

[ frdei ot fudan = [ Tp() - O)d = [(wo ) (0
= (wop)(B) ~ (wo@)(@) = ulh) — u(a)

Jos I' on paloittain sddnnollinen tie, sama tulos saadaan summaamalla. Esi-
merkiksi, jos I' = I'; U 'y, misséd I'1:n loppupiste ¢ on I's:n alkupiste ja I';:t
ovat sddnnollisia kaaria, niin edellisen nojalla

2
[ fidey + -+ frdx, = X [ fidey+---+ fndz,
T T

i=1

= u(c) — u(@) + (u(b) — u(©)) = u(b) — u(a).

.

O

Huomautus Huomaa, etté

(a) Lause 7.3.4 on analyysin peruslauseen useampiulotteinen vastine,

(b) Lause 7.3.4 myoskin kertoo, ettd kdyrédintegraalin arvo ei riipu integroi-
mistiestd silloin kun potentiaali on olemassa.

Esimerkki Jos vektorikentdn potentiaali tunnetaan, kédyrdintegraalien las-
keminen on helppoa. Lasketaan esimerkiksi

/yzdac—l—xzdy—i—xydz,

kun I' on ruuviviiva (z,y,z) = (cost,sint,t), t € [0,2r]. Siis alkupiste on
(1,0,0) ja loppupiste on (1,0, 27). Nyt integroitavalla vektorikent#lld on po-
tentiaali

u(z,y,z) = zyz

alueessa R?, silld Vu(z,y, z) = (yz,xz, vy). Lauseen 7.3.4 nojalla

/yzdx+aszdy+xydz:u(1,0,27r)—u(1,0,0):1-O~27T—1~0-O:O.

Potentiaalin olemassaolo ja sen maidrdaminen

Edellisen esimerkin innoittamana on luonnollista kysya:
(a) Kuinka tiedetéén, milloin potentiaali on olemassa?
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(b) Jos tiedetéén, ettd potentiaali on olemassa, kuinka potentiaali 16ydetaan?

Tarkastellaan naita kysymyksid seuraavaksi.

Olkoon U C R? alue ja oletetaan, ettd u on jatkuvasti derivoituvan vek-
torikentéan f = (f1, f2) potentiaali alueessa U. Talloin Dyu(Z) = f1(T) ja
Dou(T) = fo(T) kaikilla 7 € U. Koska fi, fo € CHU), niin u € C?*(U)
ja Lauseen 3.3.2 mukaan derivoimisjirjestystd voi vaihtaa ilman ettd tulos
muuttuu. Siis kaikilla T € U péitee

Dl(DQU(T)) = Dg(Dlu(T)) eli leg(f) = D2f1 (T)
Nain ollen kaikissa tasoalueissa U ehto
D fo = Dsfy

on valttdméaton potentiaalin olemassaololle.

Esimerkki 7.3.5 Ehdon D, fy; = Dy f; avulla voidaan helposti 16ytad vek-
torikenttid, joilla ei ole potentiaalia. Olkoon

f(z,y) = (102* cosx + e¥).

Nyt Dy fo(z,y) = —sinz ja Do fi(z,y) = 0, joten ehto Dy fo = Dayfy ei pide.
Siispé vektorikentilld f ei ole potentiaalia. Vastaavia esimerkkeja 16ytyy hel-
posti liséa.

Lause 7.3.6 Olkoon f : R?> — R? jatkuvasti derivoituva vektorikentti.
Télloin funktiolla f on potentiaali jos ja vain jos integroituvuusehto

D1 f2(7) = D2 f1(T)

pétee kaikilla 7 € R2.

Todistus. Jos vektorikentilld on potentiaali joukossa R2, niin integroitu-
vuusehto pétee (todettu ylla kaikille alueille).

Oletetaan, ettid Do fi(z,y) = D; fo(z,y) kaikilla (x,y) € R?. Valitaan @ € R?
ja médritelldin funktio u : R? — R asettamalla u(a) = 0 ja

u(x,y) = /f1 dz + fady,
P
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kun I" on murtoviiva pisteesté (aj, as) pisteeseen (a1, y) ja edelleen pisteeseen
(x,y) # a. Talloin

uley) = [ flatyde+ [ fils.y)ds,

silld ensimmaéisen janan parametriesitys on (ag,t), kun ¢t € [ag,y], ja toisen
janan parametriesitys on (s, as), kun s € [ag, z]. Nyt (Analyysi III)

Dueg) = o ([ fis.0)ds) = ftew)

ja voidaan osoittaa myos, ettd Dou(x,y) = fo(x,y) (sivuutetaan). O

Huomautus Lause 7.3.6 pétee esimerkiksi avoimissa palloissa B(T, ), avoi-
missa puolitasoissa eli yleisemmin alueissa U C R?, joilla on ominaisuus: On
olemassa @ € U siten, ettd kaikilla (x,y) € U murtoviiva (a1, az) — (a1,y) —
(x,y) sisdltyy alueeseen U.

Esimerkki 7.3.7 Lause 7.3.6 ei kuitenkaan pade kaikissa alueissa. Olkoon

f magneettikentta
'CL" = )

alueessa R? \ {0}. Télloin

2.2 2 2_,2

D2f1(x,y) = (?xjﬁy;—)fy = (52+y2)27
22402922 2,2

D1 fo(z,y) = (;Z_y22)2 = (f2+y2)27

joten ehto Dof; = D;fy pétee alueessa R? \ {0}. Oletetaan, ettd vektori-
kentélld f on potentiaali alueessa R?\ {0}. Olkoon I' yksikkdympyréin reuna
eli kiyrd 22 + %> = 1. Nyt Lauseen 7.3.4 nojalla

[ frda+ fady = u(®) - u(@) =0,
T

koska kiiyrdn I' loppupiste b ja @ ovat samat, esimerkiksi @ = b = (1,0).
Aiemmin kuitenkin laskettiin, etté ko. kdyraintegraali on 27. Siis potentiaalia
u ei ole olemassa alueessa R? \ {0}. Itseasiassa voidaan osoittaa, ettii Lause
7.3.6 patee alueissa, joissa ei ole "reikid”.

Olkoon f kentté

_ x Yy
f(l',y) - <x2+y27:€2+y2>

79



alueessa R?*\ {0}. Kyseessi on tietty sihkokentti. Nyt helposti nihdéin, etti
1
u(z,y) = B log(z® +y*)+C, CE€R,

on kentén f potentiaali. Siis ko. magneetti- ja sihkokentta ovat olennaisesti
erilaiset matemaattisilta omainaisuuksiltaan.

Huomautus 7.3.8 Olkoon U C R" alue ja f : U — R" vektorikentté.
Talloin valttamaton ehto potentiaalin v : U — R olemassaololle on se, etta

D;f;(Z) = D; fi(T)

kaikilla 4,5 = 1,...n, ¢ # 7, ja T € U. Tami todetaan aivan kuten ylla
dimensiossa kaksi. Tapauksessa n = 3 merkitadn

V x f = (Dafs — Dsfa, D1 f3s — D3 f1, D1 fo — Daf1).

Vektorikenttdd V x f kutsutaan roottoriksi. Siis integroituvuusehto pétee jos
ja vain jos V x f = 0 alueessa U C R3. Yhdesti yhteniisissi alueissa U C R3?
(esim. avoin pallo, R?) integroituvuusehto voidaan todistaa myos riittiviksi
potentiaalin olemassaololle.

Esimerkki Tutkitaan, onko vektorikentall&

f(,y,2) = (a,_b, by—ax)

2z oz 22

potentiaalia, kun a,b € R ovat vakioita. Jos z # 0, niin

lez(x,’y,Z) = 0:D2f1($7y72)>
D1f3(l’7y,2ﬁ) = _z% :Dgfl(l',y,Z),
D2f3(x7yaz) = z% :Dgfg(l',y,Z)-

Siis V x f = 0 kun z # 0. Potentiaali on olemassa esimerkiksi jokaisessa
avoimessa pallossa joka ei leikkaa (z,y)-tasoa.

Tarkastellaan seuraavaksi kuinka potentiaaleja voidaan méaarata.
Esimerkki 7.3.9 Olkoon
fla,y) = (Ga'y", 42y’ + 1),
missd (z,y) € R?. Todetaan ensin, etti
D1f2($a y) = 20x4y3 = D2.f1(x7 y)?
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joten potentiaali u on olemassa tasossa R?. Péételldin seuraavasti: Jos Dyu(x,y) =
S5zy*, niin
ula,y) = /5934344 dr = 2°y* + C(y),

missé C'(y) on vain muuttujasta y riippuva funktio. Derivoimalla y:n suhteen
saadaan ehdon Dou(z,y) = fo(z,y) nojalla

Dou(w,y) = 42°y* + C'(y) = 4™y’ + 1,
joten C'(y) =1 eli C(y) =y + C. Saadaan
u(z,y) =2°y* +y+C, C<R.

Tarkistamalla havaitaan, ettd kyseessé todella on potentiaali.

Edella esitetty metodi ei aina toimi. T&ll6in voidaan kayttda seuraavaa me-
todia, joka toisaalta toimii mielivaltaisessa dimensiossa: Olkoon f : U — R?
vektorikentté, jolla on potentiaali u : U — R. Lauseesta 7.3.4 seuraa, ettd

u(z,y) = —u(a,b) + /fl dxy + fodxy,
r

missé (a,b) € U on kiinted ja I"' C U on mika hyvénsé paloittain sddnnollinen
tie alkupisteené (a,b) ja loppupisteend (z,y). Voidaan olettaa u(a,b) = 0
(Huomautus 7.3.3). Usein integroimistieksi kannattaa valita koordinaattiak-
selien suuntainen murtoviiva.

Esimerkki 7.3.10 (a) Lasketaan vektorikentan
fla,y) = (ba'y", 42”y’ + 1)

potentiaali u kiyriintegraalimetodilla. Olkoon (z,y) € R? ja u(0,0) = 0.
Valitaan integroimistie I' : (0,0) — (x,0) — (z,y) ja kiytetddn parametrie-
sityksid (¢,0) ja (z,s), missd t € [0, 2] ja s € [0, y]. Saadaan

u(r,y) = g’5x4y4 dr + (42°y3 + 1) dy

T Y
= E{5254-Odt—i—of(4w533+1)ds = 2yt +y.

Huomaa, ettd x ja y esiintyvéat laskussa kahdessa eri roolissa, miké sallitta-
koon esityksen yksinkertaistamiseksi.

(b) Lasketaan vektorikentan
f(:E,y, Z) = (eywxeya _22)
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potentiaali kiiyriintegraalimetodilla. Olkoon (z,y,z) € R? ja u(0,0,0) = 0.
Valitaan integroimistie I' : (0,0,0) — (x,0,0) — (z,y,0) — (z,v,2) ja
kdytetaan parametriesityksia (¢,0,0), (z,s,0), (z,y,u), missd t € [0, ], s €
[0,y] ja u € [0, z]. Saadaan

u(z,y,z) = {eydx—i-xeydy—%dz

T Yy z

= [dt+ [xe*ds+ [2udu
0 0 0

= z+xe¥ + 2z.

Tarkistamalla havaitaan, etta kyseessé todella on vektorikentén f potentiaali.

7.4 Ka&ayrin pituus ja integrointi kaaren pituuden suh-
teen

Esimerkki 7.4.1 ”Todistetaan”, ettid ympyrin 22 +y*> = R?, R > 0, kehin
pituus on 27 R. Approksimoidaan ympyrin kehédn pituutta sddnnollisen n-
kulmion kehén I',, pituudella. Umpinainen murtoviiva I',, koostuu n:sté yhté
pitkésté janasta. Esimerkiksi, jos n = 4, niin murtoviivan pituus on 4v/2R.
Yleisesti, jos n > 2, niin murtoviivassa esiintyvén yhden janan pituus [ saa-
daan suorakulmaisten kolmioiden avulla yhtalosta

| = 2Rsin2—7r = 2Rsinz.
2n n

Murtoviivan I',, pituus [p, on téten

Ir, = nl =n2Rsin T_ (QRW)SHITE
n —

.. sinZ . .. . . . . .
Kun n — oo, niin —= — 1, joten kehén pituus voidaan tulkita raja-arvoksi

n

nh—>Holo lr, =27R.

Yleinen kédyran pituuden maaritelméa perustuu Esimerkin 7.4.1 ideaan méaaritella
kédyran pituus approksimoivan murtoviivan pituuden "raja-arvona”. Méaaritelméaan
(jota téssd ei esitetd) nojautuen voidaan todistaa:

Lause 7.4.2 Olkoon kédyrdn I' C R™ parametriesitys ¢ = (©1,...,¢n) :
[a,b] — T', missé koordinaattifunktiot o; ovat jatkuvasti derivoituvia valilla
[a,b]. Télloin kiyrdan T' pituus Ir saadaan yhtalosta

= [ @t = [ e 0]

82



Todistus. Tarkastellaan todistuksen ideaa tapauksessa n = 2. Merkitdan

z(t) = ¢i(l)

y(t) = @a(t)
ja jaetaan parametrivili [a, b] jakopistein a = tg, t1, ..., t,_1,t, = bosavileihin
[tio1,ti],i=1,...,n. Jos I'* on murtoviiva

[ (2(to) y(to) = -+ = (@(tar), y(tnr)) = (2(tn), y(tn)),

niin murtoviivan pituus {r+ on

I =3/ (wlt) = a(ti0))” + (y(t) — y(ti1))?.
i=1
Kaikilla 7 = 1, ..., n pétee viliarvolauseen nojalla

() —x(ticn) = (&)t — tica),
y(t) —ytic) = Y&t —tio),

missid &, & €]t;_1,t;[. Sijoittamalla ndmé esitykset pituuden lausekkeeseen
saadaan

I = é(ti — ti )7 (&) +y (€)

Huomaa: Jos téssi olisi & = &, niin Ip« olisi funktion ¢ — /2/(t)% 4 y/(t)?
Riemannin summa vélilla [a, b] ja osavélien tihentyessa (n — oo) raja-arvoksi

saataisiin )
/ (02 + (12 dt.

Ei tosin voida olettaa, ettd & = £, mutta huolellinen analyysi joka tapauk-
sessa osoittaa, ettd raja-arvoksi saadaan kyseinen integraali, ks. esimerkiksi
Myrberg: Differentiaali- ja integraalilaskenta, osa 1, s. 274. O

Esimerkki 7.4.3 (a) Tarkastellaan ellipsin

22 P
@ et
kehén pituutta Lauseen 7.4.2 avulla, kun a > 0 ja b > 0. Parametriesitys on
muotoa
x(t) = acost
y(t) = bsint,
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missé t € [0, 27]. Koska
7' (1)* + o/ (t)* = (—asint)? + (bcost)? = a®sin® t + b* cos t,

ellipsin kehén pituudeksi [ saadaan Lauseen 7.4.2 mukaan

27
l:/ \/QQSin2t+b2(:os2tdt.
0

Jos a = b eli kyseessé on a-séiteinen origokeskinen ympyré, kehén pituudeksi
saadaan

27
l:/ adt = 2ma.
0

Jos sen sijaan a # b, pituuden antavaa integraalia ei kyetd laskemaan al-
keisfunktioiden avulla suoraan. Kyseessia on klassinen elliptiseen integraaliin
liittyva ongelma, jonka ratkaisu voidaan esittéaé elliptisten funktioiden avul-
la. Likiarvoja kehén pituudelle saadaan helposti méarattyd numeerisella in-
tegroinnilla.

(b) Olkoon I' = { (¢, f(t)) | t € [a,b] }, missd f : [a,b] — R on jatkuvasti

derivoituva. Lauseen 7.4.2 mukaan kéyran I' pituus on

I = /b S+ 2 .

Esimerkiksi, jos f(x) = 23 vililli [0, 1], niin kuvakéiyrin pituudeksi saadaan

1 1
/1/1+(3x2)2dt:/ VIt 02 dt.
0 0

Tatakaan ei osata integroida alkeisfunktioiden avulla. Jo Newton tormési
kyseiseen ongelmatapaukseen. Huomaa, ettd neli6juuresta johtuen kéyrin
pituutta méaarittaessa helposti paadytadn ongelmiin integroinnissa.

(c) Tasokéayra I' voidaan antaa myos napakoordinaatteina. Olkoon 7 : [« 5] —
R, funktio, joka antaa tason pisteen etédisyyden origosta suuntakulman ¢
funktiona. Esimerkiksi kardioidi on tasokayri

r(¢) =a(l —cosy), a>0,

missi o € [0, 27]. Napakoordinaattikdyrin I' C R? parametriesitys on muo-
toa

= x(p) =r(p)cosp

y = ylp) =r(p)sing,
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missi ¢ € [«, f]. Derivoimalla parametriesitys ja sijoittamalla Lauseen 7.4.2
kaavaan saadaan napakoordinaattikidyrin r = r(¢), ¢ € [a, (], pituudeksi [

(harjoitustehtava)
B
L= [ \rer (e de.

Esimerkiksi kardioidin pituudeksi saadaan

I = 02”\/a2(1—cosgp)Q—I—aQsiHngdgp:fo%a\/i/l—cos@
= a\/§f02“Mdgpz%ﬁ”sin%dgpzé%a.

Integrointi kaaren pituuden suhteen

Olkoon I' C R? sdénnollinen kaari ja ¢ = (p1,92) : [a,b] — T kaaren T’
jatkuvasti derivoituva parametriesitys. Lauseen 7.4.2 mukaan kaaren I' pituus
on

L= /\/w’l(t)2 + (1) dt.

Edelleen kaikilla ¢ € [a, b] osavélid |a, t] vastaava kaaren pituus A(t) on

MO = [\ (@) + oh(w)? du.

a

Voidaan osoittaa, ettd funktio A : [a,b] — [0,[] on jatkuvasti derivoituva
bijektio. Néin ollen kuvaus ¢ = (¢1,1) : [0,{] = T,

U(s) = (o A71)(s)

on kaaren I' parametriesitys. Parametriesityksessd 1 parametrind on siis
(osa)kaaren pituus.

Olkoon f : I' — R jatkuva. Télloin funktion f integraali kaaren pituuden
suhteen madaritellddn integraalina

[ 1ds = /l F () ds.

Suorittamalla muuttujan vaihto




saadaan ds = \/901 2+ ph(t)2 dt, joten

/fds—/f ds—/f ds—/f L) + gh(t)2 dt.

Esimerkki 7.4.4 (a) Olkoon f = ¢ (c vakio) kéyrélld I'. Télloin

/Ffdszfabf(w(t))\/w’l )2+ h(t)* dt = /Wl t)2dt = d,

missa [ on kdyran I' pituus.

(b) Kéyttéen integraalia kaaren pituuden suhteen saadaan tasokdyrin pain-
opiste madrattya. Yleisesti, jos kaarella I' on massa, jonka tiheys on p(x,y)
(jatkuva ja ei-negatiivinen), niin painopisteen koordinaatit saadaan yht&loista

Jxp(e,y) ds [yp(z,y)ds
= javy=L
[ p(x,y)ds [ p(z.y)ds
r r
Olkoon esimerkiksi p = py > 0 (vakio) ja I" puoliympyré

F={(z,y) |2 +y*=1,y>0}.

T&ll6in parametriesitys on

p1(t) = cost

joten (kohta (a)) [ p(z,y)ds = pom ja
r

[zp(e,y)ds = [ pocos 75\/90’1(15)2 + @h(t)2dt = [ pycostdt =0,
I 0 0
gyp(:r;, y)ds = ({po sint dt = 2py.

Siis painopisteen koordinaatit ovat

Ko gy 2
TPo TP T
Huomaa, ettd painopiste ei ole kéayralla. Jos tiheys p on vakio, niin pain-
opisteen kautta kulkevat koordinaattiakseleiden suuntaiset suorat jakavat
kédyrén yhtéd pitkiin osiin kummassakin suunnassa. Sovellutuksissa esimer-
kiksi kéyralla voidaan kuvata metallivaijeria, jolloin tiheys p voidaan olettaa
vakioksi.
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Geometrinen tulkinta Jos f on jatkuva ja ei-negatiivinen kéyrélla I', niin

integraali
[ fas
r

antaa funktion f kuvaajan ja (x,y)-tasossa olevan kdyran I' viliin jadvan
pinnan pinta-alan.

Esimerkki 7.4.5 Mé&arataan vaipan ala lieriolle, jonka korkeus on h > 0
ja pohjaympyréin sdde on R > 0. Jos vaipan alaan ei lasketa mukaan poh-
jaympyroiden pinta-aloja, niin eo. geometrisen tulkinnan nojalla vaipan ala

on
[ s

r
missi [' = { (z,y) € R* | 2* + y* = R?} ja f(z,y) = h. Parametriesitys on
©1(t) = Rcost
{ wo(t) = Rsint ’ te[0,2n],

joten méaritelmén mukaisesti

2

/fds - /0% FeW) @182 + @h(t)2dt = [ hRdt = 27 Rh.

0

Huomautus Integrointi kaaren pituuden suhteen esiintyy my6s mm. hyper-
bolisen etdisyyden mééaritelméssa kompleksinalyysissa.

8 Pintaintegraalit

8.1 Pintaintegraali yli suorakulmion
Olkoon R C R? suljettu suorakulmio
a.b] x [e,d] = {(z,y) la <z <b, c<y<d},

missid a < b ja ¢ < d. Jaetaan R dérelliseen moneen suljettuun osasuorakul-
mioon Ry, ..., R, x- ja y-akselien suuntaisilla suorilla (Thomas: Calculus, s.
975). Olkoon AA; = Axzy, - Ay, osasuorakulmion Ry, pinta-ala, jolloin Axy ja
Ay, ovat osasuorakulmion sivujen pituudet. Siis

zi: AA, = (b—a)(d—c).
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Olkoon f : R — R funktio. Valitaan mielivaltaiset pisteet (xy,yx) € Ry ja
muodostetaan summa

n

Sn(fs Tk, yr) Z (Tk, yr) AAg.

Summa S, (f, zx, yx) riippuu siis osasuorakulmioiden ja pisteiden (xg,yx) €
Ry, valinnasta. Jos f on jatkuva ja positiivinen, summa S, (f, zx, yx) approk-
simoi pinnan z = f(z,y) ja tason z = 0 viliin suorakulmiossa R jaavia tila-
vuutta. Summaa S, (f, xk, yx) kutsutaan pisteisiin (vg, yx) liittyviksi funktion
f Riemannin summaksi.

Maiaritelméa 8.1.1 Jos reaalilukujonolla (S, (f, Tk, Yk ) Jnen on dérellinen raja-
arvo, kun

max{ Axy,... Az, Ay,... Ay, }) — 0,

ja tdmé raja-arvo on riippumaton sekéd osasuorakulmioiden ettd pisteiden
(xk,yr) € Ry valinnasta, niin sanotaan ettd f on integroituva joukossa R.
Kyseisté raja-arvoa kutsutaan funktion f pintaintegraaliksi yli suorakulmion
R ja sille kiytetdaan merkint6ja

[ 5. [[ sy daay, /b [ oy
R R ac

Huomautus 8.1.2 Voidaan osoittaa, ettd jos f : R — R on jatkuva, niin
pintaintegraali [ f on olemassa. Téméan perusteleminen ei ole téssd yhtey-

R
dessé tarkoituksenmukaista. Jatkuvuus ei kuitenkaan ole valttdméton ehto
integroituvuudelle, esimerkiksi epajatkuvuus &érellisen monessa pisteesséa ei
estéd integroituvuutta, jos funktio on rajoitettu.

Esimerkki 8.1.3 Miiritelladn f : R — R asettamalla

[0, (z.y) €RN(Qx Q)
f(“"“y)‘{l, (.y) € R\ (Q x Q)

Olkoon Ry, ..., R, mielivaltainen R:n jako osasuorakulmioihin. T&ll6in voi-
daan valita (zg,yx) € Rp N (Q x Q), jolloin pisteisiin (xg, yx) littyviksi
Riemannin summaksi saadaan

n

Su(frxryr) =D fan, ye) AAy = ZO AA, =0.

k=1 k=1
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Toisaalta 16ydetéén pisteet (v, v;) € R \ (Q x Q), jolloin pisteisiin (7}, yj)
liittyva Riemannin summa on

n

Sn(f, mltuy;;) = Z f(xkayk AAIC Z 1-AA = (b - a)(d - C) > 0.

k=1 k=1

Havaitaan, ettéd funktio f ei toteuta Méaaritelmaa 8.1.1. Siis f ei ole integroi-
tuva suorakulmiossa R. Mainittakoon, ettd f on kuitenkin ns. Lebesgue-
integroituva (késitettéd tarkastellaan kurssilla Analyysi IV).

Pinta-integraalin geometrinen tulkinta Jos f on ei-negatiivinen funktio
suorakulmiossa R, pinta-integraali [ f antaa pinnan z = f(x,y) ja tason
R

z = 0 viliin suorakulmiossa R jadvan tilavuuden. Jos f saa seké positiivisia
ettd negatiivisia arvoja, pinta-integraali laskee tason z = 0 alapuolella olevan
osan tilavuuden negatiivisena.

Kéytannossa pinta-integraali lasketaan usein kaksinkertaisena integraalina:

Lause 8.1.4 Olkoon f integroituva suorakulmiossa R = [a, b] X [¢, d]. T&ll6in

[i=] ([ stenan) o= [*( [ ftei)ac) ay

Esimerkki 8.1.5 (a) Olkoon f(x,y) = 4—z—yja R = [0,2]x][0,1]. Lauseen
8.1.4 mukaan

Jnf = J(l4—a—y)dy) de
I (o (dy — yﬂf—%yQ)) dx
J§ G = w)de = [ (5o — a?) = 5.

Toisin péin integroituna
Jnf = f&éﬁ?( —x—y)dr) dy

= fy /O(x—fx —y:c)dx)dy
= Jo(6—2y)dy =/ (6y —y*) = 5.

Tarkastellaan laskun ideaa geometrisesti (ks. kuva). Olkoon K kolmiulottei-
nen monitahokas

K={(z,y,2) eR*|0<2<20<y<1,0<2<4—2—y}
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Téll6in .
A(x) ::/ d—z—y)dy, 0<z<2,
0

antaa kappaleen K leikkauspinnan alan leikattaessa kohtisuoraan z-akseliin
néhden. Edelleen )

/ A(z)dz

0
antaa kappaleen K tilavuuden. Tdmén havaitsemiseksi jaetaan vali [0, 2]

n:4én yhta pitkdén osavéliin, joiden yhteinen pituus on % Josx;,i=1,...,n,
ovat esimerkiksi osavélien keskipisteet, niin summa

> A

=1

approksimoi K :n tilavuutta ja (yksiulotteisen) Riemannin integraalin mééritelmén

mukaan , . )
/ A(z)dz = lim > A(z;) - —.
0 = n

Vastaavasti )
Aly) = [z -y)de, 0=y,
0

antaa kappaleen K leikkauspinnan alan leikattaessa kohtisuoraan y-akseliin
nahden. Kuten edella,

/01 Aly) dy

antaa kappaleen K tilavuuden. Edelld esitetty padttely on myos yleisesti
Lauseen 8.1.4 todistuksen idea.

(b) Integroimisjérjestykselld voi olla suurestikin merkitysta pinta-integraalin
laskemisen kannalta (ainakin késin laskettaessa). Olkoon

R={(r,y) eR?*|0<z<1,0<y<7}
Lauseen 8.1.4 mukaan

[[ycoszydxdy = [f (folycos xy dx) dy
R
= Jr (/01 sinxy) dy = [y sinydy = /y (—cosy) = 2.

Toisessa jérjestyksesséd integroituna joutuu soveltamaan kahteen otteeseen
osittaisintegrointia.
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8.2 Pinta-integraali yli yleisen alueen

Olkoon A C R? rajoitettu ja olkoon f : A — R funktio. Laajennetaan f
koko tasoon R? méédrittelemélld nollajatko fa funktiona

f(zy), (z,y) €A
falz,y) = { y(), (a:,z) e R*\ A.

Valitaan suljettu suorakulmio R siten, ettd A C R. Funktion f pinta-integraali
yli joukon A méaritellidn asettamalla

/f::/an
A R

jos oikeanpuoleinen integraali on olemassa. Voidaan osoittaa, ettd mééritelma
ei riipu apusuorakulmion R valinnasta.

Huomautus 8.2.1 Olkoon A C R?. Joukon A karakteristinen funktio miiritellisin

asettamalla ( )
S x,y) € A
XA(xa?/) = { 0, (I,y) c R2 \ A

Rajoitettua joukkoa A C R? sanotaan mitalliseksi, jos x4 on integroituva
joukossa A. Talloin integraalia

m(A) = /XA

kutsutaan joukon A pinta-alaksi m(A). Jos m(A) = 0, joukkoa A C R?
sanotaan nollamittaiseks.

Integroitaessa tyypillinen tilanne on se, ettd integroidaan funktiota joka on
jatkuva nollamittaisen joukon ulkopuolella. Télloin tarvitaan tietoa siité,
minké&laiset joukot ovat nollamittaisia. Voidaan esimerkiksi osoittaa, etté
saannollisten kaarien darelliset yhdisteet ovat aina nollamittaisia. Téllainen
tilanne esiintyy seuraavassa lauseessa, joka yleistdd Lauseen 8.1.4 kaksoisin-
tegraalin idean.

Lause 8.2.2 Olkoot ¢1,¢2 : [a,b] — R jatkuvia siten, ettd ¢1(x) < ¢a(x)
kaikilla = € [a, b]. Jos funktio f : A — R on jatkuva alueessa

A={(z,y) eR* |a <z <b, ¢1(z) <y < ola)},
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niin

b ¢2(x)
1=\ | f@ydy|dr
A a \¢1(x)

Vastaavasti, jos

A={(z,y) eR* | c <y <d, ¥i(y) <z < a(y)},

missé Y1, @ [c,d] — R ovat jatkuvia siten, ettd ¢, (y) < 1(y) kaikilla
y € [c,d], ja jos f: A — R on jatkuva, niin

d( ¥2(y)
/ / / flz,y)dx | dy.
A ¢ \1(y)

Huomautus Lauseen 8.2.2 intuitiivinen perustelu on esitetty Esimerkisséa

8.1.5 (a).

Esimerkki 8.2.3 (a) Lasketaan

// xy dxdy,
A

kun A = {(z,y) e R? |z <y < 7 }. Koska < y < /7 jos ja vain jos
0 < x <1, niin Lauseen 8.2.2 mukaan
T T xy?
Jo (1 wydy) do = i (L/°5) da
x .TB
= fo(?‘?)dx: i

[ xy dxdy
A

(b) Kuinka integraali

2 T
/(ﬂ (4x + 2) dy)dx
0 2

lasketaan kddnnetyssé integroimisjérjestyksessia? Nyt integroimisjoukko A on
muotoa
A={(z,y) eR?*|0<2 <2 2 <y<2r}.

Jos joukkoa A ldhestytdan vasemmalta pitkin x-akselin suuntaista suoraa L
valilld 0 < y < 4, niin L leikkaa A:n ensin suoralla y = 2z eli arvolla x = % ja
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jattad Am kéyrélld y = 22 eli arvolla z = /y. Siis integroimisjoukko voidaan
esittdd myos muodossa

A={(z,y) eR*|0<y <4, —<x<\/_}

eli I saadaan integraalina

Y

4 [y
:/ /(4:1:+2)d:c dy.

Yy
2
Todistetaan, ettd pinta-integrointi on lineaarinen operaatio:

Lause 8.2.4 Jos funktiot f ja g ovat integroituvia joukossa A C R? ja
a € R, niin

(a) funktio T — af(T) on integroituva joukossa A ja
Jan=afr,
A A

(b) funktio T — f(Z) 4+ ¢(Z) on integroituva joukossa A ja

Ju+o=[r+]g

Todistus. Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd A = R on suorakulmio.
Yleinen tapaus todetaan aivan samalla tavalla nollajatkoja kayttéden. Jos
Ry, ..., R, on suorakulmion R jako osasuorakulmioihin ja (z,yx) € Ry, niin

n

Snlaf, xg, yr) = Z af (g, y)AAL = a i f(@rye) = aSn(f, Tk, Yr)-

k=1 k=1

Jos pisimmén osavélin pituus menee kohti nollaa, niin n — oo, ja jonon
raja-arvon vakiolla kertomista koskevan ominaisuuden nojalla

lim S, (af, zk, yp) = lim aS, (f, mk,yk)—a lim S, (f, Tk, yr) —a/f

n—oo

Siis (a) pétee. Vastaavasti

Sulf + g xryr) = Yo (f(@h, yk) + 9(ok, yr) ) A A,
et J(@rs Ye) A AR + 3201 g(@k, yr)
Sh(faxkayk)‘+’5%(gaxkayk)
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Jos pisimmén osavilin pituus menee kohti nollaa, niin n — o0, ja jonon
raja-arvon summaa koskevan ominaisuuden nojalla

T S, (f + g, ) = lim Su(F, 2 yi) + lim S, (g, 2, 01) /f+/g

Siis myds (b) pitee. O

Induktion avulla tulos saadaan helposti yleistettyd muotoon:

Seuraus 8.2.5 Oletetaan, ettd funktiot f1, ..., f,, ovat integroituvia joukos-
sa A C R? ja olkoot \i,..., \n € R. Téll6in

M+t Anfm

on integroituva joukossa A ja

/(/\1f1+---+>\mfm):/\1/f1+---+>\m/fm.

A A A

8.3 Greenin kaava

Tarkastellaan seuraavaksi Greenin kaavaa, joka antaa pinta- ja kdyrdintegraalien
vélisen yhteyden. Taté varten méaritellddn joukon A reuna 0A niiden pis-
teiden 7 € R? joukkona, joille

BE,r)NA#0 ja B(@r)n(R*\ A)#(
kaikille sédteille » > 0. Siis mielivaltaisen ldhelld reunan 0A pistettd on aina
sekd A:n ettd R?\ Am pisteité.
Esimerkki Jos A = B(y, R) C R?, niin

OA=0B(y,R)={7cR*||7—7|=R}.

Yleisesti, jos A on paloittain sdédnnéllisen umpinaisen kédyrdan sisddn jaava
tasoalue, niin reuna 0A on rajoittavien kayrien yhdiste.

Olkoon
A={(z,y) eR*|a <z <b, di(x) <y < dofa) }, (1)

missé ¢1, 2 : [a,b] — R ovat jatkuvasti derivoituvia funktioita siten, etta

d1(a) < ¢a(a), ¢1(b) < ¢a(b) ja ¢1(x) < ¢o(x) kaikilla x €]a,b]. Olkoon
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edelleen f erddssa A:n sisdltédvissa avoimessa joukossa jatkuvasti derivoituva
funktio. Télloin Lauseen 8.2.2 mukaan

b [ d2(x)
JaDof = {<¢{)D2f(x’y)dy> dx

(/2 f(x,y) dy) da

= [ (@, 62(@)) = (2, 61(2))] do
= 2 f(z,¢o(2)) dzx — [} f(z,¢1(z)) dx

Joukon A reuna 0A voidaan esittdd yhdisteené

I
SR

OA=T1UTyUTl'3UTly,
missé kaarien I'; parametriesitykset ovat

Iy (I»y) - ( ( ))7 te [a7b]7
Iy (zy) = (b, t) t € [¢1(b), 92(D)],
Is: (:1771/) = (t ¢2( ))a te [b> a]>
Ly:(zy) = (at), t€[pa(a),dr(a)

(pidetddn tdssd tunnettuna, ettd kiyrdintegraalin méidritelmé toimii vaikka
parametrivéli on suuremmasta pienempéén). Lasketaan vektorikentén (f,0)
kayriintegraali yli reunan 0A positiiviseen suuntaan. Saadaan

/f@w%My:/jdx:/jdx+/jdx+/jdx+/f¢u
0A 0A Iy Ty I's T4

Selvasti

joten

8£fdx = ffd$+ffd:v—f f@t,0u(8)) dt + [ [ (2, 92(1)) di
= faf(, ())dt—f [t 02(2)) dt

Yhdistamaélld tulokset todetaan, etté
/DJ:—/fM. 2)
A 9A
Oletetaan vastaavasti, ettd A voidaan esittdd muodossa
A={(z,y) R’ [c<y<d vu(y) <z <1hay)}, (3)
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missi 1,1 : [a,b] — R ovat jatkuvasti derivoituvia funktioita siten, etta
Pi(c) < aha(e), i(d) < a(d) ja ¥i(y) < 1b2(y) kaikilla y €], d[. Samalla

tavoin kuin edelld todetaan, ettd (harjoitustehtava)

J it = | fay (@)
A 0A

aina kun f on A:n siséltdvassd avoimessa joukossa jatkuvasti derivoituva
funktio. Miksi kaavassa (2) on miinusmerkki, mutta kaavassa (4) ei? Luon-
nollinen selitys télle on se, ettd z-koordinaatit kasvavat positiiviseen suun-
taan kun taas y-koordinaatit kasvavat negatiiviseen suuntaan. Yhdistamall&
kaavat (2)) ja (4) saadaan todistettua Greenin kaava tarkasteltavassa tapauk-
sessa:

Lause 8.3.1 Olkoon A C R? joukko, joka voidaan esitté# sekdi muodossa
(1) ettd muodossa (3). Olkoon f = (fi, f2) : U — R? jatkuvasti derivoituva
vektorikenttd avoimessa joukossa U, joka sisdltda joukon A. Télloin

/(D1f2 — Dy fy) = /f1d$+f2 dy,
HA

A

kun kéyriintegraali lasketaan positiiviseen suuntaan.

Todistus. Vektorikenttd f = (fi, f2) voidaan esittdd summana (f, f2) =
(f1,0) + (0, f2), joten kidyrd- ja pintaintegraalien lineaarisuuden nojalla

[ fide+ fody = [ fide+ [ fody
8A A A
= —£D2f1 +£D1f2
= f(D1f2 —D2f1)-

A
Huomaa, ettd kéyrdintegraalin lineaarisuus on selvd méaéritelmén nojalla,
koska tavallinen Riemannin integraali on lineaarinen. O

Huomautus 8.3.2 (a) Greenin kaava pétee yleisemmin, jos A on paloittain
sddnnollisen umpinaisen kéyran sisdédn jaava alue.

(b) Greenin kaava tdydentdd luvun 7.3 potentiaalitarkasteluja. Esimerkiksi
se kertoo, etti tasossa R? jatkuvasti derivoituvan vektorikentin f = (fy, f2)
kayriintegraali yli pallon reunan 0B on nolla jos ja vain jos integroimisehto
D fy = Dyf, pétee pallon sisdlld. Tamé puolestaan on ekvivalenttia sen
kanssa, ettd vektorikentélld f on potentiaali (Lause 7.3.6).
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Greenin kaavaa voidaan hyodyntdd monella tavalla. Tarkastellaan ensimméisené
esimerkkiné pinta-alan laskemista tapauksessa, jossa tavallinen Riemannin
integrointi johtaa vaikeuksiin.

Esimerkki 8.3.3 Lasketaan ellipsin

IEQ y2
2!

rajoittama alueen A pinta-ala m(A). Jos valitaan fo(z,y) = z ja fi(x,y) =0,

Greenin kaavasta saadaan
/xdy = /1 =m(A).
DA A

Tarkasteltavan ellipsin parametriesitys on

, telo,2n],

r = acost
y = bsint

joten kaksinkertaisen kosinin kaavan nojalla

m(A) = fxdy:abe%COSQtdt:abfo%(%—i-10052t)dt

2
a4
= ab) (Lt + Lsin2t) = 7ab.

Greenin kaava on usein kayttokelpoinen kdyrdintegraaleja laskettaessa myos
tapauksessa jossa integroituvuusehto ei pade (potentiaalia ei ole olemassa).

Esimerkki 8.3.4 (a) Olkoon A = {(z,y) € R* | 2> +y*> < §*}, § > 0.
Lasketaan

2y dr — 3z dy
DA

positiiviseen suuntaan. Nyt fi(x,y) = 2y ja fo(x,y) = —3x, joten Dy fi(x,y) =
2 ja Dy fo(z,y) = —3. Siis vektorikentilld ei ole potentiaalia. Greenin kaavan
ja Lauseen 8.2.4 mukaan

/f1d9€ + fody = /(D1f2 — Dy f1) = /(—5) = —5m(A) = —5md>.
5A

A A

(b) Lasketaan
/ 2y dx — 3z dy,
r
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kun I' on murtoviiva (1,0) — (1,1) — (0,1) — (0,0). Jos A on nelio,
jonka karkipisteet ovat (0,0), (0,1), (1,1) ja (1,0), niin kohdan (a) tapaan
paatelladn, ettéd positiiviseen suuntaan integroituna

2ydx — 3xdy = —5m(A) = —5.
DA

Toisaalta, jos I'; on jana (0,0) — (1,0), niin I';:n parametriesitys on (¢,0),
t €10,1], ja siis

1
2yd:v—3:vdy:/ (2-0-1—3-1-0)dt = 0.
0A 0

Koska
/ 2ydr — 3z dy = / 2ydr — 3z dy + / 2ydzr — 3z dy,
0A r r
saadaan
/ 2ydr — 3z dy = —5.
r
8.4 Muuttujan vaihto pintaintegraalissa

Jos A on ympyré, pintaintegraalin [, f laskeminen Lauseen 8.2.2 tavalla on
erittdin hankalaa.

Esimerkki Yksinkertaisimpia tapauksia on

R VR2—22
1 =] ( J dy) dx
B(0,R) —R \—V/RZ—42

R
~ [ /R fdr,
—R

mutta kuinka viimeksi mainittu integroidaan? (Kokeile, mitda MAPLE antaa
vastaukseksi. )

Pinta-integrointi yli ympyrén suoritetaankin yleensi napakoordinaattien avul-
la kdyttien seuraavaa muuttujanvaihtotulosta (ks. esim. Lehto: Differentiaali-
ja integraalilaskenta II):

Lause 8.4.1 Olkoon A C R? rajoitettu, m(9A) = 0, ja olkoon f: A — R

jatkuva. Olkoon edelleen g : R — A jatkuvasti derivoituva bijektio, missi
R C R? on suorakulmio. Téllsin

[1=[wea-11,
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missd J,; on kuvauksen g Jacobin determinantti,

_ [ Di@) Dogi(@)

Jo®) = | Dygo(@) Daga(a)

kaikilla 7 € R.

Nollamittaisista joukoista Téssé esityksessd ei ole mahdollista perehtyé
sithen, minkélaiset joukot ovat nollamittaisia. Pidetdan sen vuoksi tunnettu-
na, ettd paloittain sddnnollinen kdyrd on nollamittainen. Toisaalta voidaan
helposti todistaa, ettd nollamittaisen joukon osajoukko on aina nollamittai-
nen. Erityisesti dérellinen pistejoukko ja jana on aina nollamittainen.

Lauseen 8.4.1 oletuksia voidaan lieventaé. Esimerkiksi napakoordinaattimuun-
noksessa tarvitsemme seuraavaa tietoa:

Huomautus 8.4.2 Lause 8.4.1 piétee, jos ¢g:n bijektiivisyyden sijaan olete-
taan jompi kumpi kohdista (a) tai (b):

(a) g : R — A on injektio ja m(A\ g(R)) =0,

(b) g : R — A on surjektio ja ne A:n pisteet, joilla on enemmén kuin yksi
alkukuva, muodostavat nollamittaisen joukon.

Kuvauksen g méarittelyjoukon ei myoskaén tarvitse olla suorakulmio.

Esimerkki 8.4.3 Olkoon A J-sédteinen ympyré
A={(v,y) eR* | ® +y* <& }.
Tarkastellaan kuvausta g : [0, d] x [0, 27] — A,
g(r,p) = (rcosp,rsing).

Kuvaus g on surjektio ja ne pisteet, joilla on useampi kuin yksi alkukuva,
muodostavat janan origosta pisteeseen (9,0). Huomautuksen 8.4.2 (b) mu-
kaan Lausetta 8.4.1 voidaan soveltaa. Tata varten lasketaan [J,. Saadaan

Ty(r,0) = Digi(r, ) D2ga(r, ) — D2gi(r, 0) Diga(r, )
= cosg(rcosp) — (—rsing)sin g = r(cos? p + sin® @) = 7.

Siis, jos f on jatkuva pallossa A, niin

6 /27
/fz/( f(rcoscp,rsingo)rdgo) dr. (5)
A 0 \0
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Esimerkiksi tapauksessa f =1

2

m(A)z/lz/é(/rdgo) dr:/627r7"d7":7r(52.

A 0

Jos taas f(z,y) = e *¥° niin

If =

27
[ f(rcosp,rsing)r dgo) dr
A

0
2 9

J re” dgp) dr
0

omre” dr = 7T/05€T2 = 7m(e?” —1).

I
Cr =0, P = P =

Yleisesti, pintaintegraali yli origokeskisen pallon on usein helposti lasketta-
vissa kaavalla (5) jos f on radiaalinen funktio eli f riippuu ainoastaan pisteen

(x,y) normista v/x? + y2.
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