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1. Esitä funktio

f(x, y) =
x3 − x2y2

x2 + y2

napakoordinaattien r ja ϕ avulla muodossa f(r, ϕ). Määrää edelleen ne vaihekulman
ϕ arvot, joille f(r, ϕ) = 0.

2. Oletetaan, että funktiolle f : B(0, r) \ {0} → R pätee

|f(x)− b| ≤ M |x|α

kaikilla x ∈ B(0, r) \ {0}, missä M > 0 ja α > 0 ovat vakioita. Osoita raja-arvon
määritelmää käyttäen, että

lim
x→0

f(x) = b.

3. Osoita, että Tehtävän 1 funktiolle f pätee limx→0 f(x) = 0.

4. Määrää funktion

f(x, y) =
x2y2

x2y2 + (x− y)2

raja-arvot origossa pitkin suoria y = x ja y = 3x. Onko funktiolla varsinaista raja-
arvoa origossa?

5. Määrää funktion

f(x, y) =
2x2y

x4 + y2

raja-arvo origossa pitkin käyrää y = −2x2. Onko funktiolla varsinaista raja-arvoa
origossa?

6. Olkoot f, g : B(a, r) \ {a} → R funktioita, joille

lim
x→a

f(x) = b ∈ R ja lim
x→a

g(x) = c ∈ R.

Osoita raja-arvon määritelmää käyttäen, että

lim
x→a

(f(x) + g(x)) = b + c.

7. Määrää raja-arvot

(a) lim(x,y)→(3,4)

√
x2 + y2 − 1,

(b) lim(x,y)→(0,0)
ey sin x

x
.


