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8 Pintaintegraalit

8.1 Pintaintegraali yli suorakulmion

Olkoon R C R? suljettu suorakulmio
R=la,b] x [e,d ={(z,y) eR*|a<z2<bh c<y<d},

missi a < bjac<d. Olkoota =2 <1 <---<axp=bjac=yy<pn < <ym=4d
ja merkitdan
Rij={(z,y) €R* | iy < <mi, yj1 <y<y;}.

Sanotaan, ettd R on jaettu osasuorakulmioihin R;;.

Porrasfunktio (askelfunktio) ¢ : R — R on funktio, joka saa vakioarvon ¢;; € R jokaisessa
avoimessa osasuorakulmiossa f?;;, ts.

¢(.T,y) = Cija (x7y) € R’L]

Osasuorakulmioiden R;; reunalla porrasfunktion arvo voidaan valita vapaasti.
Maiaritelma 8.1.1 Porrasfunktion ¢ : R — R pintaintegraali on luku

/R ¢ = %: ciym(Rij),
missd m(R;;) = (z; — x;_1)(y; — yj—1) on osasuorakulmion R;; pinta-ala.

Pinta-integraalille kiytetdan vaihtoehtoisesti merkintéja

| o= []o(a.y)dedy = /b /d O(a,y) dedy.
R ac

Huomautus Jos ¢ : R — R on porrasfunktio ja ¢(z,y) > 0 kaikilla (z,y) € U; ;R;;, niin
pintaintegraali [, ¢ antaa porrasfunktion ¢ kuvaajan ja tason z = 0 vélisen kolmiulottei-
sen kappaleen tilavuuden.

Olkoon f: R — R rajoitettu, so. on olemassa luvut «, 5 € R siten, ettd a < f(x,y) <
kaikilla (z,y) € R. Talloin on olemassa porrasfunktiot ¢,1 : R — R siten, etti

¢(x>y) < f(m,y) < @/}(l’,y) kaikilla (fL’,y) € Ui,jRij‘ (1)

Seuraavassa ehto (1)) ilmaistaan lyhyesti kirjoittamalla ¢ < f < 1.

Maéritelma 8.1.2 Olkoon f : R — R rajoitettu. Funktiota f sanotaan integroituvak-
si (Riemann-integroituvaksi) yli suorakulmion R, jos jokaista lukua ¢ > 0 vastaa jako
osasuorakulmioihin R;;, johon liittyvat porrasfunktiot ¢,7 : R — R toteuttavat ehdot

p< f<Yja
A¢—A¢<a



Huomaa, ettd ehdosta ¢ < 1 (eli ominaisuudesta ¢(z,y) < ¢(z,y) kaikilla (z,y) €
U, ;jRi;) seuraa vélittomésti epayhtélo

o< v

R R

porrasfunktioiden pintaintegraaleille. Siispd Madritelméssa 8.1.2 pétee itseasiassa

0§/}2¢—/]2¢<5.

Lause 8.1.3 Jos f : R — R on integroituva, on olemassa yksikésitteinen luku A € R,

jolle pétee
Jeo<a< [v
R R
kaikille porrasfunktioille ¢ < f < 2.

Todistus. Todistus 16ytyy kirjasta Persson-Boiers, s. 203. O

Lukua X kutsutaan funktion f pinta-integraaliksi yli suorakulmion R, merkitdéan

A= f,

A= [ [ f(a,y) dudy = /b /d f(x,y) dedy.

tai vaihtoehtoisesti

Esimerkki 8.1.4 Mééritellddn yksikkoneliossda R = [0,1] x [0,1] funktio f : R — R

asettamalla 0, (z,y)e RN(Qx Q)
_ , (r,y) € RN X
ﬂ%w—{L(%weRHQX@

Talloin f ei ole Riemann-integroituva suorakulmiossa R (Perustele!)

Yleensi tarkastellaan kuitenkin jatkuvia funktioita, jotka ovat integroituvia. Seuraava
tulos on pinta-integraalin laskemisen kannalta keskeinen:

Lause 8.1.5 Olkoon f: R — R jatkuva. T&lloin f on integroituva suorakulmiossa R ja

!f=f(fﬂxw@>m:[%fﬂawM>@

Todistus. Todistus 16ytyy kirjasta Persson-Boiers, s. 204-207. O

Pinta-integraalin geometrinen tulkinta Jos f on ei-negatiivinen funktio suorakul-
miossa R, pinta-integraali [ f antaa pinnan z = f(z,y) ja tason z = 0 véliin suorakul-
R

miossa R jadvin tilavuuden. Jos f saa sekéd positiivisia ettd negatiivisia arvoja, pinta-
integraali laskee tason z = 0 alapuolella olevan osan tilavuuden negatiivisena.



Esimerkki 8.1.6 (a) Olkoon f(z,y) =4 —z —y ja R = [0,2] x [0,1]. Lauseen 8.1.5

mukaan
Jof = I3 (fo(4—z—y)dy) do
fi (/o (4y = yx = 7)) dae
= fg(% —x)dx = /()z(gx — %xQ) =5.
Toisin péin integroituna
Jef = I (lFA—z—y)de) dy
= f /02(4x — 2% —yx) dx) dy
= Jo(6—=2y)dy = fy (6y —y*) = 5.

Tarkastellaan laskun ideaa geometrisesti (ks. kuva). Olkoon K kolmiulotteinen monita-
hokas
K={(z,y,2) €R*|0<2<20<y<1,0<2<4—-2—y}

Télloin .
A(x) ::/ Ad—z—y)dy, 0<z<2,
0

antaa kappaleen K leikkauspinnan alan leikattaessa kohtisuoraan x-akseliin ndhden. Edel-
leen Riemannin summia kayttden nahdain, ettéa

/02 A(z)dx

antaa kappaleen K tilavuuden.

Vastaavasti )
Aly) = [(A—z—y)ds, 0<y<1,
0

antaa kappaleen K leikkauspinnan alan leikattaessa kohtisuoraan y-akseliin ndhden ja

/0 1 Aly) dy

antaa kappaleen K tilavuuden. Tama pééttely (eksaktisti toteutettuna) on myos Lauseen
8.1.5 todistuksen idea.

(b) Integroimisjérjestykselld voi olla suurestikin merkitystd pinta-integraalin laskemisen
kannalta (ainakin késin laskettaessa). Olkoon

R={(r,y) eR?*|0<z<1,0<y<7}
Lauseen 8.1.5 mukaan
gf ycosxydxdy = [; (fol Y COS TY dm) dy
= Jy (/01 sinacy) dy = [y sinydy = /7 (—cosy) = 2.
Toisessa jérjestyksessé integroituna paddytdédn ongelmiin.
Pinta-integrointi on mm. lineaarinen ja monotoninen operaatio. Seuraavan lauseen to-

distus on olennaisesti sama kuin sen kurssilla Analyysi III todistettavan yksiulotteisen
vastineen.



Lause 8.1.7 Olkoot f,g: R — R suorakulmiossa R integroituvia funktioita. Talloin

(a) funktio f + ¢ on integroituva ja

Jt+a=[r+]q

(b) funktio af on integroituva kaikilla @ € R ja

J@n=alr

(c) Jos f(z,y) < g(x,y) kaikilla (z,y) € R, niin [, f < [r9,
(d) itseisarvofunktio |f| on integroituva ja | [ f| < [z |f],

(e) tulofunktio fg on integroituva.

8.2 Pinta-integraali yli yleisen alueen

Olkoon A C R? rajoitettu ja olkoon f : A — R rajoitettu funktio. Laajennetaan f koko
tasoon R? midrittelemilld nollajatko f4 funktiona

flz,y),  (wy)eA
fA(”’"’y):{ ) (x,z)em\A.

Valitaan suljettu suorakulmio R siten, ettd A C R. Funktion f pinta-integraali yli joukon
A méaritellddn asettamalla

[1-[n

A R

jos oikeanpuoleinen integraali on olemassa. Voidaan osoittaa, ettd méédritelmé ei riipu
apusuorakulmion R valinnasta.

Annettuja mééaritelmid kidyttden Lauseen 8.1.7 ominaisuudet on helppo siirtda yleiseen
integroimisjoukkoon A:

Lause 8.2.1 Olkoot f,g: A — R rajoitetussa joukossa A C R? integroituvia funktioita.
Talloin

(a) funktio f + g on integroituva joukossa A ja

Jt+9= 1+

(b) funktio af on integroituva joukossa A kaikilla « € R ja

J(@h=a] 1

(c) Jos f(z,y) < g(z,y) kaikilla (z,y) € A, niin [, f < [4 9,

5



(d) itseisarvofunktio |f| on integroituva joukossa A ja | [, f| < [4|f],

(e) tulofunktio fg on integroituva joukossa A.

Todistus. Todistetaan malliksi (a). Olkoon R suorakulmio siten, ettd A C R. Nyt

(f+9)a=fa+ga

(eli (f(z,y) + g(x,y))a = fa(z,y) + ga(z,y) kaikilla (z,y) € R), joten Lauseen 8.1.7
kohdan (a) nojalla

JGra = [Frpa=[Fato= [ fat [oa=[ 1+ [0

g

Kaksoisintegrointi voidaan suorittaa yli suorakulmiota yleisempien alueiden seuraavasti:

Lause 8.2.2 Olkoot ¢1, ¢ : [a,b] — R jatkuvia siten, ettd ¢1(x) < ¢o(x) kaikilla = €
la,b]. Jos funktio f : A — R on jatkuva alueessa

A={(z,y) eR*|a <z <D, ¢1(z) <y < do(x)},

niin
b [ d2(x)

Ji=]| [ faydy)dn

a \p1(z)
Vastaavasti, jos

A={(z,y) eR* | c <y < d, tu(y) <z <y},
missa 1,15 @ [¢,d] — R ovat jatkuvia siten, ettd 11 (y) < ¥y(y) kaikilla y € [c, d], ja jos

f A — R on jatkuva, niin
df b2(y)
/f =/ / flz,y)dx | dy.
A

¢ \(y)
Esimerkki 8.2.3 (a) Lasketaan

// x? dxdy,
A

kun A = {(z,y) e R* |z <y < /z}. Koska x <y < /x jos ja vain jos 0 < x < 1, niin
Lauseen 8.2.2 mukaan

[fatdedy = g (17 @ dy) do = f5 (L"a%) do
= [y (2*Vr —2%)de = J(%x .

(b) Esimerkissé 8.1.6 ndhtiin, ettéd integroimisjirjestys voi olla ratkaiseva pintaintegraalin
laskemisen kannalta. Tutkitaankin, kuinka integraali

Izj(jxf(x,y) dy) dx

2
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lasketaan kddnnetyssé integroimisjarjestyksessa? Nyt integroimisjoukko A on muotoa
A={(z,y) eR?|0< <2, 2 <y< 2}

Jos joukkoa A lahestytddn vasemmalta pitkin z-akselin suuntaista suoraa L valilld 0 <
y < 4, niin L leikkaa Am ensin suoralla y = 2z eli arvolla z = ¥ ja jattdd Am kéyrilla
y = 22 eli arvolla x = VY- Siis integroimisjoukko voidaan esittdd myods muodossa

A={<x,y>6R2|0§y§4,%§xs\/§}

[:/4 /f(:c,y)d:c dy.

eli I saadaan integraalina

Mitalliset joukot

Olkoon A C R? rajoitettu, so. A C B(0, R) jollekin R > 0. Joukon A karakteristinen
funktio 1, méaritelldaan asettamalla

|1, (x,y) € A
La@,y) _{ 0, (x,z) € R\ A.

Rajoitettua joukkoa A C R? sanotaan mitalliseksi, jos 14 on integroituva joukossa A.
Talloin integraalia
A) = / 1,
A

kutsutaan joukon A mitaksi (pinta-alaksi) m(A). Jos m(A) = 0, joukkoa A C R? sanotaan
nollamittaiseksi.

Esimerkki 8.2.4 (a) Osoitetaan integraalin mééritelméaén nojaten, etté pisteiden (0,0)
ja (1,0) vélinen (suljettu) jana I on nollamitallinen. On siis osoitettava, etté

/1,:0.
R

Valitaan suorakulmio R, jonka kérjet ovat (—1,—1), (2,—-1), (2,1), (=1,1). Jos0 <e < 1
on annettu, jaetaan R osasuorakulmioihin suorilla z = —%, r = g, y = -5,y =5
Valitaan porrasfunktiot ¢,v : R — R siten, ettd ¢ = 0 Joukossa R ja v = 1 janan [
sisaltdamassd osasuorakulmiossa sekd 1) = 0 muissa osasuorakulmioissa. Nyt porrasfunk-
tioiden pintaintegraaleiksi saadaan

Jv—[eo<=

Siis ¢ < 1y < ¢ ja



joten 1; on integroituva yli suorakulmion R. Koska kaikilla 0 < & < 1 pétee

O§/1]<€,
R

on valttamétta [, 1; = 0.

(b) Huomaa, ettd Esimerkin 8.1.4 mukaan joukko

A= ([0,1] x[0,1)\ (Q x Q)

el ole mitallinen.
Seuraava ominaisuus (additiivisuus) on olennainen kaikessa integroinnissa:

Lause 8.2.5 Olkoon A = U?:lAi C R? rajoitettu joukko siten, ettd joukot A; ovat
mitallisia ja A; N A; = (0 kaikilla i # j (joukot A; ovat pareittain pistevieraita). T&lloin
rajoitettu funktio f : A — R on integroituva joukossa A jos ja vain jos f on integroituva
joukossa A; kaikilla ¢ = 1,...,k ja talloin

IREDI

Todistus. Valitaan suorakulmio R, jolle A C R. Oletetaan ensin, ettd f on integroituva
joukossa A. Siis f4 on integroituva joukossa R. Koska joukot A; ovat mitallisia, on 14,
integroituva joukossa R, 7 =1,...,k. Nyt

fa, = fa-1la,

joten Lauseen 8.2.1 (e) nojalla fa, on integroituva joukossa R, ts. f on integroituva jou-
kossa A;, i =1,...,k.

Oletetaan kdantéden, ettd f on integroituva jokaisessa joukossa A;, @ = 1,..., k. Siis f4, on
integroituva joukossa R kaikilla 7 =1, ..., k. Koska joukot A; ovat pareittain pistevieraita,
on
k
fA - Z fAi :
i=1

Lauseen 8.2.1 (a) nojalla

/Afz/RfA:/éfAizé/RfAi:g/Aif.

O

Huomautus 8.2.6 (a) Lause 8.2.5 pitee myos lievemmalld oletuksella, ettd

m(Al N AJ) =0
aina kun ¢ # j. Tamén perusteleminen sivuutetaan. Huomaa kuitenkin, etté téllaista
versiota Lauseesta 8.2.5 tarvitaan laskuesimerkeissé.

(b) Esimerkeissa tarvitaan myos tietoa siitd, minkélaiset joukot ovat nollamittaisia. Esi-
merkiksi voidaan todistaa:



(i) Jos ' C R? on sééinnéllinen kaari, niin m(T) = 0,

(ii) Jos f : [a,b] — R on jatkuva, niin kuvaaja { (z,y) € R* |a <z <b, y= f(z) } on
nollamittainen joukko.

(c) Integroitaessa tyypillinen tilanne on se, ettd integroidaan funktiota joka on jatkuva
nollamittaisen joukon ulkopuolella. Esimerkiksi voidaan todistaa: Olkoon A C R? rajoi-
tettu joukko siten, ettd m(90A) = 0 (tdssd JA on joukon A reunakiyrd jos A on umpinai-
sen kiyrdn rajaama alue). T&lloin jokainen rajoitettu ja jatkuva funktio f : A — R on
integroituva joukossa A.

Esimerkki 8.2.7 Tarkastellaan integraalia

// xy dxdy,
A

kun A on kéiyrien y = x ja y = z° rajaama rajoitettu alue. Alue A jakautuu kahteen
osaan A ja As, joiden leikkaus on nollamittainen. Osat ovat

3

Ay ={(z,y) eR*| -1<2<0, z2<y<2’}
ja
Ay ={(r,y) eR*|0<2 <1, 2 <y<a}.
Huomautuksen 8.2.6 nojalla (helppo integrointi on jétetty kirjoittamatta)
I{fa:ydxdy = Affxyd:cdy +£fxyd:ndy
= fl_ol (" 2y dy) do + f3 (ff2 vy dy) do = L.

Miké virhe on laskussa
1 T 1 2 1 7 3
//xyd:cdy:/ (/ xydy) dx:/ </;3xy> dx:/ (x——x—)dx:O?
4 —1 T -1 2 -1 2 2

Esimerkki 8.2.8 Todistetaan vield, ettd nollamittaisen joukon osajoukko on aina nolla-
mittainen. TAm4 ei seuraa suoraan Lauseesta 8.2.1 (c) (miksi ei?).

Olkoot A C B C R? ja m(B) = 0. Olkoon edelleen R C R? suorakulmio siten, etti
B C R ja olkoon ¢ > 0. Oletuksen mukaan 1z on integroituva joukossa R, joten on
olemassa suorakulmion R jako osasuorakulmioihin siten, ettéd porrasfunktiolle ¢ : R — R

patee 1 < 1 ja
02/13§/¢<€.
R R

Olkoon ¢ = 0 joukossa R. Télloin porrasfunktioille ¢, on voimassa ¢ <14 <1 <9 ja

Aw—é¢<a

Maéaritelmén 8.1.2 mukaan 14 on integroituva joukossa R ja

0= [ o< [1a<[v<e

Koska € > 0 on mielivaltainen, on vélttdméttd [ 14 =0 eli m(A) = 0.
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8.3 Greenin kaava

Tarkastellaan seuraavaksi Greenin kaavaa, joka antaa pinta- ja kidyrdintegraalien vélisen
yhteyden.

Maésritelmé Joukon A C R? reuna OA on niiden pisteiden T € R? joukko, joille
B@r)NA#0 ja B@r)Nn(R*\A)#0
kaikille séteille » > 0.
Siis mielivaltaisen 1dhelld jokaista reunan OA pistettd on aina sekd A:mn ettd R* \ Am
pisteita.
Pohdiskele seuraavia reunaa koskevia viitteita!
Esimerkki (a) Jos A = B(y, R) C R?, niin
OA=0B(@y,R)={zecR*||z—7|=R}.

(b) Yleisesti, jos A on paloittain sddnnoéllisen umpinaisen kdyran sisddn jaava tasoalue,
niin reuna JA on rajoittavien kidyrien yhdiste.

(c) Mitd on 0(Q x Q)?
Olkoon
A={(z,y) eR*|a <x <b, di(x) <y < dofa) }, (2)

missa ¢, 2 : [a,b] — R ovat jatkuvasti derivoituvia funktioita siten, ettd ¢y (a) < ¢o(a),
d1(b) < do(b) ja d1(z) < ¢o(x) kaikilla z €]a, b[. Olkoon edelleen f eréifissi A:n sisdltévissa
avoimessa joukossa jatkuvasti derivoituva funktio. Télloin Lauseen 8.2.2 mukaan

$2()
IaDof = <f Dgf(a:,y)dy> dx

$1(x)
(s f @, w)) de
= [/ 62(2)) — Sl 61(2))] do
= [J f(@, ¢o()) dx — [} (2,61 (x)) da.
Joukon A reuna 0A voidaan esittdd yhdisteené

0A=T1UTyUl3 Uy,

oo o

missé positiiviseen suuntaan suunnistettujen kaarien I'; parametriesitykset ovat

Iy:(zy) = (6ou(t)), telabl]
ng(l',y) = (bat)a t€[¢1(b)7¢2(b)]7
F3:('r7y> = (t7¢2(t))7 tE[b,CL],
Li:(zy) = (a1), te€][pa(a) dr(a)]

(pidetdin téssd tunnettuna, ettd kiyriintegraalin mééritelmé toimii vaikka parametrivali
on suuremmasta pienempéén). Lasketaan vektorikentén (f,0) kiyrdintegraali yli reunan
0A positiiviseen suuntaan. Saadaan

/fda:+0dy:/fdx:/fd:z:%—F[fda:JrF[fderF{fdx.

0A 0A Iy
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Selvésti
/fdx:():/fda:,
I I'y

joten

a&fd:c = Ff fdx+rf fdr = [P f(t,pu(t))dt + [ f(t,da(t)) dt
= f; f(t7 ¢1(t)) dt — f(f f(tv ¢2(t)) dt.
Yhdistamalld tulokset todetaan, etté
[ Doy =~ [ rax. (3)
A

0A

Oletetaan vastaavasti, ettd A voidaan esittdd muodossa

A={(z,y) eR*[c<y <d, ¢i(y) <z <h(y)}, (4)

missa 11,15 : [a,b] — R ovat jatkuvasti derivoituvia funktioita siten, etté 1 (c) < ¥q(c),
Pr(d) < o(d) ja ¥1(y) < ¢o(y) kaikilla y €]c, d|. Samalla tavoin kuin edelld todetaan,

ettd (harjoitustehtdva)
[ D= [ 1y (5)
A dA

aina kun f on A:n sisdltdvissid avoimessa joukossa jatkuvasti derivoituva funktio. Mik-
si kaavassa (3) on miinusmerkki, mutta kaavassa (5) ei? Erds selitys télle on se, ettd
xr-koordinaatit kasvavat positiiviseen suuntaan kun taas y-koordinaatit kasvavat nega-
tilviseen suuntaan. Yhdistdmalla kaavat (3) ja (5) saadaan todistettua Greenin kaava
tarkasteltavassa tapauksessa:

Lause 8.3.1 Olkoon A C R? joukko, joka voidaan esittdd sekd muodossa (2) ettd muo-
dossa (4). Olkoon f = (f1, f2) : U — R? jatkuvasti derivoituva vektorikentti avoimessa
joukossa U, joka sisdltda joukon A. Talloin

A

/(D1f2 —Dsf1) = /fldx + f2dy,
oA
kun kéyriintegraali lasketaan positiiviseen suuntaan.

Todistus. Vektorikenttd f = (fi, f2) voidaan esittdd summana (fi, f2) = (f1,0) + (0, f2),
joten kéyré- ja pintaintegraalien lineaarisuuden nojalla

[ fide+ fody = [ fide+ | fody
g g 54

= _AfDQfl +£D1f2
= [(Difa — Dafy).

A

Totea ensimmaéinen yhtélo laskemalla méadritelmat auki! O
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Huomautus 8.3.2 (a) Greenin kaava pétee yleisemmin, jos A on paloittain sdannollisen
umpinaisen kiyran sisddn jaava alue.

(b) Greenin kaava tdydentad luvun 7.3 potentiaalitarkasteluja. Esimerkiksi se kertoo, etti
tasossa R? jatkuvasti derivoituvan vektorikentéin f = (fy, fo) kiyriintegraali yli pallon

reunan dB on nolla jos ja vain jos integroimisehto D, fo = D, f1 pétee pallon sisélld. Tamé
puolestaan on ekvivalenttia sen kanssa, etté vektorikentélld f on potentiaali (Lause 7.3.6).

Greenin kaavaa voidaan hyodyntda monella tavalla. Tarkastellaan ensimméisené esimerk-
kiné pinta-alan laskemista tapauksessa, jossa tavallinen Riemannin integrointi johtaa vai-
keuksiin.

Esimerkki 8.3.3 Lasketaan ellipsin

1'2 yQ
@l

rajoittama alueen A pinta-ala m(A). Jos valitaan fo(z,y) = z ja fi(z,y) = 0, Greenin

kaavasta saadaan
/xdy: /1 =m(A).
oA A

Tarkasteltavan ellipsin parametriesitys on

T = acost
{ y = bsint ’ t €[0,2n],
joten kaksinkertaisen kosinin kaavan nojalla
m(A) = [ wxdy=ab [ cos’tdt = ab fozﬂ(% + 3 cos2t)dt

aA
= ab/o%(%t + §sin2t) = 7ab.

Kuten edellisessiikin esimerkissd néhtiin, Greenin kaava on kayttokelpoinen kéyraintegraaleja
laskettaessa myos tapauksessa jossa integroituvuusehto ei pade (potentiaalia ei ole ole-
massa).

Esimerkki 8.3.4 (a) Olkoon A = { (z,y) € R? | 2* + y* <}, § > 0. Lasketaan

/ 2ydx — 3z dy
oA

positiiviseen suuntaan. Nyt fi(z,y) = 2y ja fa(x,y) = —3x, joten Dyfi(z,y) = 2 ja
D fo(x,y) = —3. Siis vektorikentilld ei ole potentiaalia. Greenin kaavan ja Lauseen 8.2.1
(b) mukaan

[ e+ fody = [(Difa = Dofi) = [(=5) = ~5m(4) = —5m0"
0A

A A

(b) Lasketaan
/ 2y dr — 3z dy,
r
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kun I' on murtoviiva (1,0) — (1,1) — (0,1) — (0,0). Jos A on nelio, jonka kérkipisteet
ovat (0,0), (0,1), (1,1) ja (1,0), niin kohdan (a) tapaan péaitelliéin, ettd positiiviseen
suuntaan integroituna

/ 2ydr — 3xdy = —5m(A) = —b.
9A
Toisaalta, jos I'; on jana (0,0) — (1,0), niin I';:n parametriesitys on (¢,0), t € [0,1], ja
siis )
2yd:c—3xdy:/ (2-0-1—3-1-0)dt = 0.
0A 0
Koska

2ydm—3xdy:/ 2ydm—3xdy+/2ydm—3xdy,
DA r r

saadaan
/ 2ydr — 3z dy = —5.
r

(c) Lasketaan Greenin kaavan avulla
/ y?e” dx + (2ye” + x) dy,
r

I' = {(cost,sint) | 0 <t < T }, samantapaisella idealla jota yleensd kédytetdén potentiaa-
lin yhteydessé (jolloin siis kayrédintegraali yli umpinaisen integroimistien on nolla).

Olkoon I'; jana pisteesté (0, 1) origoon ja I's jana origosta pisteeseen (1,0). Merkitéan
A={(z,y) eR*|2®+3y* <1, 2>0,y>0}.

Greenin kaavan mukaan (merkitdin fi(z,y) = y?e® ja fo(z,y) = 2ye® + x)

/814 fidx + fody :A//(leQ(xay) — Dy f1(z,y)) dedy :A//ldxdy = m(A) = %

Toisaalta laskemalla yhteen kdyriintegraalit yli janojen I'y ja I'y saadaan (janojen para-
metriesitykset ja sijoitus kiyrdintegraalin mééritelmédn on jitetty kirjoittamatta)

0 1
/fld:c+f2dy+/ fld:c+f2dy:/ 2tdt+/ 0dt = —1.
I T2 1 0
Koska ,
T
Z:/ fld.l’—i‘fgdy:/fldw—i‘fgdy—i‘Z/ f1d$+f2dy,
0A T i=1 r;

saadaan [p; fidr + fody =75 + 1.

8.4 Muuttujan vaihto pintaintegraalissa

Jos A on ympyré, pintaintegraalin [, f laskeminen Lauseen 8.2.2 tavalla on usein hanka-
laa.

Esimerkki Yksinkertaisimpia tapauksia on

R [ VRZ=2? R
/ 1= / dy | dx = / 2V R? — x? dx,
B(0,R) -R \VR2Z=32 —-R
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mutta kuinka viimeksi mainittu integroidaan? Edella on toki jo annettu kaksi keinoa,
nimittain

(1) Muuttujanvaihto x = Rsint, vrt. Esimerkki 7.1.2,
(2) Greenin kaava, vrt. Esimerkki 8.3.3.

Usein pinta-integrointi yli ympyrén suoritetaan kuitenkin napakoordinaattien avulla kiyttaen
pintaintegraalien muuttujanvaihtotulosta. Téassé yhteydessd Jacobin determinantin késite
on keskeinen:

Maiéritelmé 8.4.1 Olkoon f : U — R? derivoituva avoimessa joukossa U C R?. Téllsin
lukua

. (Difi(®) D2fi(T)) _ - - - -
5@ = (P DA = D@ D) - Do DD

sanotaan kuvauksen f Jacobin determinantiksi pisteessd 7.

Esimerkki Olkoon f(z,y) = (€” cosy, €* siny), missd (z,y) € R?. Talléin

Ji(x,y) = (€" cosy)(e” cosy) — (—e“siny)(e”siny) = **

kaikilla (z,y) € R%

Seuraava muuttujanvaihtotulos todistetaan kirjassa Lehto: Differentiaali- ja integraalilas-
kenta II, s. 92:

Lause 8.4.2 Olkoon A C R? rajoitettu, m(0A) = 0, seki olkoon f : A — R jatkuva ja
rajoitettu. Olkoon edelleen g : R — A jatkuvasti derivoituva bijektio, missi R C R? on

suorakulmio. Talloin
[1=[trogl.
A R

Esimerkki 8.4.3 Tarkastellaan kuvausta

Olkoon R nelio, jonka kérkipisteet ovat (1, 1), (1,2), (2,1) ja (2,2). Maarataan m(f(R))
pitden tunnettuna, ettd f on bijektio. Nyt Dy fi(x,y) = 2, Dy fi(z,y) = 3, Difo(z,y) =4
ja Dgfg(l', y) - _57 joten

Jy(e,y) =2+ (=5) — (3-4) = —22.
Lauseen 8.4.2 mukaan

m(f(R)) = /f(R) 1= /R|Jf| — 22m(R) = 22.

Huomaa, etta
m(f(R))
m(R)
eli Jacobin determinantin itseisarvo kertoo ns. suurennussuhteen. Tama ilmio pétee ylei-
sesti lokaalisti, ts. raja-arvon kautta, kun suorakulmiota pienennetdén rajatta.

= [J;(1,1)]
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Lause 8.4.2 ei suoraan sovellu napakoordinaattimuunnokseen, koska kyseessi ei (aivan)
ole bijektio. Kuitenkin pétee:

Lause 8.4.4 Olkoon A = B(0,d) = {(z,y) € R* | 2 + y* < 6%} jaolkoon f : A — R
jatkuva. Talloin

0 /27
/f = / ( f(rcosg,rsinp)r dcp) dr, (6)
A 0 \0
missd r ja ¢ ovat napakoordinaatteja.

Todistus. Olkoon g : [0, d] x [0,27] — A napakoordinaattikuvaus

g(r,p) = (rcos e, rsing).
Talloin Jacobin determinantiksi saadaan

Jo(r,p) = Digi(r,0)Daga(r, ) — Dagi(r, ) D1ga(r, ¢)
= cosp(rcosy) — (—rsing)sinp = r(cos? ¢ + sin? @) = 7.

Olkoon
R={(r,¢)|0<r<4 0<p<2r}
ja
R.o={(rp)|e<r<6 0<p<2r—ec},
misséd 0 < ¢ < min(J,2m). Koska g : R. — g(R.) on bijektio, saadaan Lauseen 8.4.2

nojalla
| £=[Fo9ldl.
o) R

Koska Jy(r, ¢) = r, saadaan Lauseen 8.1.5 nojalla

[tregial= | (/f( cosep,sin @)wa) i

R: € 0

Antamalla e — 07 saadaan pintaintegraalin konvergenssilauseen nojalla (jonka tarkastelu
téssa sivuutetaan)

[f = lim.or [ f=lim_o+ [(fog)Jy|
A 9(Re) Re

0 [2m—e
= lima_,mf( [ f(rcosga,rsingp)rdgo) dr
0

6 [ 2m
= (f f(rcosgo,rsinw)rdgo) dr.
0 \0

O

Esimerkki 8.4.5 Esimerkiksi tapauksessa f =1

2

5 5
m(A)zA/lzo/(O/rdg0> dr:0/27r7’d7’:7r5.
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Jos taas f(z,y) = et niin

2

[ f(rcosp,rsinp)r dgp) dr
0

2

[ re” dgp) dr

0

mre” dr = 7r/066’”2 = 7(e” —1).

Il
C— C = P =0,
[\

Yleisesti, pintaintegraali yli origokeskisen pallon on usein helposti laskettavissa kaavalla
(6) jos f on radiaalinen funktio eli f riippuu ainoastaan pisteen (x,y) normista v/z2 + y2.
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