Analyysi 5.
Harjoitus 1.

Taméin harjoituksen tehtidvit 1-5 palautetaan torstaina 22.1.2004. Tehtivien
ratkaisemisesta muodostuu 20% arvosanasta, identtisii papereita ei hyvik-
sytd. Tehtdvien 6, 7 ja 8 kisitteet tulee selvittdd ja mietiskelld mahdollisia
ratkaisuideoita tai epéselvyyksiid. Lopullinen ratkaisu tehddin ohjattuina har-
joituksina.
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2.
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Osoita, ettd rajoittamattoman vilin ulkomitta on sen geometrinen pituus.
Olkoon E = {2 — (—1)" 2in ke N}. Miké on inf E ja sup E?

Olkoon € > 0 ja joukko A C R mielivaltainen. Osoita, ettd on olemassa avoin joukko
B siten, ettd A C B jam*(B) < m*(A) +e.

(a) Olkoon A C R ja A € R. Merkitaén
A A={zeR|z=A+a,a€ A}.
Osoita, ettd m* (A + A) = m*(A).
(b) Olkoon A C R ja a > 0. Jos
aA={zxeR|z=ay,yc A},
niin m* («A) = am*(A).
Osoita, ettd jos joukkojen A C R ja B C R vilinen etiisyys
p(A,B) =min{|z —y| [z € A,y € B}

on aidosti positiivinen, pitee m*(A U B) = m*(A) + m* (B). Ohje osoita, etti
jokaiselle a > 0 pétee

m* (A) = inf {Zzuj) | I; avoin vili, [ (I;) < aja AC | Ij} .
j=1

j=1

Selvitd kirjallisuuden avulla, mikd on valinta-aksioma. Mitkd ominaisuudet ovat
valinta-aksioman kanssa ekvivalentteja?
(a) Osoita, ettd vilin I C R irrationaalipisteiden joukko on ylinumeroituva.

(b) Osoita, etti irrationaalilukujen joukko on ylinumeroituva.

(a) Olkoon A C R™ ja olkoon f: A — R additiivinen eli f (z+y) = f () + f (y)
jokaiselle =, y € A. Osoita, ettid on olemassa maksimaalinen joukko, johon
funktio f voidaan laajentaa additiivisena.

(b) Esité ei-mitallinen joukko.



