
Analyysi 5.
Harjoitus 11.

Tämän harjoituksen tehtävät 1-6 palautetaan kirjallisesti torstaina 15.4.2004.
Muut tehtävät käsitellään harjoituksissa

1. Olkoot (X,A, µ) ja (Y,B, ν) σ-äärellisiä mitta-avaruuksia. Oletetaan, että f : X ×
Y → [0,∞] on mitallinen tuloavaruudessa (X × Y,A⊗ B, µ× ν). Osoita, että funk-
tiot x → ∫

fx (y) dν (y) ja y → ∫
f y (x) dµ (x) ovat mitallisia.

2. Osoita, että Lebesguen mitta-avaruus (R,M,m) on Borelin mitta-avaruuden (R,B,m)
harjoituksessa 7 esitetty täydennys (B reaalilukujen Borelin joukkojen joukko eli pie-
nin σ-algebra, joka sisältää avoimet joukot) . Ohje: Käytä harjoitus 2 tehtävää 8.

3. Osoita, että Lebesguen mitta m reaalilukujen joukossa on ainoa mitta µ mitallisessa
avaruudessa (R,M), jolle pätee µ (]a, b[) = m (]a, b[) = l (]a, b[) jokaiselle a, b ∈ R,
a < b. Ohje: Käytä yksikäsitteisyyslausetta ja edellistä tulosta.

4. Laske pallon Br(0) = {(x1, ..., xn) |x2
1 + ... + x2

n ≤ r2} tilavuus. Esitä vastauksesi
Gamma-funktion Γ (y) =

∫∞
0

e−xxy−1dx avulla.

5. Selvitä ovatko seuraavat funktiot Riemann tai Lebesgue integroituvia välillä [0,∞]

(a) f (x) = cos x√
x

,

(b) f (x) = e−x sin
(

1
x

)
?

6. Anna esimerkki funktiosta f : R2 → [0,∞[, joka on Riemann integroituva, mutta ei
ole tulomitan m×m suhteen integroituva. Perustele vastauksesi.

7. Selvitä Borelin joukkojen luokan rooli mitta-teoriassa.

8. Osoita, että seuraava funktio f : R2 → R

f (x, y) =

{ √
1−y
x−y

, jos 0 ≤ y < x, 0 < x < 1,

0, muulloin

on Lebesguen integroituva joukossa R2 ja laske sen integraali. Onko f tavallisessa
mielessä Riemann integroituva joukossa [0, 1]× [0, 1].

9. Olkoon Sn(a) = {(x1, ..., xn) | |x1|+ ... + |xn| ≤ a} . Osoita, että m(Sn (a)) = anm (Sn (1)) =
an2n/n!.


