Analyysi 5.
Harjoitus 2.

Tamin harjoituksen tehtivit 1-7 palautetaan torstaina 29.1. Tehtivien 8, 9
ja 10 kisitteet tulee selvittdd ja mietiskelld mahdollisia ratkaisuideoita tai
episelvyyksia. Lopullinen ratkaisu tehddin ohjattuina harjoituksina.

1.

10.

Osoita, ettd jos ' C R on mitallinen, niin a+ £ on mitallinen jokaiselle a € R. Ohje:

Seuraa mitallisuuden méadritelmésté ja tuloksesta m* (B) = m* (a + B) jokaiselle
B CR.

. Todista véite: Jos joukot A C R ja B C R ovat mitallisia, niin

m (AU B) +m(ANB) =m (A) +m (B).

Oletetaan, ettd joukko A C R on mitallinen ja joukko B C R on ei-mitallinen s.e.
AN B = (. Voiko joukko A U B olla mitallinen?

Olkoon A C R. Osoita, ettd on olemassa Borelin joukko B, jolle pitee A C B ja
m*(A) = m(B).

Olkoon 1 > ¢ > 0. Osoita, ettd on olemassa joukossa [0,1] tihed avoin joukko
E C [0,1], jolle pitee m (E) = . Huom: joukko F on tihed joukossa [0, 1], jos
joukon E sulkeuma (eli pienin suljettu, jonka osajoukko on E) on [0, 1].

Osoita, ettd B on Borelin joukkojen luokka joukossa X, jos ja vain jos B on pienin
o-algebra, joka sisaltad suljetut joukot.

Olkoon X = {1,2,3,4,5}. Miké on pienin o-algebra, joka sisaltdaa joukot A = {1,2}
ja B = {2,4}7? Esité jokin mitta téssd o-algebrassa.

Olkoon E C R joukko. Osoita, ettd seuraavat ehdot ovat yhtipitédvia:

(i) Joukko E on Lebesgue-mitallinen,
(ii) Jokaiselle € > 0 on olemassa avoin joukko U D E s.e. m* (U \ E) < ¢,
(iii) Jokaiselle € > 0 on olemassa suljettu joukko F' C E s.e. m* (E\F) < e,

(iv) On olemassa avoimet joukot G, i € N, s.e., E C (;cny Gijam® (Nien Gi\E)
—0,

(v) On olemassa suljetut joukot F;, i € N, s.e., E D U,cny Frjam* (E\ (Ujen F3))
= 0.
Jos m*(E) < oo, niin ylldolevat ehdot ovat yhtépitévid seuraavan ehdon kanssa

(vi) Jokaiselle € > 0, on olemassa dérellinen méaira avoimia valeja Iy, k = 1,...,n,
s.e.
m* (((U Ik> \E> LB\ (Ulk>> <e
Ohje: Katso Royden s. 62.

Miarittele ulkomitta yleisessé tapauksessa mielivaltaiselle joukolle X ja todista, etta
sen avulla saadaan taydellinen mitta.

Selvitd, mitd Carathéodoryn laajennuslause pitaé sisdllaan.



