Analyysi 5.
Harjoitus 3.

Taméan harjoituksen tehtidvit 1-6 palautetaan kirjallisesti torstaina 5.2.2004.
Loput ohjatuissa harjoituksissa

1.

10.

Osoita, ettd joukko F on mitallinen mitta-avaruudessa (X, B, u) jos ja vain jos
karakteristinen funktio x g on mitallinen.

Oletetaan, ettd f : X — R U {—00,00} on mitallinen mitta-avaruudessa (X, B, u)
ja funktio g : X — RU{—00, 0} toteuttaa ehdon f = g a.e.. Oletetaan liséksi, ettd
mitta p on téydellinen (eli jokaiselle joukolle E ja F ehdoista £ C F ja u(F) =0
seuraa, ettd joukko E on mitallinen). Osoita, ettd funktio g on mitallinen.

Olkoon A C R. Osoita, ettd funktio f : A — R on Lebesgue mitallinen, jos ja vain
jos joukko f~'(]g,oc[) on mitallinen jokaiselle rationaaliluvulle g.

Olkoon A C R. Osoita, ettd funktio f : A — R on Lebesgue mitallinen, jos ja vain
jos jokaisen suljetun joukon alkukuva on mitallinen.

Selvitd, onko funktio f : A — R Lebesgue mitallinen, jos jokaiselle a € R joukko
f~*({a}) on mitallinen.

Olkoon (X, B, 1) mitta-avaruus. Todista: Jos (£,),cn on kasvava jono mitallisia
joukkoja, niin lim, . p(Ey) = p(UE,). Lisdksi jos (F,),cn On vihenevi ja p (F) <
oo jollekin 7 € N, niin lim,, o u(E,) = p(NE,).

. Anna esimerkki nollamittaisesta joukosta, joka on ylinumeroituva. Ohje: Olkoon

I = [0,1]. Merkitddn I{ = |1, 2[. Jaetaan joukon /\I{ komponentit [0,1] ja [2,1]
kolmeen yhtisuureen osaan ja merkitéiin keskimmiisié avoimia vileji niistd I] ja 1.
Jaetaan edelleen joukon I\ (IY U I} U I}) komponentit kolmeen yhtisuureen osaan
ja merkitdin keskimmaéisid avoimia villeji niistd I7, 13,12 ja I7. Jatkamalla tiité
prosessia saadaan jono avoimia vileja ([ﬁ)keN jan =1,..,2% Joukkoa I\ Unx I*
sanotaan Cantorin joukoksi. Osoita, ettd Cantorin joukko on ylinumeroituva ja nol-

lamittainen.

Osoita, ettd mitallisessa avaruudessa (X, F) mitalliselle funktiolle f : X — R U
{—00, 00} pitee

(a) |f| on mitallinen,

(b) f™ on mitallinen.

Osoita, ettd f : X — R on mitallinen mitallisessa avaruudessa (X, F), jos ja vain
jos jokaisen Borelin joukon alkukuva on mitallinen. Ohje: Osoita, ettd joukko

{BCR|f(B)eF}
on o-algebra.

Olkoot (X, B) ja (R, F) mitallisia avaruuksia ja f : X — R seki g : R — R mitallisia
funktioita. Selvité tarkasti, onko f o g mitallinen aina vai jossain erikoistapauksissa?



