
Analyysi 5.
Harjoitus 3.

Tämän harjoituksen tehtävät 1�6 palautetaan kirjallisesti torstaina 5.2.2004.
Loput ohjatuissa harjoituksissa

1. Osoita, että joukko E on mitallinen mitta-avaruudessa (X,B, µ) jos ja vain jos
karakteristinen funktio χE on mitallinen.

2. Oletetaan, että f : X → R ∪ {−∞,∞} on mitallinen mitta-avaruudessa (X,B, µ)
ja funktio g : X → R∪{−∞,∞} toteuttaa ehdon f = g a.e.. Oletetaan lisäksi, että
mitta µ on täydellinen (eli jokaiselle joukolle E ja F ehdoista E ⊂ F ja µ (F ) = 0
seuraa, että joukko E on mitallinen). Osoita, että funktio g on mitallinen.

3. Olkoon A ⊂ R. Osoita, että funktio f : A → R on Lebesgue mitallinen, jos ja vain
jos joukko f−1 (]q,∞[) on mitallinen jokaiselle rationaaliluvulle q.

4. Olkoon A ⊂ R. Osoita, että funktio f : A → R on Lebesgue mitallinen, jos ja vain
jos jokaisen suljetun joukon alkukuva on mitallinen.

5. Selvitä, onko funktio f : A → R Lebesgue mitallinen, jos jokaiselle a ∈ R joukko
f−1({a}) on mitallinen.

6. Olkoon (X,B, µ) mitta-avaruus. Todista: Jos (En)n∈N on kasvava jono mitallisia
joukkoja, niin limn→∞ µ(En) = µ(∪En). Lisäksi jos (Fn)n∈N on vähenevä ja µ (Fi) <
∞ jollekin i ∈ N, niin limn→∞ µ(En) = µ(∩En).

7. Anna esimerkki nollamittaisesta joukosta, joka on ylinumeroituva. Ohje: Olkoon
I = [0, 1]. Merkitään I0
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sanotaan Cantorin joukoksi. Osoita, että Cantorin joukko on ylinumeroituva ja nol-
lamittainen.

8. Osoita, että mitallisessa avaruudessa (X,F) mitalliselle funktiolle f : X → R ∪
{−∞,∞} pätee

(a) |f | on mitallinen,
(b) fn on mitallinen.

9. Osoita, että f : X → R on mitallinen mitallisessa avaruudessa (X,F), jos ja vain
jos jokaisen Borelin joukon alkukuva on mitallinen. Ohje: Osoita, että joukko

{
B ⊂ R | f−1 (B) ∈ F}

on σ-algebra.

10. Olkoot (X,B) ja (R,F) mitallisia avaruuksia ja f : X → R sekä g : R→ R mitallisia
funktioita. Selvitä tarkasti, onko f ◦g mitallinen aina vai jossain erikoistapauksissa?


