Analyysi 5.
Harjoitus 4.

Tamaén harjoituksen tehtivit 1-6 palautetaan kirjallisesti torstaina 12.2.2004.
Muut tehtavit kisitellddn harjoituksissa

1. Olkoot f: X — R ja g: X — R yksinkertaisia. Osoita, ettd max (f, g), min (f, g)
ja fg sekd [+ g ovat yksinkertaisia.

2. Olkoon f : R — R kasvava. Osoita, ettd f on Lebesguen mitallinen mitta-avaruudessa
(R, M, m). Todista my0s, ettd vihenevi reaaliarvoinen funktio on mitallinen.

3. Olkoon (X, B, ;) mitta-avaruus. Osoita, ettd jos mitalliselle funktiolle f : X —
R U {—00, 00} integraali [ fdu on olemassa, niin [ af du =« [ fdu.

4. Olkoon (X, B, 1) on mitta-avaruus. Osoita, ettd jos funktio f : X — R on rajoitet-
tu ja mitallinen, niin on olemassa jono yksinkertaisia funktioita, jotka suppenevat
tasaisesti kohti funktiota f. Ohje: Lauseen 2.2.9 todistus.

5. Olkoon (X, B, ;1) mitta-avaruus.

(a) Oletetaan, ettd f : X — [0, 00| on mitallinen. Osoita, etté jokaiselle mitalliselle
joukolle E patee

/ fdup = sup {/ Edule < f, & yksinkertainen}
E E

(b) Olkoon f: X — RU{—o00, 00} mitallinen. Osoita, etti jos integraali [ fdu on
olemassa, niin integraali || r fdp on olemassa jokaiselle mitalliselle joukolle E.

6. Jos funktio f : X — R on derivoituva, niin f ja f’ ovat mitallisia. Ohje: f'(z) =
lim,oon (f (z + 1) = f(2)).

7. Olkoon s, = (—1)" (”TH) Laske liminf, . s, ja limsup,,_, . sp.

8. Laske [ fdm, kun médritelldéin f: R — R siten,etti
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9. Olkoon (X, B, ) mitta-avaruus. Oletetaan, ettd F € B. Merkitaan By = {AN E|A € B} .
Osoita, ettd (E, Bg, 1) on mitta-avaruus. Mikd on [ f du mitta-avaruudessa (E, Bg, p)?

10. Olkoon I C R suljettu villi. Olkoon D = {xy,2,...,x,} vilin [ jako. Maaritel-
ld4n funktion f : I — R heilahtelu asettamalla Sp = > ;| f (zx) — f (xr—1)]
ja kokonaisheilahtelu VI asettamalla VyI = sup {Sp|D vélin I jako}. Funktioita
f I — R sanotaan rajoitetusti heilahtelevaksi, jos VI < o0.

(a) Osoita, ettd Vi ([a,b]) + Vi ([b, c]) = Vi([a, c]), kun a < b < c.
(b) Osoita, ettd f : I — R on rajoitetusti heilahteleva, jos ja vain jos f = u — v,

missé u ja v ovat kasvavia. Ohje: Osoita, ettd funktiot V; ([a, z]) ja V ([a, x]) —
f (z) ovat kasvavia (a) kohdan avulla.



