Analyysi 5.
Harjoitus 5.

Tamén harjoituksen tehtédvit 16 palautetaan kirjallisesti torstaina 19.2. Muut
tehtévit kisitellddin harjoituksissa

1.

2.

(a) Osoita, ettd rajoitetusti heilahtelevalla funktiolla on korkeintaan numeroitu-
va méiréd epdjatkuvuuskohtia. Ohje: Rajoitetulla kasvavalla funktiolla voi olla
hyppéyksié, joiden pituus on viahintddn o, darellinen maara.

(b) Osoita, ettd funktio f:[0,1] — R

f(x){ ;"COS (3): ifg

on jatkua, mutta ei rajoitetusti heilahteleva.

(c) Osoita, ettd jatkuvasti derivoituva funktio on rajoitetusti heilahteleva.

Joukoilla A ja B on sama mahtavuus, jos on olemassa bijektiivinen kuvaus jou-
kolta A joukolle B. Joukon mahtavuus on ekvivalenssirelaatio. Joukon A méaé-
radmaa ekvivalenssiluokkaa sanomme joukon A mahtavuudeksi ja merkitsemme
card A. Numeroituvan joukon mahtavuutta merkitsemme card N =RX,. M&aritelladn
card A < card B, jos A on yhtd mahtava kuin jokin joukon B osajoukko. Voidaan
todistaa, ettd card A < card P (A), missd P (A) on joukon A kaikkien osajoukkojen
joukko. Yleistetyn kontinuumi hypoteesin mukaan ei ole olemassa joukkoa A siten,
ettd card R < card A < card P (R). Merkitéén reaalilukujen joukon R ei-mitallisten
joukkojen joukkoa £. Osoita yleistetyn kontinuumi

hypoteesin avulla, ettd card £ = card M missd M on reaalilukujen joukon R Lebes-
guen mitallisten joukkojen joukko. Ohje: Kayta hyviksesi edelld mainittuja asioita
ja Cantorin joukkoa ja Harjoituksen 2 tehtavaa 3.

Osoita, ettd Fatoun lemmassa voi olla aito epdyht#lo. Ohje: Tutki funktioita f, (z) =
1, kun € [n,n + 1] ja 0 muulloin.

Osoita, ettd on olemassa jono Lebesgue integroituvia funktioita f,, jotka suppenevat
kaikkialla kohti Lebesgue integroituvaa funktioita f, mutta

lim fndm</fdm.

n—oo

Osoita, ettéd lukujonolla (x,), . on olemassa raja-arvo (ddreton tai dérellinen), jos
ja vain jos
limsup,, ., ©, = liminf, . x,.

Olkoon (X, B, i) mitta-avaruus. Osoita, ettd jos f : X — R on integroituva, niin
joukko {z € X|f (z) > a} on dérellismittainen jokaiselle o > 0.

Olkoon f : [a,b] — R ei-negatiivinen ja jatkuva. Osoita, etté jos f[a . fdm = 0, niin
f () = 0 jokaiselle z € [a,b].



10.

. Olkoon (R, M, m) Lebesguen mitta-avaruus reaalilukujen joukossa. Olkoon f : R —

[0, 0] integroituva. Osoita, ettd funktio F': R — R,

F(az):/]_ [fdm

on jatkuva. Ohje: Kiytd monotonista konvergenssilausetta.

Osoita, ettd jos f on integroituva joukossa F, niin |f| on integroituva ja

/Efdu‘ S/Elfldu-

Olkoon funktio f reaaliarvoinen mitallinen mitta-avaruuden (X, B, u) dérellismit-
taisessa osajoukossa A ja

__nf
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