Analyysi 5.
Harjoitus 6.

Tamén harjoituksen tehtivit 1-7 palautetaan kirjallisesti torstaina 26.2.2004.
Muut tehtavit kisitelldsin harjoituksissa

1. Todista Lusinin lause: Jos f mitallinen reaaliarvoinen valilla [a, b] mééritelty funktio,
jokaiselle 6 > 0 on olemassa vélilld [a, b] jatkuva funktio g siten, ettéd

m{z|f () #g()}) <o
Ohje: Egoroffin lause, Lause 2.2.9 ja harjoitus 2.8.

2. Olkoon (R, M, m) Lebesguen mitta-avaruus. Olkoon funktio f : ' — R rajoitettu
adrellismittaisessa joukossa E. Osoita, ettd seuraavat ehdot ovat yhtapitivia

(a) inf { [, ¥dm | ¢ yksinkertainen ja ¢ > f} = sup { [, ¢dm | ¢ yksinkertainen ja ¢ < f}.
(b) funktio f on mitallinen.

Ohje: ehdon (i) nojalla on olemassa yksinkertaisten funktioiden jonot (¢y)
ja () siten, ettd ¢, < ¢py1 < fja ¥y > Ypp > f ja lim, [¢,dm =
lim,, f UVpdm.

3. Madritellddn funktiojono (f,),cn joukossa [0,1] — R asettamalla

fo (@) = 1—2%, kunx:%,OSkSQ"
" (1 —2)"sinz, muulloin '

Suppeneeko funktiojono (f,) melkein kaikkialla?

4. Olkoon (R, M,m) Lebesguen mitta-avaruus reaalilukujen joukossa. Olkoon f :
la,b] x ]e,d] — R, missi a < b, ¢ < d. Oletetaan, ettd jokaiselle z € |a,b[ funk-
tio f(z,-) on Lebesguen mitallinen ja on olemassa Lebesguen mitallinen funktion
g : e, d[ — Rsiten, ettd | f (z,y)| < g (y) jokaiselle x ja y. Olkoon z( € ]a, b]. Osoita,
ettd jos funktio g on integroituva ja lim, .., f (x,y) on olemassa jokaiselle y € |c, d|,
niin

lim f@mmmwz/ lim f () dm (3) .
200 J)e,dl Je,d[ P20

5. Olkoon (R, M,m) Lebesguen mitta-avaruus. Olkoot funktiot f ja g integroituvia
joukossa A C R. Osoita, etti jos

[ gam = [ gim

jokaiselle joukon A mitalliselle osajoukolle, niin f = ¢ melkein kaikkialla joukossa
A. Milloin ehdosta [, fdm = [, gdm seuraa, etté f = g melkein kaikkialla?

6. Laske integraali
+o0 :
F(y) :/ ef:vywdx.
0

x
Ohje: Apostol: Mathematical Analysis, p. 285.



7. Laske integraali

+0o0 o3
/ sin(x) .
0

T

8. Olkoon f ei-negatiivinen mitallinen funktio. Maéritelladn funktiojono (f,) asetta-

malla
{1 Fn i <n

Osoita, ettd lim, [ f,dp= [ fdp.

9. Tutki seuraavien integraalien olemassaoloa epioleellisena Riemann integraalina ja
Lebesgue-integraalina.

(a) [, sin?(1/z)dz,

(b) f,"* aPe="dz, kun p > 0 ja g > 0.

10. Olkoon (R, M,m) Lebesguen mitta-avaruus. Funktio g on mitallinen ja rajoitettu
jokaisessa rajoitetussa joukon R osajoukossa ja funktiot f,,n € N, on méaritelty
siten, etta

fal@) = gla)e .
Osoita, etté
lim fndm =0

n—oo ]—7',7'[

jokaiselle » > 0. Mika on raja-arvo

lim [ f.dm?

n—oo

11. Olkoon f Lebesque integroituva joukossa R. Jos —oo < a < b < o0, niin jokaiselle
reaaliluvulle r patee

frdm = fdm,
[a,b] [a+7,b+7]

kun f, () = f(x+ 7).

12. Olkoon f integroituva funktio joukossa R. Osoita, etté

o0

lim f(z)cos (nz)de = 0.

Ohje: Todista viite ensin porrasfunktioille .



