Analyysi 5.
Harjoitus 9.

Tamén harjoituksen tehtivit 1-5 palautetaan kirjallisesti torstaina 26.3.2004.
Muut tehtavit kisitelldsin harjoituksissa

1.

Etsi sellaisten Riemann integroituvien funktioiden (f,,) jono, etté lim, f, on rajoi-
tettu, mutta ei Riemann integroituva.

Olkoon (X, B, ;1) mitta-avaruus ja (X, B, 1) sen laajennus téydelliseksi mitta-avaruudeksi.
Osoita, ettd funktio f : X — R on mitallinen mitta-avaruudessa (X, B, 1), jos ja

vain jos on olemassa avaruudessa (X, 5, 1) mitallinen funktio g, jolle pitee f = ¢
melkein kaikkialla mitan p suhteen.

Olkoon F C X x Y. Osoita, ettd
(a) (X xY)\E), = Y\E,,

(b) UE:), =U(E),
(©) (NE), =N(E),-

. Anna esimerkki Dynkin systeemisté, joka ei ole o-algebra.

Olkoon X ={1,2,3,4,5}.

(a) Miké on pienin Dynkin systeemi, joka sisaltdd joukot A = {1,2} ja B = {2,4}7
(b) Miké on pienin Dynkin systeemi, joka sisiltdé joukot A, B ja joukon {2}7

(c) Mikd on pienin c-algebra, joka sisiltaa joukot A, B ja joukon {2}7 Vertaa
Harjoitusten 2 tehtévaédn 7.

. Todista ja esitd Radon-Nikodym lause etumerkkisille mitoille.

Olkoon m Lebesguen mitan rajoittuma joukkoon [0, 1]. Voidaanko edellisten harjoi-
tusten tehtddn 4 lukumééridmitta p esittdd muodossa p = 1 + o, missi p; K m ja
o L m? Voidaanko m esittdd muodossa m = mq + my, missd my < p ja mo L u?

Onko olemassa mitallista funktiota f siten ettd m (E) = [ fdu, missi m on Lebes-
guen mitta valilla [0, 1] ja p tehtévin 7 mitta? Missd luennoilla esitetty todistus ei
pelaa?

Olkoon z € R. Olkoon {z; | i € N} C R. Maéritelldén funktio p : M — [0, o]
asettamalla pi (A) = Y7, €, (A). Osoita, ettd p on mitta. Milloin g on o-dérellinen?
Osoita, ettd p L m.



