Analyysi 5.
Harjoitus 8.

Tamén harjoituksen tehtivit 1-6 palautetaan kirjallisesti 18.3.2004. Muut teh-
tavat kisitellddn harjoituksissa

1.

Olkoon (X, B, i) mitta-avaruus. Olkoon (A,),.y jono mitallisia joukkoja. Osoita,

etta
S
7 (U N Am) < liminf ju (4y).

k=n m=n

Liséksi osoita, ettd jos p on adérellinen, niin

i (ﬂ U Am) > limsup p (Ag) -

k=n m=n k—o0
Ohje: Fatoun lemma.

Olkoon (X, B, i) mitta-avaruus. Oletetaan, etta g ja f1, fa, ..., [ ovat mitallisia funk-
tioita siten, ettd |f,| < |g| ja |g|” on u-integroituva jollekin p > 0. Osoita, ettd jos
fn — [ p-melkein kaikkialla, niin |f|” on p-integroituva ja

lim /]fn—f\p dy = 0.

Olkoon (X, B, u) o-aérellinen mitta-avaruus ja v joukossa B médritelty u-jatkuva
mitta. Tall6in Radon-Nikodym-lauseen nojalla on olemassa ei-negatiivinen mitalli-
nen funktio f siten, etté

v(B) = [ s

jokaiselle F € B. Osoita, ettd jos mitalliselle funktiolla g on ylld oleva ominaisuus
v(E) = [, gdu jokaiselle E € B, niin f = g p-melkein kaikkialla.

Olkoon X = [0, 1]. Osoita, ettd funktio p: P (X) — [0, o]

Y

joukoa A alkioiden mé&éra, jos A on aérellinen
p(A) = o 08 A on Airetd
: jos A on aareton

on mitta, joka ei ole o-dérellinen.

Olkoon v ja p mittoja o-algebrassa B. Osoita, etté

(a) jos v on mitta ja v < p ja v L p, niin v = 0.

(b) jos 11 ja v ovat mittoja ja v; L p ja vo L p, niin avy + by L p jokaiselle
a,b>0.

(c) jos 11 ja ve ovat mittoja ja vy < p ja vy < i, niin avy + by < p jokaiselle
a,b>0.



. Olkoon B vilin [0, 1] Lebesguen mitallisten joukkojen joukko. Osoita, ettd on ole-
massa ei-diskreetti mitta p joukossa B, joka on singulaarinen Lebesguen mitan m
suhteen. Ohje: Kéyté hyviksesi Cantorin joukkoa.

. Médrittele kompleksiarvoinen mitta. Osoita, etté jokaiselle kompleksiarvoiselle mit-
talle v pitee v = puy — o + i3 — Ty, MISSA fiq, [o, [43, 44 OVat ddrellisid mittoja.

. Osoita, ettd Radon-Nikodym lauseessa oletuksesta p on o-darellinen ei voida luopua.
Ohje: Tarkastele tehtivin 4 mittaa ja Lebesguen mittaa joukossa [0, 1] .

. Tehtdvan 3 kaavan madrdamad funktiota kutsutaan mitan v Radon-Nikodym deri-

vaataksi mitan g suhteen. Merkitsemme f = [g—:] Osoita, etta,

(a) jos v < pja vy < p, niin vy + ve <K [ ja
d+w)| _ fdu] | [dv
dp | du dup |-
do] _ [do] [
d\|  ldp] [d\]

&[]

(b) jos ¥ < pu < A, niin

(c) jos ¥ < pja p < v, niin



