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4 SISALTO

Alkusanat

Tamé kurssi kisittelee Lebesguen integrointiteoriaa. Integrointiteorioita
on karkeasti sanottuna kolme, joita voidaan kutsua pédkehittéjiensd mukaan
Cauchyn, Riemannin ja Lebesguen teoria. Lukiossa ja analyysin ensimméiisil-
14 kursseilla kiisitelldén tavallisesti Cauchyn teoriaa. Vuonna 1823 ilmestyneessé
julkaisussaan Cauchy méairitteli integraalin fab f dx jatkuvalle funktiolle reaali-
lukuvililld [a, b]. Riemann yleisti 1854 témén integraalin rajoitetuille funk-
tioille. Molemmissa teorioissa on yhteisté, etté vili [a, b] jactaan dérelliseen
médrdin osavileja jakopisteilld x, zo, ..., T, ja integraali saadaan muotoa

n
Z a; (xz - xi—l)
i=2

(a; reaaliluku) olevien yld- ja alasummien avulla (asiaa késitelldéin tarkem-
min Luvussa 3.3). Viitoskirjassaan Lebesgue alkoi kisitelld uutta integraalia,
joka on olemassa my6s pahastikin epéjatkuville funktioille. Vuonna 1903
ilmestyneesséd julkaisussaan hén esitti tarkemmin integraaliaan. Keskeinen
idea on saada luoda ensiksi joukolle E' C [a,b] hyvd mitta (Lebesguen mit-
ta). Sen jilkeen yld- ja alasummat saadaan jakamalla vili [a,b] dérelliseen
médridan joukkoja Fi, ..., B, funktion f arvojoukon avulla. Ne ovat muotoa
S aim (E;), missi a; on reaaliluku ja m (E;) joukon E; mitta.

Lebesguen teorian hyvid puoli on se, ettd sen avulla voidaan integroi-
da hyvinkin huonosti kiyttiytyvid funktioita. Lisdksi Lebesguen teoriassa
voidaan todistaa voimakkaita integraalimerkin ja raja-arvon jérjestyksen vai-
htamistuloksia (konvergenssilauseita). Tarkemmin integrointiteorioiden his-
toriaa ja miksi integrointiteoriat on kehitetty on esitetty ldhteessd [5].

Tamé luentomoniste perustuu syksylld 1993 ensimméisen kirjoittajan pi-
téméédn kurssiin Analyysi 5. Moniste noudattaa Roydenin ideaa (katso [8]),
jonka mukaan mittateoria ensin esitetéiin reaalilukujen joukossa ja sen jil-
keen yleisissé joukoissa. Fubinin lauseen avulla saadaan tdmén jéilkeen mit-
ta tuloavaruuksissa ja erityisesti n-ulotteisessa Euklidisessa avaruudessa R™.
Viimeisessé luvussa on esitetty Rieszin esityslause lidhtien liikkeelle Radonin
mitasta.

Luvuissa 1-3 on pédosin léhteind [8] ja [1]. Luvuissa 4-5 on ldhteind [8],
[2] ja [9]. Viimeinen luku on mukaelma léhteisté [9], [3] ja [6].

Luentomonisteen kirjoittamisessa auttoivat aktiiviset kurssin Analyysi 5
opiskelijat. Erityisesti Heikki Niemeldinen monilla kysymyksilli&n paransi
kurssin sisaltoa.

Joensuussa 21.7.1994

Sirkka-Liisa Eriksson Pasi Vahimaa



Luku 1

Lebesguen mitta

1.1 Ulkomitta

Olisi hyvé, jos voisimme sanoa mielivaltaisesta joukosta, kuinka iso se on.

Tamé tosin tuntuu hivenen omituiselta asialta. Kuinka esimerkiksi jostakin

karvahattujen osajoukosta voisimme kertoa, kuinka iso se on? Silti usein on
kitevad mitata jollain tavalla joukon kokoa. Erityisen térkedd joukon mitan
tietdminen on integroitaessa.

Téssé aluksi tarkastelemme, kuinka voisimme “mitata” jonkin reaaliluku-
jen R osajoukon koon. T&té varten tarvitsemme kisitteen mitta. Jotta tama
mitta vastaisi normaalia kiisitystdmme mitasta, olisi luonnollista asettaa mi-

talle seuraavat vaatimukset:

1.
2.

Joukon F mitta m(FE) on médritelty jokaiselle joukolle £ C R.
Jokaisen reaalilukuvilin mitta on sama kuin kyseisen vilin pituus.
Jos joukot F),, ovat joukon R pistevieraita osajoukkoja, eli
E.NE,=0, kunn#m,

niin mitta on tiaydellisesti additiivinen:

m (U En> = m(E,).

neN neN

Mitta m on invariantti siirrossa pitkin reaaliakselia, eli jos a € R ja

a+E={a+x|z€E}
niin joukon a + E mitta on sama kuin joukon E mitta:

m(a+ E) =m(E).
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Valitettavasti téllaisen mitan mééritteleminen on mahdotonta (Katso Ro-
yden, s. 64). Jostakin edelld olevasta ehdosta on luovuttava. Tuntuu luon-
nollisimmalta luopua ehdosta (1). Eli vaadimme, ettd voimme edes joistakin
joukoista sanoa, minki mittaisia ne ovat. Siten ryhdymme etsiméin mittaa,
joka toteuttaa loput ehdot (2)—(4).

Téllaisen mitan méaérittelemiseksi otamme ensiksi kidyttoon ulkomitan.
Ulkomitan tarkoituksena on antaa arvio joukon mitalle joukon peittéivien
avoimien viilien pituuksien summan avulla. Avoin véli ]a, b[ on joukko

{reR|a<z<b},

missd a, b € R. Ulkomitan méérittelemme kaikille reaalilukujen joukon osa-
joukoille A seuraavasti:

Maéritelmi 1.1.1 Olkoon A reaalilukujen R osajoukko. Joukon A Lebes-
guen ulkomitta m*(A) on

m* (A) = inf {Z I(Ig) | I :t avoimia vdileji siten, ettd A C U Ik} ,
keN keN

missd (1) on valin I tavallinen geometrinen pituus.

Siis joukon A ulkomitta on suurin alaraja eikd minimi joukon A peittéivien
avoimien vilien [ pituuksien summasta. Néin ollen ei vilttamétta ole ole-
massa avoimia véleji I siten, ettd m* (A) = >, I(Ix). Lisdksi on syyti
huomata pari asiaa:

1. Koska kaikille joukoille A C R on voimassa

AC U |—n,n[ =R,

neN

niin ulkomitta m*(A) on mééritelty kaikille joukoille A C R.
2. Joukon A ulkomitta on aina ei-negatiivinen ja se voi olla myos direton:

0<m"(A) < 0.
Taméa luonnollisesti siitéd syysté, ettd geometrinen pituus on aina posi-
tiivinen, ja etté suoran ulkomitta on déreton, mikd ndhdéin seuraavasta
lauseesta.
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3. Olkoon A C R ja B C R siten, ettd A C B. Olkoot vilit I liséiksi
avoimia vilejé |a, b], jotka peittivit joukon B, eli

Bc I

Koska A on joukon B osajoukko, niin ndmé vilit peittévit myos joukon
A, eli

AC U]k

keN

Siten valttamatta

> (1) = m*(A).

keN

Niin ollen joukon B osajoukon A ulkomitta on pienempi kuin joukon
B ulkomitta:

m*(A) < m*(B),

aivan kuten hyvéiltd mitalta voisi odottaakin. T#@td ominaisuutta kut-
sutaan ulkomitan monotonisesti kasvava.

Seuraavaksi osoitamme, etté ulkomitta on myos siind mielessd hyvé, etti
vilin ulkomitta on sama kuin vilin pituus.

Lause 1.1.2 Reaalilukuvdlin ulkomitta on sama kuin kyseisen vdlin pituus.

Todistus. Kisitelldén ensiksi suljettuja rajoitettuja vileji. Olkoon
I=lab], a<b

suljettu vili. Talloin jokaista positiivista lukua € kohti voimme valita avoi-
men vilin |a — €,b + €[, joka peittdd vilin I. Koska ulkomitta on kyseisen
vilin peittdvien avoimien vilien pituuksien suurin alaraja, niin

m*(I) <b—a+2 kaikilla € > 0.
Koska € on mielivaltainen, niin saamme

m*(I) <b—a.
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Seuraavaksi osoitamme, etté
m*(I) >b—a.

Olkoot nyt joukot I} avoimia siten, etté ne peittévit vilin I:
Icl|Jn

Koska viili on suljettu ja myos rajoitettu (eli kompakti), niin voimme soveltaa
Heine-Borelin lausetta (katso [8, Theorem 2.15]). Sen mukaan on olemassa
adrellinen osapeite Iy, ¢ = 1,... ,m, siten, ettéd

ICO%.
i=1

Koska piste a kuuluu vilille 7, niin on olemassa jokin osapeitteen joukko I,
johon a sisiltyy, eli

a € I, jollakin s.
Merkitsemme tété vilia
Iy, = Jai, by].
Jos nyt by < b, niin on puolestaan olemassa véli I siten, ettd
b € ij jollakin j.
Merkitsemme tatd vilid puolestaan
I, =]as, byl.

Jatkamme tété niin kauan, kunnes jollakin arvolla [ pétee b; > b. Néin olem-
me saaneet vilit

lai, b1, Jag,bal, ... Ja, bif,
joille on konstruktion nojalla voimassa
b € Jaki1, brya]
eli

ap1 < bk < bk+1-
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N4in ollen saamme

Sur) > i)
reN i=1
bl—al+...+b1—a1

v

bl + (bl,1 — CL[) + ...+ (bl — ag) —a.

Koska by, 1 > ay kaikille k, niin jokainen suluissa oleva termi on ei-negatiivinen.
Siten

ZZ(L«) 2 bl — ai.

reN

Toisaalta b; > b ja a1 < a, joten

S UL)=b—a=1(a,b]).

reN

Siis saamme
m* () > 1([a,b]) =b— a.
Koska lisiksi aiemmin totesimme, etté
m*(I) <b—a,
niin vilttamétta pitee
m*(I) =b— a.

Niin olemme todistaneet viitteen suljetuille rajoitetuille vileille.
Oletamme seuraavaksi, etté vili I on rajoitettu, mutta ei suljettu. Télloin
voimme muodostaa suljetun vilin [a, b], missé a = inf [ ja b = sup I, jolloin

ICla,b)].

Koska I on vilin [a,b] osajoukko, niin silloin sen ulkomitta on korkeintaan
sama kuin vélin [a, b ulkomitta. Siis

m*(I) <b—a=m"([a,b]).
Toisaalta, jos valitsemme positiivisen luvun € siten, ettd

b—a

€<
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niin
la+eb—¢ CI.
Niin ollen saamme
m*([) >m"(ja+eb—¢))=b—a— 2
jokaisella edelld médritellylla luvulla e. Siten pétee
m*(I) > b—a.
N&in ollen saamme
m*(I) =b—a,
joka puolestaan on sama kuin kyseisen ei-suljetun vilin pituus, silld a = inf I
jab=supl.
Jos vili I ei ole rajoitettu, niin ehdosta a € I seuraa, ettd a +n € [
jokaiselle n € N tai a — n € I jokaiselle n € N. Néin ollen saamme
m*(I) >m* ([a,a+n]) =n
tai
m* (1) > m* ([a—n,a]l) =n
jokaiselle n. Siis m* (1) = oc. O

Ulkomitta ei ole additiivinen, mutta se toteuttaa lievemmsén ominaisuu-
den:

Lause 1.1.3 Olkoot A;, i € N, reaalilukujoukon osajoukkoja. Tdlldin ndille
joukoille pdtee ulkomitan subadditiivisuus :

m* (U Ai> <Y om(Ay).

ieN ieN

Todistus. Mikili
m*(4;) = o0

jollakin arvolla ¢ € N, niin viite on voimassa triviaalisti.
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Oletamme siis, etté
m*(A;) < oo kaikilla ¢ € N.

Talloin on olemassa avoimet vilit I;, , jotka toteuttavat ehdot
Aic L,
keN

ja kaikille € > 0

S UL, < mt(A) + =

2t
keN

Kun nyt otamme summauksen yli kaikkien indeksien 7, niin saamme

> UT) <) mt(A) +e

i,keN €N
Koska
Jaic U L
€N i,keN
niin pétee

m* (U Ai) < Zl(lik) < Zm*(Ai) + €.

€N ieN
Koska € on kuitenkin valittu mielivaltaiseksi, niin vilttamatta
ieN ieN

eli ulkomitta on subadditiivinen. 0
Talla tuloksella on kaksi hyvin ilmeistd seurausta.

Seuraus 1.1.4 Jos joukko A C R on numeroituva, niin sen ulkomitta on
nolla:

m*(A) = 0.
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Todistus. Mikili A C R on numeroituva, niin voimme esittdi sen muodossa
A= Jai}
€N

£

Jokaisen pisteen x; voimme peittdd suljetulla joukolla [z; — §,z; + 5], missd
€ > 0 on mielivaltainen. T&lloin

0<m"({z;}) <m” ([xl - %,aji + E]) =€
Koska € oli mielivaltainen, niin saamme

m* ({z;}) = 0.

Edellisen lauseen nojalla saamme siten

0<m*(A) <Y m* ({z:}) =0.

ieN
Siis numeroituvan joukon ulkomitta on nolla. U

Seuraus 1.1.5 Reaalilukuvili on ylinumeroituva.

Todistus. Mikéli vélin pituus on nollasta poikkeava (emme kisitd yhtd pis-
tetté viliksi), niin myos ulkomitta on # 0, joten edellisen seurauksen nojalla
véli on ylinumeroituva. ]

Tamaén jilkeen voimmekin sitten maéritelld itse mitan edelld olleen ulko-
mitan avulla.

1.2 Lebesguen mitta reaalilukujen joukossa

Reaalilukujen mitan méiéritelyssid vaikeutena on, ettei sité voida méiritelld
tdaydellisesti additiivisena joukkofunktiona jokaiselle reaalilukujen joukon os-
ajoukolle. Seuraavassa méiritelméissé esitetéddn sellaiset joukot, joita voimme
hyvin mitata. Maédritelmé tosin néyttdnee hiukan omituiselta, mutta sen
tarkoituksellisuus selvinnee jatkossa.

Maiéritelmi 1.2.1 Joukko EE C R on mitallinen, jos jokaiselle joukolle A C
R on votmassa

m*(A) = m*(AN E) + m*(A\ E).
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Mitallisten joukkojen joukkoa merkitiin M. Mitta m on mitallisten joukko-
jen joukolta M ei-negatiivisten laajennettujen reaalilukujen joukolle R, U
{00} madritelty funktio, jolle patee

m(E)=m"(F)
jokaiselle E € M.

Huomautamme vield, ettd mitta on méiritelty vain mitallisille joukoille.
Jos joukko ei ole mitallinen, niin emme voi puhua sen “mitasta”. Toisaal-
ta madritelméd on jérkevd, silld ulkomitan maérittelimme kaikille joukoille.
Myos ei-mitallisia joukkoja on olemassa (Katso Royden luku 3.4). Niiden
esitys vaatii kuitenkin valinta-aksiomaa.

Koska kaikille joukoille A C R on voimassa Lauseen 1.1.3 nojalla ulkomi-
tan subadditiivisuus, niin

m*(A) < m* (AN E) +m*(A\ B).

Siis, jos haluamme osoittaa jonkin joukon £ C R mitalliseksi, riitté4 osoittaa,
etté

m*(A) >m"(ANE)+m"(A\ E) (1.1)
kaikille niille joukoille A, joille m*(A) < oco. Mikili m*(A) = oo, niin tdm#

epayhtilo on voimassa selvisti.
Méiéaritelmén perusteella saamme seuraavan triviaalin lauseen.

Lause 1.2.2 Jos joukko E C R on mitallinen, niin myds sen komplementti
R\ E on mitallinen.

Todistus. Vaihdamme vain joukot komplementeiksi, josta viite seuraa joukko-
oppia kiyttamalla. ]

Edelleen saamme, etté jokainen joukko, jonka ulkomitta on nolla, on mi-
tallinen.

Lause 1.2.3 Olkoon E C R. Jos m*(E) = 0, niin joukko E on mitallinen
jam(E)=0.
Todistus. Koska AN (R\ E) C A, niin

m*(A) > m* (AN (R\ E)).
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Toisaalta, koska m*(F) = 0, niin
0<m"(ENA) <m*(E)=0.
Koska lisiksi AN (R\ E) = A\ E, niin ndm4 tulokset yhdistdmilld saamme
m*(A) > m*(A\ E) +m" (AN E).

Niin ollen £ on mitallinen. 0
Talla tuloksella on edellisen luvun perusteella suora seuraus:

Seuraus 1.2.4 Numeroituvat joukot ovat mitallisia ja nitden mitta on nolla.
Todistus. Numeroituvan joukon ulkomitta on nolla Seurauksen 1.1.4 mu-
kaan, joten viite seuraa edellisesté lauseesta. ]

Mitta on luonnollinen, jos vilit ovat mitallisia. Téméan todistamiseksi
selvitimme ensin avoimen vilin |a, co[ mitallisuuden.

Lemma 1.2.5 Vili Ja, o[ on mitallinen.

Todistus. Olkoon A C R mielivaltainen testijoukko. Merkitsemme
Ay = AnNja, o0,
Ay = A\Ja,00]=AN]—00,a].
Meidén pitéisi mitallisuuden mééritelmédn mukaan osoittaa, etté
m*(A) = m*(A;) + m*(Az).
Ulkomitan subadditiivisuuden nojalla riittdi osoittaa, etté
m*(A) > m* (A1) + m*(As).
Koska tédméi epéyhtilo on voimassa, kun m*(A) = oo, niin voimme olettaa,
ettd m*(A) < 0.
Koska joukot A; ja As ovat joukon A osajoukkoja, niin myos nédiden ul-

komitat ovat dérellisid. Télloin on olemassa sellaiset avoimet vilit I, n € N,
etté

AC le
k=1
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ja

e+m(A) > il([k), e > 0.

k=1

Merkitsemme seuraavaksi

I, = IxNja,ool,
Il = IxyN]—o0,aq]

Koska vilin ulkomitta on sama kuin vilin pituus, niin voimme kirjoittaa

U(I) = 1(I}) + 1(IY) = m* (1) + m*(1}).

Ndin ollen voimme kirjoittaa

e+m*(A) > Zm (1) +m*(I})

= Zm (1}) —i—Zm (1)
> (A1)+m(A2)

missd viimeinen rivi tulee ulkomitan subadditiivisuuden perusteella. Koska e
on mielivaltainen, niin

m*(A) = m*(Ar) +m*(As),

joten viite on voimassa. ]

Seuraavaksi osoitamme, ettd mitallisten joukkojen #érelliset yhdisteet ja
leikkaukset ovat mitallisia. Téstd seuraa myos, ettéd kaikki vilit ovat mi-
tallisia.

Lause 1.2.6 Jos reaalilukujen joukon osajoukot Ey, ..., Ey ovat mitallisia,
nin joukot

ovat mitallisia.
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Todistus. Osoitamme viitteet tosiksi kahdelle joukolle. Yleiset tapaukset
seuraavat niistd suoraan induktiolla.

Olkoot siis joukot F; ja E» mitallisia. Koska F; on mitallinen, niin mééritelmén
mukaan

m*(A) = m*(AN Ey) +m*(A\ E;)

jokaiselle joukolle A C R. Sovellamme nyt joukon F, mitallisuutta joukkoon
A\ E;. Téllsin siis médritelmén mukaan

m*(A\ E1) =m" ((A\ E1) N Ey) +m™ ((A\ E1) \ Es).

Yhdistamélla némé kaksi tulosta voimme kirjoittaa
m* ((A\E1) N Ep) (AN Ey)) +m” (A\ (ErU E»))
m* (A N (El U EQ)) + m* (A\ (El U Eg)) .

v

Néin ollen epéyhtélon (1.1) mukaan joukko E; U Es on mitallinen.
Toisaalta joukkojen FE; ja FEs leikkauksen voimme kirjoittaa muotoon

Eyn By =R\ (R\ E)U RN Ey)).

Kun sovellamme tdhéin komplementin mitallisuutta ja edelld todistettua yh-
disteen mitallisuutta, niin ndemme, ettd myos leikkaus £ N Ey on mitallinen.
Namé tulokset voimme yleistdd induktiolla koskemaan mitallisia joukkoja
Ey, ... E,. O]

Seuraus 1.2.7 Kaikk: reaalilukuvailit ovat mitallisia.

Todistus. Koska joukko ]a,oo[ on mitallinen, niin my6s sen komplementti
R\ ]Ja, 00 = |—00, a] on mitallinen. Jos a < b, niin

la,b] = ]—00,b] N]a, o]

on mitallinen. Edelleen yhden pisteen joukot ovat nollamittaisina mitallisia,
joten joukot

Ja,)]U{a} = [a,0]
Ja, 0] \ {b} = a,b]
J—00,a]\{a} = ]-o0,d]
Ja,o0[U{a} = [a,00]

ovat mitallisia. O
Seuraavaksi todistamme kaksi lemmaa, joita tulemme tarvitsemaan nu-
meroituvien unionien mitallisuuden todistamisessa.



1.2. LEBESGUEN MITTA REAALILUKUJEN JOUKOSSA 17

Lemma 1.2.8 Olkoot E; C R, i = 1,...  k, keskenddn pistevieraita ja mi-
tallisia joukkoja ja A C R mielivaltainen joukko. Tdlloin on voimassa

m* (Am (UE)) => m (ANE).

Todistus. Jilleen todistamme tédmén vain tapauksessa k = 2, silld yleisen
tapauksen saamme téstd induktiolla.

Olkoot siis F ja E» mitallisia pistevieraita joukkoja. Koska F on mital-
linen, niin

m* (AN (Ey U Ey)) = m* (AN (E1 U E9) NEL) +m™ (AN (B, U Ey)) \Ey) .
Kéyttamélld joukko-oppia ja muistamalla, ettd By N Ey = (), saamme
m* (AN (EyUEy))=m* (AN Ey) +m* (AN Es),
ja yleinen tapaus seuraa siis tésté induktiolla. O

Lemma 1.2.9 Jos joukot E; C R, i € N, ovat mitallisia, niin on olemassa
pistevieraat mitalliset joukot F; C R siten, ettd

Ue=UJF-

ieN ieN
Todistus. Valitsemme joukot F; seuraavasti:

P = F
F, = E)\E;
F; = E3\(EyUEy)

ja niin edelleen. T4ll6in yleinen joukko £}, on

szﬁ%\(ijﬂ).

Joukot F}, ovat mitallisia ja pistevieraita, silld kun & > [, niin

oo ) o ()



