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Todistamme seuraavaksi, etté
Ensinnékin

Kaytdamme induktiotodistusta. Ensiksi huomaamme, ettd F; = Fi. Siis viite
on tosi, kun n = 1. Oletamme seuraavaksi, etti viite pitee arvolla n, eli

Talloin saamme arvolla n + 1

n+1

UFk = FU UFk
k=1

k=1

e (Ge))uyn)
— (E,m\ (L_Jl E)) U (H Ek> = kL_JlEk

Siten kaikilla arvoilla n on voimassa
k=1 i=1

Koska témé pétee siis kaikilla luvun n arvoilla, niin erityisesti

”C8

U Fi. C U E}
k=1 k=1
Olkoon nyt
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Tilloin on olemassa sellainen k, ettd x € Ej. Siis

k k
rel JE={JF,
i=1 i=1
joten on olemassa j siten, ettd x € Fj. Siis saamme

UEzCUFz

ieN ieN
Néin ollen

ieN ieN
ja viite on siis todistettu. U

Niiden lemmojen avulla voimme nyt todistaa seuraavan lauseen.

Lause 1.2.10 Jos joukot E; ovat mitallisia, niin myds joukot

ieN ieN

ovat mitallisia. Edelleen

m (U E) <> m(E)

ieN ieN

ja mikdli mitalliset joukot E; ovat pistevieraita, pdtee yhtdsuuruus el
i=1 i=1

Todistus. Olkoot joukot F; mitallisia. Télloin Lemman 1.2.9 nojalla on ole-
massa pistevieraat mitalliset joukot F; siten, etti

e
i=1 i=1

Koska joukot E; ovat mitallisia, niin Lauseen 1.2.6 nojalla myos joukko
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on mitallinen. Mitallisuuden mééritelmén mukaan tdmé tarkoittaa sité, etté

m*(A) = m* (AQUEZ) +m* (A\UEl).

Tissd vasemman puolen ensimméisen termin voimme Lemman 1.2.8 avulla
kirjoittaa muotoon

m* (A N OE,) = im*(A NEF).
i=1 i=1

Jalkimmaéisesséd termissd voimme kasvattaa summauksen #irettomiksi, jol-
loin kyseisen joukon ulkomitalle on voimassa

k ')
i=1 i=1
Talloin saadaan kaikille kK € N
k o]
m*(A) =) m*(ANF) +m’ (A\UEi) .
i=1 i=1

Koska tdmé siis on voimassa kaikilla arvoilla n € N, niin voimme nostaa
summauksen #drettomyyteen asti, jonka jidlkeen voimme kiyttid ulkomitan
subadditiivisuutta. Ndin saamme

m*(A) > im*(AmF,»)er* (A\GEz)
> mt| AN GF1>)+m*<A\GE,>

i=1 i=1

oo (a0 (5 ) oo (10

i=1 i=1

Mutta téméhén tarkoittaa sitd, ettd yhdiste |J;=, E; on mitallinen. Téstd
puolestaan saamme leikkauksen (7~ E; mitallisuuden. Nimittdin muistam-
me, ettd mitallisen joukon komplementti on mitallinen ja huomaamme, etté

(VB =R\ JR B).
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Viitteen toinen osa, eli mitan subadditiivisuus, on suora seuraus ulkomi-
tan subadditiivisuudesta, silld mitallisille joukoille mitta on sama kuin ulko-
mitta.

Viimeisen osan eli tédydellisen additiivisuuden saamme seuraavasti: Jos
joukot E; ovat pistevieraita, niin Lemman 1.2.8 nojalla saamme

Jos vasemmalla puolella kasvatamme lukua n, niin kyseisen yhdisteen koko
ei voi pieneté, joten saamme kaikilla n € N

Mutta koska téméi siis pétee kaikilla arvoilla n, voimme nyt myos oikealla
puolella antaa n — oo. Siis

Siten yhdistamélla edelld olevat epdyhtilot saamme téaydellisen additiivisuu-
den eli

mikili joukot F; ovat pistevieraita. U

Palautetaan mieleen, ettd joukko A C R on awvoin, jos jokaiselle z € A
on olemassa sellainen avoin vili I, ettd I C A jax € I. Joukko A C R on
suljettu, jos R\ A on avoin. Avoimet joukot voidaan esittdi avoimien vélien
avulla.

Lemma 1.2.11 Jos joukko A C R on avoin, niin on olemassa numeroituva
mdadrd avoimia vdilejd Iy siten, ettd

A:Uh
k
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Todistus. Todistuksessa kidytdmme hyviksi rationaalilukujen joukon QQ nu-
meroituvuutta. Numeroidaan joukon QQ alkiot seuraavasti ri, 79, .... Olkoon
x € A mielivaltainen piste. Koska joukko A on avoin, niin on olemassa avoin
vili

|a, B,] C A.

Koska kahden reaaliluvun viilissé on aina rationaalilukuja (katso esim. [7,
Lause 1.7.2] tai [8, Corollary 2.4]), voimme 16ytéd vileiltd |a,, z[ ja |z, G,]
rationaalilukuja. Valitaan rationaaliluvut r,,, ja r,, seuraavasti

ny =min{i|r; € |ag,z[}, mg, =min{i|r; € |z, B.[} .

Talloin

Vaikka alkioiden z € A joukko on ylinumeroituva, niin vélien |r,,_, 7, [ miira
on numeroituva, silld rationaalilukujen joukko on numeroituva. Lisiksi pétee

A= U]Tnz,rmz[, T € A,

reA

joten viite on todistettu. ]

Huomattakoon, ettéd avoin joukko voidaan esittéé jopa pistevieraiden avoimien
vilien unionina (katso esim. [8, Proposition 2.8]), mutta emme tarvitse téiti
tulosta télld kurssilla.

Mitta on yhteensopiva topologian kanssa, silld

Lause 1.2.12 Avoimet joukot ja suljetut joukot ovat mitallisia.

Todistus. Jos joukko A C R on avoin, niin voimme kirjoittaa
A= U I}, missé joukot [ ovat avoimia vileja.
keN

Siis Lauseen 1.2.6 nojalla A on mitallinen, silld vilit ovat mitallisia.
Vastaavasti, jos A on suljettu, niin R\ A on avoin ja siis mitallinen. N&in
ollen myos joukko

A=R\(R\A)

on mitallinen. ]
Esitamme térkeit joukkoja koskevat mitan konvergenssilauseet.
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Lause 1.2.13 (a) Jos jono (Ey) on kasvava jono mitallisia joukkoja, eli
E. C Ek+1; nun

]}Lrgom (Ey) = (U Ek> .

(b) Jos jono (Ex) on vihenevd jono mitallisia joukkoja ja jostakin arvosta
k lihtien m(Ey) < oo, niin

]}Lrgom (Ey) = (ﬂ Ek> .

Todistus. Kohta (a): Merkitsemme

k—1

Fy = By \ By = B\ |J B

i=1

Talloin joukot Fj ovat keskenéén pistevieraita ja

Ua=UE

k=1 k=1
sekd voimme soveltaa Lemmaa 1.2.8:

k=1 k=1 k=1
Toisaalta joukkojen Fj méirittelyn perusteella ndemme, ettd
— U F
k=1

Kun n#iden mittoihin vield sovellamme joukkojen Fj pistevierautta, niin
saamme

Néin ollen edelliset yhtélot yhdistédmaiilld ja ottamalla raja-arvon n — oo
pidttelemme, etti

m (U Ek> = lim Zm(Fk) = lim m(E,).
k=1 k=1
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Kohta (b): Tarkastelemme joukkoja (Ej \ E,), missd n > k. Tallsin

on kasvava jono mitallisia joukkoja, jolloin kohdan (a) perusteella saamme

n>k
= m (Ek\ N En> ,
n=1

silld jono (Ek) on vihenevi. Koska voimme kirjoittaa joukon Ej muotoon

(1.2)

ja joukot Ej \ E, ja E, ovat pistevieraita, niin saamme

Koska oletimme, ettd jostakin indeksistd k alkaen joukkojen FEj mitat
ovat #érellisid, niin voimme viéhent#é tarpeeksi suurilla arvoilla n molemmil-
ta puolilta joukon F, mitan. Siten saamme

m(Ey \ Ey) = m(Ey) — m(Ey). (1.3)

Aivan samoin

m (Ek \N En> = m(Ey) —m (ﬂ En> . (1.4)

Koska m(Ey) < oo ja

lim m(Ex \ En)

n—odo

on olemassa, niin

lim m(E,)

n—oo

on olemassa. Néin ollen yhdistdmalld tulokset (1.3), (1.4) ja (1.2) saamme

7}1_)1{.10171 (Ex) —m(E,) =m(Eg) —m (ﬂ En> .
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Siis yhtélo

lim m(E,) =m (ﬂ En>
n=1

pétee, ja viite on voimassa. ]
Oletus m(E)) < oo on oleellinen edellisen lauseen (b) kohdassa. Nimittéin
koska viilit ovat mitallisia Seurauksen 1.2.7 nojalla, niin

Siis saamme

mutta
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Luku 2

Yleista mittateoriaa

2.1 Mitta

Edellisessé luvussa 1oysimme reaalilukujen joukossa ulkomitan avulla mitan
m, joka on kuvaus mitallisten joukkojen joukolta M ei-negatiivisille laajen-
netuille reaaliluvuille:

m: M — [0, c0].

Totesimme, ettd mitallisten joukkojen joukko M toteuttaa seuraavat ehdot:

1. Jos A on mitallinen, niin sen komplementti on myods mitallinen:

AeEM =R\Ae M. (2.1)

2. Mitallisten joukkojen numeroituvat yhdisteet ovat mitallisia:

Ai€M7i€N :>UA26M

€N

Liséiksi todistimme, ettd témé mitta toteuttaa seuraavat ehdot:

m(0) = 0,

27
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kun joukot E; ovat pistevieraita.

Téssé luvussa tulemme yleistdméin mitan myds muihin avaruuksiin kuin
R. Ensin kuitenkin méérittelemme o-algebran, jonka malli on joukon R mi-
tallisten joukkojen joukko.

Maéritelma 2.1.1 Olkoon X joukko. Merkitdin joukon X kaikkien osa-
joukkojen joukkoa P(X). Tdlloin epatyhjii joukkoluokkaa

B C P(X)
sanotaan algebraksi, jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

(1) Jos joukko A kuuluu joukkoon B, niin sen komplementti kuuluu myds
joukkoon B:

AcB = X\AcB

(2) Jos joukot A ja B kuuluvat joukkoon B, niin niiden yhdiste kuuluu myés
joukkoon B:

A BeB = AUB€B.

Algebraa kutsutaan o-algebraksi, jos lisdksi on voimassa:

(3) Kaikki joukkoon B kuuluvien joukkojen numeroituvat yhdisteet kuuluvat
joukkoon B:

A;eBieN = | JA eB.

ieN

Esimerkkejé o-algebroista ovat reaalilukujen joukon mitallisten joukkojen
luokka sekéi kaikkien joukon X osajoukkojen joukko P(X).

On syytd huomata, etté jos B on o-algebra joukossa X, niin X € B ja
() € B. Nimittdin jos A € B, niin ehdon (1) mukaan myss X \ A € B.
Tallsin ehdon (3) mukaan myos X = A(J(X\A) ja edellen () € B. Liséksi,
jos A; € B, niin

ﬂ A; € B. (2.2)
1eN

Tamé johtuu siité, etta

J&x\a)es

€N
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Toisaalta voimme kirjoittaa
&) =x\)A4,
ieN ieN
joten
X\ (4B
ieN
mistéd seuraa ehdon (1) nojalla, ettd myos
ﬂ A; € B,
ieN
jos A; € B kaikilla ¢ € N.

Lause 2.1.2 Jos A on joukkoperhe joukon X osajoukkoja, niin on olemassa
pienin o-algebra, joka sisdltdd joukon A.

Todistus. Olkoon A joukkoperhe joukon X osajoukkoja. Joukon X kaikkien
osajoukkojen joukko P(X) on og-algebra, ja toisaalta

ACP(X).

Merkitsemme seuraavasti

B= N F .

F o-algebra, ACF

Toisin sanoen B on leikkaus kaikista joukon A siséltéivistéd o-algebroista. Tél-
16in B on itsekin o-algebra, sill4

(1) Olkoon A € B. Téllsin A € F jokaisella o-algebralle F, jolle A C F.
Koska joukot F ovat g-algebroja, niin ehdon (1) nojalla myss X\ A € F
jokaisella F. Siis X \ A € B, joten ehto (1) on voimassa.

(2) Olkoon nyt A; € B, i € N. Tallsin siis A; € F jokaiselle F, jolle . A C F.
Néin ollen ehdon (2) nojalla myos | J A; € F jokaiselle F, jolle A C F,
silld joukot F ovat o-algebroja. Mutta nyt | J A; € B, joten myos ehto
(2) on voimassa, ja B on siis o-algebra. O
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Maéaritelmi 2.1.3 Mitallinen avaruus on pari (X, B), missi X on joukko
ja B on o-algebra joukossa X. Perheen B joukkoja kutsutaan mitallisiksi.
Mitta on ei-negatiivinen funktio

p: B — 0,400
joka toteuttaa seuraavat ehdot:

(1) Tyhjan joukon mitta on nolla:

(2) Mitta p on taydellisesti additiivinen, eli kun joukot E; ovat pistevieraita,
nn

o (U E> — i_o; p(E;).

ieN

Mitta-avaruus on kolmikko (X, B, u), missa B on o-algebra joukossa X
ja p on mitta joukossa B.

Otamme pari esimerkkié néisté:
Esimerkki 1. Olkoon M Lebesguen mitallisten reaalilukujoukkojen luok-
ka. Télloin M on o-algebra ja edelleen Lebesguen mitta

m: M — [0, 4o0]

on mitta sekd kolmikko (R, M,m) on mitta-avaruus.
Esimerkki 2. Miirittelemme funktion p seuraavasti:

i P(R) — [0, +o0]

siten, ettd p(F) on joukossa E olevien kokonaislukujen lukuméira. Télloin
ndemme helposti, ettd ehdot (1) ja (2) ovat voimassa, joten p on mitta.

Lause 2.1.4 Olkoon (X, B, u) mitta-avaruus. Talloin, jos A, B € B ja A C
B, niin

u(A) < p(B).
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Todistus. Olkoot A, B € B siten, etti A C B. Koska B on g-algebra, niin
B\ A € B. Siten, koska B\ A ja A ovat pistevieraita ja (B\A) U A = B, niin

u(B\ A) + p(A) = u(B).

Koska mitta on ei-negatiivinen funktio, niin saamme siis

pu(A) < pu(B)

ja viite on siten todistettu. U
Yleinen mitta toteuttaa samat mittaa koskevat konvergenssilauseet kuin
reaalilukujen joukossa mééritelty Lebegin mitta.

Lause 2.1.5 Olkoon (X, B, 1) mitta-avaruus. Tdlldin, jos E; € B ja jono
(E;) on kasvava, eli E; C E;y1 kaikilla i € N, niin

lim p(E;) = p (U E) :

ieN

Edelleen, jos joukot E; muodostavat vihenevin jonon, eli F; 1 C E; kaikilla
i € N ja u(E;) < oo jostakin arvosta i alkaen, niin

Todistus. Todistus menee samalla tavalla kuin Lauseen 1.2.13 todistus. U

Mitta on mééritelty o-algebrassa, joten kaikkien joukkojen unionit eivit
ole mitallisia. Usein haluasimme kuitenkin, ettd edes joku joukon X os-
ajoukkojen perheestd muodustuisi mitallisista joukoista ja siséltiisi kaikkien
joukkojensa unionit. Sanommekin paria (X, ) topologiseksi avaruudeksi, jos
7 C P (X) on joukon X osajoukkojen perhe, joka toteuttaa ehdot

Xertjaber;
josUerTjaVer,ninUNV er;
jos I on mielivaltainen indeksijoukko ja U, € 7, niin |J,, Ua € 7.

Topologisen avaruuden (X, 7) joukkoja U € 7 sanotaan avoimiksi. Joukkoa
V' C X sanotaaan suljetuksi, jos X\V on avoin.
Topologia ei ole o-algebra, mutta sen avulla saadaan o-algebra.
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Maésritelma 2.1.6 Olkoon A kaikkien topologisen avaruuden X avoimien

joukkojen joukko. Borelin joukkojen luokka on pienin o-algebra B, joka sisdltdd
avoimet joukot. Jos . on mitta o-algebrassa B, niin kolmikkoa (X, B, ) san-

otaan Borelin mitta-avaruudekst ja mittaa p Borelin mitaksi.

Borelin joukot voidaan yhtd hyvin mééritelld pienimpéné o-algebrana,
joka siséltéad suljetut joukot.

On syytd huomata, ettd Borelin joukkojen luokka reaalilukujen joukossa
ei ole sama kuin reaalilukujen joukon mitallisten joukkojen luokka M (Katso
Rudin, luku 2.21).

Maéritelma 2.1.7 Olkoon (X, B, u) mitta-avaruus. Mitta-avaruutta (X, B, w)
sanotaan tdydelliseksi, jos jokaisen nollamittaisen joukon osajoukko on mi-
tallinen ja siis nollamittainen, el

ACE jap(E)=0=A€B jau(A) =0.

On helppo huomata, ettd Lebesguen mitta reaalilukujen joukon kaikkien
mitallisten joukkojen luokassa on tédydellinen. Sen sijaan Borelin mitta ei
ole vilttaméttd tidydellinen (Katso [9, Luku 2.21]). Jokainen mitta-avaruus
voidaan kuitenkin laajentaa tdydelliseksi kuten seuraava tulos osoittaa.

Lause 2.1.8 Olkoon (X, B, 11) mitta-avaruus. Olkoon B joukko, jonka alki-
oina ovat sellaiset joukon X osajoukot E, joille on olemassa mitalliset jou-
kot A ja B siten, etti A C E C B ja u(B\A) = 0. Edelleen mddritellddin
h: B — [0,00] asettamalla i (E) = p(A). Téllgin mitta-avaruus (X, B, )
on tdydellinen.

Todistuksen jédtédmme harjoitustehtéviksi.

Ensimmaisessé luvussa saimme mitan reaalilukujen joukkoon lihtemélls
ulkomitasta. Vastaavalla tavalla saamme yleisessd teoriassa ulkomitasta mit-
an. Maédrittelemme ensin kisitteet.

Maéritelma 2.1.9 Olkoon X joukko. Funktioita p* : P (X) — [0, 00] sano-
taan ulkomitaksi, jos p* (0) = 0 ja p* on subadditiivinen, eli

A(U) S

neN

jokaiselle E, C X, n € N. Joukkoa E sanotaan mitalliseksi, jos
it (A) = 11 (AN E) + " (A\E)

jokaiselle joukon X osajoukolle A.
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Vastaavasti kuin ensimmaéisessi luvussa voimme todistaa seuraavan tu-
loksen (Ks. [8, Luku 12.1]).

Lause 2.1.10 Olkoon X joukko ja p* : P (X) — [0,00] ulkomitta. TdllGin
ulkomitan p* suhteen mitallisten joukkojen joukko on o-algebra ja funktion
w* rajoittuma tihdn joukkoon on taydellinen mitta.

On helpompi loytda tdydellisesti additiivinen funktio algebrassa kuin o-
algebrassa. Carathéodoryn lause osoittaa, etti niinkin voidaan saada mitta-
avaruus.

Lause 2.1.11 (CARATHEODORY) Olkoon p: A — [0, 00| tiydellisesti
additiivinen algebrassa A ja p () = 0. Merkitddn mitan p indusoimaa ulko-
mittaa p*, ts.

w* (E) :mf{zu(m) |Aie Al A DE}.
i=1 i=1

Talloin ulkomitan p* rajoittuma mitallisten joukkojen luokkaan on funktion
W laajennus mitaksi o-algebraan, joka sisdltid p*-mitalliset joukot ja joukon
A joukot. Lisdksi, jos p on ddrellinen, niin laajennus on ddrellinen ja jos
1 on o-ddrellinen, niin laajennus on ainoa mitan i laajennus pienimpddan
o-algebraan, joka sisdltdd joukon A.

Katso tarkemmin [8, s.253-255].

2.2 Mitalliset funktiot

Integraalia emme voi mésritelld kaikille funktioille. Méérittelemme integraalin
niin sanotuille mitallisille funktioille, joiden méiiritettelemiseksi todistamme
ensin seuraavan lauseen:

Lause 2.2.1 Olkoon (X,B) mitallinen avaruus ja olkoon lisiksi f laajen-
netusti reaaliarvoinen funktio joukossa D € B. Tilléin seuraavat ehdot ovat
ekvivalentteja:

(i) {xeD|f(z)>a}eB VaceR,
(i) {reD|f(x)>a} eB VaeR,
(iii) {z € D| f(x) <a} €B VaeR,
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(iv) {reD|f(z)<a}eB VYaeR.

Todistus. Todistamme ketjun (i)=-(ii)=-(iii)=(iv)=-(i).
(i)=-(ii): Kirjoitamme

{reD|fz)>a} = ({re D f)>a——}

n=1

Ehdon (i) nojalla
1
{x€D|f(x)>a—g}EB.

Koska B on o-algebra, niin samoin on myos leikkaus

e, o]

ﬂ{x€D|f(:v)>a—%}€B,

joten (ii) on voimassa.
(ii)=-(iii): Huomaamme, etté

{reD|f(x)<a} =X\{zeD|f(x)>a}eb,

silld {z € D| f(z) > a} € B ja B on o-algebra.
Kohdat (iii)=(iv) ja (iv)=-(i) tulevat aivan samalla tavalla kuin vastaavat
kohdat (i)=-(ii) ja (ii)=-(iii), joten niitd on turha kirjoittaa erikseen. O
Téaméin perusteella méirittelemme mitallisen funktion seuraavalla tavalla:

Maaritelmé 2.2.2 Olkoon (X, B) mitallinen avaruus. Funktio
f: X —>RU{—00,00}

on mitallinen, jos joku edellisen lauseen ehdoista (i)—(iv) on voimassa, kun
D=X.

Toisaalta Lauseen 2.2.1 nojalla, jos yksi ehdoista on voimassa, niin kaikki
muutkin ovat voimassa. Témé mééritelmi on hiukan ehkii omituinen. Seu-
raavan lauseen jidlkeen saamme paremman kuvan mitallisista funktioista.

Lause 2.2.3 Olkoon (X, B) mitallinen avaruus. Funktio
f: X —>RU{—00,00}

on mitallinen, jos ja vain jos jokaisen rajoitetun avoimen vdlin alkukuva on
mitallinen ja f~1({—oc}) (vastaavasti f~*({+oc})) on mitallisia.



