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Todistus. Olkoon ensiksi funktio f mitallinen. Koska voimme kirjoittaa
Ja,b[ = [=o0, b\ [-00, d],
niin
F7Ha,bl) = £~ ([=00,6) \ £ ([~00, ).

Yhtilon oikealla puolella molemmat joukot ovat mitallisia, joten niiden komp-
lementti on mitallinen, eli f~'(]a,b[) on mitallinen. Listksi, koska

{z] f(2) = —oo} = () {&| f(z) < —n},

neN

niin f!({—oc}) on mitallinen. Vastaavasti my6s saamme joukon f ! {400}
mitallisuuden.

Oletamme kééntéen, ettéd jokaisen rajoitetun avoimen vilin alkukuva on
mitallinen ja ettd f~'({—o0c}) on mitallinen. Koska

{z] f(2) <a} = [J{z|a—n < flz) <a}u f({-o0})

neN

ja oikealla kaikki joukot ovat mitallisia, niin viite on siten voimassa myos
kédntden. O

Aikaisemmista analyysin kursseista muistamme, ettéi funktio on jatkuva,
jos ja vain jos jokaisen avoimen joukon alkukuva on avoin. Siten mitalliset
funktiot ovat eréidinlainen yleistys jatkuvista funktioista.

Maiaritelmi 2.2.4 Olkoon (X, B) mitallinen avaruus. Funktio
f: A-RU{—00,00}
on mitallinen, jos A on mitallinen ja
{z| f(z) <a}
on mitallinen kaikilla o € R.
Jos funktio
f: A= RU{—00,00}

on mitallinen, niin myos funktio g : X — R U {—00, 00},
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on mitallinen.
Mikéli tiedéimme, ettéd funktio

f: X —=>RU{—o00,00}

on mitallinen, niin talloin

@ =a = {elot 1> 0 >a- 1},

neN

missd yhtdlon vasemmalla puolella olevat leikkauksen joukot ovat mitallisia.
Siis joukko f~! ({a}) on mitallinen kaikilla arvoilla a € R.

Olkoon (X, B) mitallinen avaruus, missi B on topologisen avaruuden X
Borelin joukkojen luokka. Jos funktio

f: X—=R

on jatkuva, niin silloin jokaisen avoimen joukon alkukuva on jatkuvuuden
perusteella avoin. Koska kaikki avoimet joukot ovat mitallisia, niin t&lloin
voimme sanoa, ettd jokainen jatkuva funktio on mitallinen. Luonnollisesti-
kaan viite ei pidde kidntiden: mitallisen funktion ei vilttamétta tarvitse olla
jatkuva.

Lause 2.2.5 Olkoon (X, B) mitallinen avaruus ja olkoot funktiot f : X — R
ja g: X — R mitallisia. Tdlloin funktiot

f+gv fg7 C+f7 Cf7f_gv miSSdCER7

ovat mitallisia. Lisdksi funktio % on mitallinen, mikdli f(x) # 0 kaikille x €
X.

Todistus. Naméi todistukset saamme suoraan mitallisuuden méaaritelmésti.
Funktion ¢ + f mitallisuuden todistamiseksi huomaamme, etté

{z ]+ fllx) <ap={z]flz) <a—c}

Mutta oikea puoli on mitallinen, silld f on mitallinen. Tlloin siis myos ¢+ f
on mitallinen.
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Seuraavaksi todistamme funktion ¢ f mitallisuuden. Jos ¢ = 0, niin cf =0
identtisesti. Télloin

{xeX|cf(a;)<a}:{gf’ g;g

Mutta seké tyhja joukko, ettd koko avaruus kuuluvat o-algebraan, joten tél-
16in ¢f = 0 on mitallinen. Jos sitten ¢ # 0, niin saamme

B v| flr)<2;, ¢>0
lefe) <ab={ 100 S8 020

joten myos télloin ¢f on mitallinen.
Funktioiden f+ g ja f — ¢ mitallisuuden todistamiseksi huomaamme, etti

{z | fz) +9(z) <a} = {z] f(z) <a—g2)}
U{x | fx)<r}n{z |a—g(z) >r}.

reQ

Jalleen yhtélon oikealla puolella olevat joukot ovat mitallisia, joten myos nii-
den leikkaus on mitallinen. T&ll6in siis f 4+ ¢ on mitallinen. Vastaavasti f — g
mitallisuus seuraa téistid suoraan. Nimittiin jos g on mitallinen funktio, niin
myOs —¢g on mitallinen.

Funktion f¢ mitallisuuden osoittaminen kiy parhaiten huomaamalla, etta

1

f9:§

(f+9?2 - —9°).

Tallsin siis riittés osoittaa, ettd f2 on mitallinen. Téméin mitallisuus puoles-
taan tulee siité, etté

a<0

: 0
@l r@<a={ ) ya<sm<vm, oo

Eli 2 on mitallinen ja siten fg on mitallinen.
Lopuksi késittelemme vield funktiota % Oletetaan, ettéd f(z) # 0 kaikilla
x € R. T4lloin voimme kirjoittaa

1
{x | mm} — (o | 1<af@)n{e | @) >0))
Uz 1> af(@)}n{z| f(z) <0}

1

7 on mitallinen. O

ja siis myos
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Lause 2.2.6 Olkoon (X, B) mitallinen avaruus ja olkoot funktiot
fo: X = RU{—00,00}

mitallisia funktioita. Tdlloin seuraavat funktiot

sup fn, rlzrelIf\I In,

neN
limsup,, . frn = lim <sup fk) ,  lim inf,, . f, = lim (inf fk)
n—00 \ k>n n—oo \ k>n

ovat mitallisia. Lisdksi, jos
lim f,

on olemassa, niin se on mitallinen.

Todistus. Supremumille voimme kirjoittaa

{o s po) > ab = te | fufo) > )

neN neN

jokaiselle reaaliluvulle a.. Koska oikealla puolella unioniin siséltyvit joukot
ovat mitallisia, niin myos kyseinen unioni on mitallinen. Siis sup f,, on mital-
linen.

Koska

inf f, = — sup(—fn),

neN

niin edellisen perusteella myos inf f,, on mitallinen. Mutta koska seké sup f,,
ettd inf f,, ovat mitallisia, niin myos funktiot

limsup,,_, . frn = lim, (supk>n fk) = inf sup fx
- neN k>n

liminf, .. fr = lim, . (infg>, fr) = supinf fg
B neN k>n

ovat mitallisia.
Lopuksi tarkastelemme raja-arvoa lim,, .., f,. Jos kyseinen raja-arvo on
olemassa, niin télloin

limsup f, = hm 1nf fn= hm fn-

n—oo
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Siis télloin edellisten kohtien mukaan myos lim,, ., f, on mitallinen. O

Seuraavaksi tutustumme yksinkertaisiin funktioihin. Téllaiset funktiot
ovat sellaisia, joiden arvojoukko Kkéisittidd vain #érellisen mé#rdn erisuuria
alkioita. Tulemme huomaamaan, ettd voimme esittéi jokaisen mitallisen re-
aaliarvoisen funktion téllaisten yksinkertaisten funktioiden avulla. Mythem-
min kiytdmme yksinkertaisia funktioita integraalin méérittelemisessé. Ensin
kuitenkin méérittelemme joukon karakteristisen funktion.

Maéaritelma 2.2.7 Olkoon X joukko ja E joukon X osajoukko. Talloin jou-
kon E C X karakteristinen funktio mddritellddn seuraavasti:

0, z¢F
XE(x):{l xiE

Téami ei tietenkéiéin ole ainoa tapa méiritelld karakteristista funktiota.
Aivan yhtd hyvin voisimme mééiritelld sen esimerkiksi saamaan pisteessid x
arvon 4.23, kun x ¢ FE, ja arvon 0, kun = € E. Myos télloin se karakterisoisi
joukkoa E yhtd hyvin kuin edelld oleva méiritelmé.

Maéritelmé 2.2.8 Olkoon (X, B) mitallinen avaruus. Mitallista funktiota
f: X—>R
sanotaan yksinkertaiseksi, jos f(X) on ddrellinen.

Mikili funktio f : X — R on yksinkertainen, niin voimme mééritelld
pistevieraat joukot F; seuraavasti

Ei ={z | f(z) = a:},

missd luvut a; ovat reaalilukuja. Télloin voimme esittéé funktion f muodossa

fla) = anen (@),

missd n on jokin dérellinen luonnollinen luku. Kéénteisesti jokainen tétd muo-
toa oleva funktio on yksinkertainen.

Huomautamme, etté yksinkertainen funktio ei ole sana kuin porrasfunk-
tio.

Seuraavaksi osoitamme, ettd voimme kirjoittaa jokaisen reaaliarvoisen mi-
tallisen funktion yksinkertaisten funktioiden avulla. Todistamme tdmén en-
siksi positiivisille funktioille, jonka jilkeen saamme tuloksen helposti yleiste-
tyksi.
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Lause 2.2.9 Olkoon (X, B) mitallinen avaruus ja olkoon f: X — RU{oco}
ei-negatiivinen mitallinen funktio. Tdlléin on olemassa kasvava jono yksin-
kertaisia funktioita (¢,,),cy Siten, ettd

f=lim ¢,.
Todistus. Mzdérittelemme joukot £} jokaiselle k£ = 1,2,... ,n2" jan € N

seuraavasti:
n k—1 k
moni1 = 12 € X | f(x) >n},

misséd. Talloin selvisti joukot E} ovat pistevieraita ja

n2"+1

= | B
k=1

Tamén jilkeen valitsemme jonon yksinkertaisia funktioita

n2"+1
k-1
o= 3 (3 )XE;-

k=1

Siis funktion ¢,, arvo pisteessi x € E} =L (< f(2).

Ensiksi osoitamme, etti kyseessi on kasvava jono funktioita, eli etté ¢,, <
¢yt 1- Olkoon

n2n+1
reX = U Ey, nelN
k=1
T4lloin on olemassa jokin arvo k siten, ettd x € EJ. Oletetaan aluksi, ettd
kE < n2". Téllsin voimme kirjoittaa joukon E}} myts muotoon

El? = E;j—lluEngl
— {reX |52 < fla) < B U{r € X | 2 <f(a) < 52}

Niin ollen joko x € EJ' tai x € B} Siis

k_ 1 < { % = ¢n+1(w)7 YIS E;Llj_—ll 9
- ¢

2k—1  __ n+1
= Onn(@), T €EY.
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Jos k =n2" 4 1, niin

(n+1)27t1 41
n __ n+1
Ep= |J E.

i=n2ntl41

Siis molemmissa tapauksessa ¢,,(z) < ¢, (r) jokaisella arvolla n € N, joten
funktiot muodostavat kasvavan jonon.
Tamaén jélkeen on vield osoitettava, ettd

lim ¢, = sup, = /.

neN

Olkoon = € X jaoletetaan, ettd f(z) = oco. Talloin joukkojen E} mééritelméin
mukaan x € E},., ; jokaiselle n € N. Siten

F(@) > dule) >
jokaiselle n € N, joten saamme
lim 6, (x) = o0 = f(x).
Oletamme sitten, ettd f(z) < co. Kun n > f(z), niin
T ¢ Eponyy.

Olkoon € > 0 ja valitaan n, siten, etti

1
2

< €.
Tallsin, kun
n > max{ne, f(z)},

niin on voimassa

jollakin arvolla k. Siten

eli
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ja viite on siten todistettu. 0

Tamén edellé ollevan lauseen voimme laajentaa koskemaan kaikkia reaa-
liarvoisia mitallisia funktioita seuraavasti:

Jos funktio f: X — RU{—00, 00} on mitallinen, niin my6s funktiot

fr(z) = sup(f(z),0) =max(f(z),0),
fﬁ (‘T) = Sup (_f (‘T) 70) = max (_f (‘T) 70)
ovat mitallisia. Molemmat ovat ei-negatiivisia, joten edellisen lauseen nojalla

on olemassa yksinkertaisten funktioiden kasvavat jonot (¢, )nex ja (@), Jnen
siten, ettd seuraavat ovat voimassa:

[t o= lim ¢,
f = lim ¢.

Toisaalta funktio ¢, — ¢ on selviistikin yksinkertainen. Niin ollen saam-
me

f=Fr—f = lim (6 - 6).

Siten jokainen mitallinen funktio on yksinkertaisten funktioiden jonon raja-
funktio.

Seuraavaksi otamme kiyttoon uuden kiisitteen. Sanomme, etté jokin om-
inaisuus on voimassa melkein kaikkialla (=a.e. =almost everywhere), jos sen
joukon, jossa se ei ole voimassa, mitta on nolla.

Huomattakoon, etté joissakin ldhteissd on kisite a.e. mééritelty hivenen
eri tavalla, mutta silld ei ole teorian kannalta oleellista merkitysté.

Esimerkiksi jos sanomme, ettd f = g a.e., niin se tarkoittaa seuraavaa:

p({z | f(z) #g(x)}) =0,

N4in voimme todeta seuraavan ilmeisen lauseen:

Lause 2.2.10 Olkoon (X, B, u) tdydellinen mitta-avaruus. Jos funktio f :
X — R U{—00,00} on mitallinen ja funktio g : X — R U {—o00,00} to-
teuttaa ehdon f = g a.e., niin g on mitallinen. Erityisesti vdite pdtee mitta-
avaruudessa (R, M, m), missi m on Lebesguen mitta ja M Lebesguen mital-
listen joukkojen luokka.

Todistus. Sivuutamme helppona. ]
Huomautamme, etté edellisessé lauseessa tarvitaan mitta-avaruuden téy-
dellisyytté eli sitéd, ettd nollamittaisen joukon osajoukot ovat nollamittaisia.
Palautamme mieliimme funktiojonon suppenemisen ja tasaisen suppene-
misen.
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Maéritelma 2.2.11 Olkoot f; : A — R, i € N funktioita. Sanomme, ettd
funktiojono (fi)icn suppenee pisteessi x € A, jos

lim fi(z) = f(z)

on ddrellisend olemassa. Toisin sanoen jokaista € > 0 kohti on olemassa
ne(z) siten, ettd

|fu(z) — f(2)] < € jokaiselle n > n..

Lisdksi funktiojono suppenee tasaisesti, jos jokaista € > 0 kohti on ole-
massa n. siten, etta

|fn(z) — f(2)| < € jokaiselle n > n. ja x € A.

Jos funktiojono suppenee tasaisesti, niin se myts suppenee. Kiintien
tdmé ei kuitenkaan ole vilttdméttd voimassa. Valitsemme esimerkiksi A =
[0, 1] ja jonon funktioita f, : A — R seuraavasti:

2nz, 0<z< ﬁ,
folz) =< 2—2nz, ﬁ <z< %,
0, T > %
Talloin selvisti
lim f,, = 0.

Olkoon € > 0 ja valitaan ng > % Téllsin f,,(x) = 0 kaikilla n > ng, mutta
fn (%) = 1. Siis suppeneminen ei ole tasaista.

Funktiojonon tasaisen suppenemisen voi myos ilmaista kuten seuraavassa
lemmassa.

Lemma 2.2.12 Funktiojono (f,)nen suppenee tasaisesti kohti funktiota f,
jos ja vain jos

i (sup 7(0) ~ (o)) =0

n—00 \zcA

Todistus. Sivuutetaan helppona. 0]
Nyt olemme valmiit todistamaan, ettd mitallisten funktioiden suppene-
minen on aina “melkein tasaista”.
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Lause 2.2.13 (EGOROFFIN LAUSE) Olkoon (f,)nen jono mitta-avaruudessa
(X, B, 1) mitallisia funktioita f,: A — RU{—o00,00} ja olkoon p(A) < co.
Jos funktiojono (fn)nen suppenee melkein kaikkialla, niin jokaista € > 0 kohti
on olemassa joukko F.,jossa jono (fn)nen Suppenee tasaisesti ja p(A\ F') < e.

Todistus. Oletetaan, ettd mitallisten funktioiden jono (f,,) suppenee melkein
kaikkialla. Merkitd4n jonon ( f,,) suppenemisjoukkoa B. Tallsin siis p (A\B) =
0. Maaritellemme funktion f : A — R asettamalla

| limyo fr (), kun z € B,
fle)= { 0, kun z € A\B.

Funktio f on selviisti mitallinen.
Méirittelemme joukot EF seuraavasti:

o

Bt = () {o ] 1)~ f0)] < £}

m=n

Tallsin Ef C Ef, . Koska f,, ja f ovat mitallisia, niin joukot EF ovat mi-
tallisia. Koska jono (f,)nen suppenee joukossa B, niin

|JE: > B,

neN

mistd seuraa p(A \ U,  EF) = 0. Joukot A\ EF muodostavat vihenevin

neN —n
jonon joukkoja. Koska p (A) < 0o, soveltamalla Lausetta 2.1.5 saamme

n—oo

lim p(A\EY) = p ﬁ(A\Eﬁ))

n=1

= u A\GETf):O.

n=1
Niin ollen on olemassa n; € N siten, etté

u(A\E) < o

kaikilla n > n. Olkoon nyt

F:ﬁﬁy
k=1
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Talloin joukko F' on mitallinen ja liséksi

p(A\F) = u(UA\ESk>
< Zu(A\E,’ik)<e.

k=1

Lopuksi osoitamme, ettid suppeneminen on téssé joukossa F' tasaista. Ol-

koon nyt x E F' ja valitsemme luvun ky € N siten, ettd k—lo < €. Koska

F =, nw niin z kuuluu jokaiseen joukkoon Eﬁk ja erityisesti x € Eﬁgo
Siis

ve () {1 1m0 - F0)l <}

mnk

eli

|fm(z) — f(x)] < k:i < € jokaiselle m > ny,.
0
Néin ollen suppeneminen on tasaista joukossa F'. ]

Huomautamme, etté Egoroffin lause ei pide viilttamitta, jos p (A) = oo.
Egoroffin lause ei myoskiin pade vilttamiittd, jos joukko A voidaan esittédé
muodossa A = J,,cy An , missé p (A,) < oo jokaiselle n € N. Todistuksen
jatdmme harjoitustehtiviksi.
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Luku 3

Lebesguen integraali

3.1 Perusominaisuudet

Téssé luvussa médrittelemme Lebesguen integraalin. Méérittelemme sen en-
sin yksinkertaisille funktioille ja yleistdmme sen sitten koskemaan myss muita
funktioita.

Maiaritelmé 3.1.1 Olkoon (X, B, p) mitta-avaruus. Lisdksi olkoot joukot E;
pistevieraita ja funktio

¢ = Z CiXE;
i=1

yksinkertainen. Funktion ¢ integraali on

[odn=3cn(E)

mikdli kyseinen summa on mddritelty. Lisdksi funktio ¢ on integroituva, jos

—oo</¢du<+oo,

eli jos kyseinen summa on ddrellinen.

Huomattakoon, ettd méérittelemme
o0 4 00 = 00, rtoo==200, z€R
—00 — 00 = —00, 0-+oc0=0,

r-+oo=Foo, <0,ze€R z-+oo=dc0, x>0,xrecR.

47
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Erotusta oo — 0o ei voida mééritelld. Siis jos yksinkertainen funktio saa posi-
tiivisen arvon direton mittaisessa joukossa ja negatiivisen arvon diretonmit-
taisessa joukossa, niin sen integraalia ei ole mééritelty.

Téamén ja Riemannin integraalin suurin ero on siiné, ettd Riemannin in-
tegraalissa jaamme ldhtojoukon osavileihin ja laskemme yléd- ja alasummia,
kun taas téssd suoritamme jaon arvojoukon suhteen. Siis kun funktio saa ar-
von ¢; jossakin joukossa F;, niin kerromme kyseisen arvon vastaavan joukon
mitalla ja summaamme yli koko arvojoukon.

T#ssé vaiheessa on aiheellista tarkastaa, etté integraali on hyvin mééritel-
ty. Kirjoitamme yksinkertaisen funktion ¢ kahdella eri tavalla: Olkoon

¢ = Z CiXE, — Z biXr;
i=1 Jj=1

missd joukot F; ovat keskenddn pistevieraita ja samoin myos joukot F}. Ole-
tamme, ettd summa

Z cip(E;)

on médritelty. T&lloin

Ue=x=~r
i=1 j=1
Liséksi on huomattava, ettia
j=1

ja etta

Niin ollen voimme kirjoittaa mitan additiivisuuden perusteella

dan(E) = > auEiNF) =Y (BN Fy)
=1 i=1 j=1 j=1 i=1
= > D buENE)=> by uwENF) =Y bu(F).
j=1 i=1 =1 =1 j=1

Siis integraali on hyvin mééritelty.
Seuraavassa katsomme muutamia tdmén integraalin peruslaskusisntoj.
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Lause 3.1.2 Olkoot ¢ ja 1) yksinkertaisia funktioita mitta-avaruudessa (X, B, ).
Tdlloin, mikdli integraalit ovat mddritelty, ovat seuraavat laskusddnnét voi-
massa:

(a) Yhteenlasku:

Jowsoydu= [vaus [

mikdli otkea puoli on mddritelty.

(b) Vakiolla kertominen: Olkoon o € R

/agzbd,u:a/gbd,u.
[odu= [vau
[ odul < [ 1ol au

mikdli vasen puoli on olemassa.

(c) Jos ¢ > 1, niin

(d) Itseisarvo epdyhtili:

Todistus. Todistamme malliksi vain kohdan (a). Muut kohdat tulevat ai-
van vastaanlaisilla laskuilla. Olkoot siis funktiot ¢ ja ¢ yksinkertaisia ja kir-
joitamme ne muotoon

6= axp Ja U= bxp,
i=1 Jj=1

missé joukot F; ovat keskenéén pistevieraat ja samoin myos joukot F}. Funk-
tioiden summa on

d+v = Y axm+ > bixg
i=1 Jj=1

= Z Z(ai + b)) XEnr,

i=1 j=1
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silld muistamme, etté
E=|JEnF;.

=1

Niin voimme laskea integraalin seuraavasti

J@+¢)dp = D (ai+bj)u(E: N F))

i=1 j=1

= SN BN F)+ 3 au(E 0 F))

j=1 i=1 i=1 =1
= > bu(Fy) + > aip(E)
j— i=1

7j=1
= [édu+ [ dpu,

mikili [ ¢ du + [ dp on médritelty. Néin ollen kohta (a) on todistettu.
Muut kohdat ovat samanlaista summilla leikkimista. U

Seuraavassa yleistimme integraalin koskemaan muitakin kuin yksinker-
taisia funktioita.

Maéaritelmi 3.1.3 Olkoon (X, B, i) mitta-avaruus. Jos funktio f : X —
[0, 00| mitallinen, niin mddrittelemme sen integraalin seuraavasti

/fd,u = sup {/(ﬁdﬂ | ¢ yksinkertainen ja ¢ < f} )

Jos taas funktio f : X — RU{—o00, 00} on mielivaltainen mitallinen funktio,
merkitsemme

f+ :max{f,()} jCL fﬁ :max{—f,()},

ja madrittelemme sen integraalin asettamalla

[tan=[ st du= [ 5 an

mikdli otkea puoli on mddritelty. Funktion f integraali yli mitallisen joukon

E on
Lf@z/hﬂw

Funktio f on integroituva, jos

—oo</fd,u<+oo.
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Taméin méiritelmén nojalla saamme seuraavan lemman viitteet.

Lemma 3.1.4 Olkoon (X, B, u) mitta-avaruus ja olkoot funktiot f : X —
RU{—00,00} jag: X — RU{—o00,00} mitallisia. TdllGin

(a) Jos [ fdu on olemassa ja o € R, niin

/afd,u:a/fdu.

(b) Jos f > g ja [ gdp on olemassa ja [ gdp > —oo, niin [ fdu on olemassa

Jja
/f@z/ﬁW-

(b*) Jos f > g ja [ fdu on olemassa ja [ fdp < oo, niin [ gdu on olemassa

Jja
/f@z/ﬁW-

(¢) Mikili [ fdu on olemassa, niin
[ s < [1s1an
(d) Olkoon f > 0. Tdlloin
/Efdu = sup {/E ¢ du | ¢ yksinkertainen ja ¢ < f} )
(e) Jos [ fdu on olemassa, niin fE fdp on olemassa jokaiselle E € B.

Todistus. Kohta (a) seuraa suoraan integraalin mééritelméisti ja vastaavasta
yksinkertaisten funktioiden tuloksesta.

(b) Olkoot f ja g mitallisia ja f > g. Oletetaan ensin, ettd f > g > 0.
Olkoon ¢ yksinkertainen siten, etti 0 < ¢ < g. Télloin siis ¢ < f ja

/mms/fw
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Koska ¢ on mielivaltainen, niin

/gd,u = sup {/Qﬁdﬂ | ¢ yksinkertainen ja ¢ < g} < /fd,u.

Oletamme seuraavaksi, ettd funktiot f ja g ovat mielivaltaisia. Koska f > g,
niin téllsin f* > g* ja f~ < g. Jos [ gdu on olemassa, niin téméi tarkoittaa

sitd, etté
/ g"dp— / g~ dp

on mééritelty. Siis [ ¢~ dp < 00, jos [ ¢g* dp = co. Jos néin on, niin [ f~ du <
oo. Siis [ f du on olemassa. Listksi

[ran = [rran= [ £
> /g+du—/gdu=/gdu,

joten kohta (b) on voimassa.
(b’) Todistus menee aivan kuten kohdassa (b).
(c) Tdmé seuraa suoraan kohdista (b) ja (b’) huomaamalla, etté

—fl< f<Ifl-

(d) ja (e) Suora seuraus mééritelmésti. O
Integraali méirittelee joukkofunktion seuraavasti:

Lause 3.1.5 Olkoon (X, B, u) mitta-avaruus ja h : X — RU{—o00, 00} mi-
tallinen funktio. Mdadrittelemme funktio A, : B — RU{—o00, 00} siten, ettd

)\h(B):/hdu, B e B,
B

mikdli [ hdp on olemassa. Tdlloin A, on tiydellisesti addititvinen. Erityis-
esti, jos h on ei negatitvinen, niin A\, on mitta avaruudessa (X, B).

Todistus. Funktio A\, on téydellisesti additiivinen, jos jokaiselle pistevieraalle
joukolle B; € B on voimassa

An (U Bi> = i A (B))

€N
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Oletamme aluksi, ettéd funktio h on ei-negatiivinen ja yksinkertainen, eli
ettd h voidaan esittdid muodossa

h = Z AiXE;>
i=1

missé joukot F; ovat pistevieraita ja a; > 0. T&lloin saamme

An(B) = /B hdp =" a;u(E;N B).

i=1

Olkoot joukot B; pistevieraita ja mitallisia seké | J, . B; = B. Téllsin mitan
1 ei-negatiivisuudesta ja tdydellisesté additiivisuudesta seuraa, etté

o0 oo

Z a; ZILL(EZ N BJ) = Z Z alﬂ(E, N BJ) = Z fBj hdﬂ
i=1 j=1 Jj=1

J=1 j=1

Siten viite pétee positiivisille yksinkertaisille funktioille.
Olkoon nyt h mielivaltainen ei-negatiivinen mitallinen funktio ja ¢ yksin-
kertainen siten, ettd ¢ < h. Télloin

/Bd>du=§;/3id>du§§;/jgihdu-

Niin ollen
/ hdu = sup {/ ¢dp | ¢ on yksinkertainen ja ¢ < h} < Z/ hdpu.
B B i—1 Y Bi
Siis
An (B) < Z)\h (B:) (3.1)
i=1

Jos [ hdp = oo, niin viite on voimassa.

Oletetaan, ettd 0 < [ 5 h < 00 ja todistetaan seuraavaksi epéyhtélo toisin
piin. Koska 0< [ ph < oo, niin jokaisella € > 0 ja n € N on olemassa yksin-
kertaiset funktiot ¢, k =1, ..., n, siten, ettd

[ hdn-5< [ o (3:2)
By, n By,
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jokaiselle k£ = 1, .., n. Merkitsemme

qbiz = max{¢17 cet 7¢n}7

jolloin ¢/, on yksinkertainen funktio. T:lloin ep#yht#losti (3.2) seuraa

/ hau< [ ¢ du+ < (3.3)
By, By, n

kaikilla k = 1,... ,n. Koska ¢, < h, saamme

MW(E) = fyhdn = [ g
U?:1Bi

z/ ¢ du = /<z>;du.
Uiy Bi zz—; B;

Siis epdyhtélon (3.3) nojalla

Ah(B)z;i(/Bhdu—%): (é/&hdu>—e

g 7

jokaiselle n. Koska € on mielivaltainen, niin

An(B) > Z/ hdp.
i=1 Y Bi

Siis epdyhtélon (3.1) nojalla A, on téydellisesti additiivinen ja véite on voi-
massa.

Mielivaltaiselle mitalliselle funktiolle h funktion A, tdydellisesti additiivi-
suus saadaan esityksestéi h = ht —h~, jos [ hdp on olemassa. Yksityiskohdat
jatetdadn harjoitustehtéviksi. 0

Seuraus 3.1.6 Olkoon (B;)ien kasvava jono mitallisia joukkoja ja olkoon
funktio h : X — [0, +oc]| mitallinen. Talloin

/ h dp = lim h du.
Uv‘,eN B; 1—00 B;

Vastaavasti, jos (B;)ien on vihenevi jono mitallisia joukkoja ja [ B, hMdp < o0
jostakin arvosta v ldhtien, niin

/ h dp = lim h dpu.
N i

. i—00
1€EN Bi B
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Todistus. Koska
AB) = / hdu
B

on mitta, niin viite seuraa suoraan Lauseesta 2.1.5. ]

Seuraavaksi péidsemmekin ersiiseen koko témén kurssin keskeisimpéin
lauseeseen. Ta@mé on niin sanottu monotonisen konvergenssin lause. Témén
avulla voimme vaihtaa joissain olosuhteissa raja-arvon oton ja integroinnin
jérjestystd. Myohemmin saamme myos muita vastaavanlaisia tuloksia.

Lause 3.1.7 (MONOTONISEN KONVERGENSSIN LAUSE) Ol-
koon (X, B,u) mitta-avaruus ja olkoon (h;),cn kasvava jono ei-negatiivisia
mitallisia funktioita ja

h = lim h,;.

72—00

Tdlloin voimme siirtdd raja-arvon integraali merkin sisdlle, eli

1—00

/hdﬂz lim [ h;du.

Todistus. Koska (h;);en on kasvava jono, niin h > h; kaikilla ¢, joten Lem-

man 3.1.4 nojalla
/hd,uZ/hidu, Vi € N.

Koska tdmé on voimassa jokaiselle indeksille 7, niin saamme

/hd,u > sup/hidﬂ: lim [ h;dp.
Todistamme vielé epdyhtilon toiseen suuntaan. Mikili

lim [ h;dp = oo,

1—00

niin edellisen kohdan perusteella viite on voimassa. Oletamme seuraavaksi,
ettéd

lim [ h;dyp < oo.

1—00
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Nyt kiiytdmme pikku kikkaa. Olkoon 0 < b < 1 ja olkoon ¢ yksinkertainen
funktio siten, ettid ¢ < h. Merkitsemme

B, = {z € X | hi(z) > bp()}.

Koska yksinkertainen funktio saa vain dérellisié arvoja, niin b¢ < h = sup h;
ja siis

UB=x

ieN

Niin ollen Lemman 3.1.4 avulla voimme kirjoittaa

lim [ h; duy > /hid,uz/ hy, du
B;

2&/ Mdu:b/ ¢ dp.
Bi Bi

Koska (h;);en on kasvava jono funktioita, niin joukot B; muodostavat kasva-
van jonon mitallisia joukkoja. N&in ollen edellisen lauseen seurauksen nojalla
saamme

lim mduzb/¢mL

1—00

Koska 0 < b < 1 on mielivaltainen, niin

lim [ hidp > / 6 dp.

1—00

Koska nyt puolestaan ¢ < h on mielivaltainen, niin

tin [ o> [ g,
joten viite on kokonaisuudessaan todistettu. O

Tamén perusteella onnistumme nyt todistamaan integraalien yhteenlas-
kulle seuraavan:

Lause 3.1.8 Olkoot f ja g mitallisia funktioita mitta-avarvudessa (X, B, )
ja oletetaan, ettd f + g on mdadritelty. Tdlloin, jos [ fdu ja [ gdu ovat ole-
massa ja [ fdu+ [ gdu on mddritelty, niin

/U+®M=/f@+/ﬁ@-
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Todistus. Olemme luvun alussa todistaneet viitteen yksinkertaisille funkti-
oille. Lihdemme laajentamaan téta.

Oletamme ensin, ettéd funktiot f ja g ovat positiivisia. T#lloin on olemassa
kasvavat jonot (¢,,) ja (1) yksinkertaisia funktioita siten, etté

f=sup¢, ja g=supi,.
neN neN
T&llsin myds (¢,, + ¥, )neny On kasvava jono yksinkertaisia funktioita ja
Tim (6, + ) = f +g.

Monotonisen konvergenssilauseen 3.1.7 nojalla

lim [ (¢, +,) du = / (f+9)du.

n—oo

Koska viite oli siis voimassa yksinkertaisille funktioille, niin

lim/¢ndu+7}g§o/¢ndu=/(f+g)du-

n—0oo

T#hin voimme soveltaa uudelleen Monotonista konvergenssilausetta, jolloin

Saamime
/fdqu/gdu:/(erg)du-

Siten viiite on voimassa, mikili f ja g ovat positiivisia.

Merkitéddn h = f + g. Oletamme seuraavaksi, ettd f >0, g < 0 ja h > 0.
Koska f 4+ ¢g on méiritelty ja g on negatiivinen seki f + ¢ > 0, niin g on
dédrellinen. Siis ehdoista h > 0 ja —g > 0 seuraa f = h — g > 0 ja alkuosa

todistuksen nojalla
/fduz/hdu—/gdu-

Jos [ gdp on &érellinen, niin t4llsin

/fdu+/gdu=/hdu=/(f+g)du-

Mikéli [ gdu = —oco , niin ehdosta f 4+ g > 0 seuraa f > —g > 0 ja edelleen

Lemman 3.1.4 nojalla
/fduz—/gduzoo
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Talloin [ fdu + [ gdp el olisi méritelty, missé on ristiriita. Siis [ gdp on
aina &dérellinen ja viite on voimassa, kun f + g > 0.

Olkoot nyt f > 0, g < 0jah = f+ g < 0. Télloin puolestaan —f < 0,
—g > 0 ja —h > 0. Tdhéin voimme soveltaa edellistd kohtaa, joten saamme

eli

[hau= [ ~sau+ [gan
/(f+g)du=/fdu+/gdu-

Méérittelemme nyt joukot (E;) seuraavasti:

{ze X | f(z)>0, g(z) > 0},
{ze X | f(x)>0, g(x) <0, h(z) >0},
{re X | f(z)>0, g(x) <0, h(z) <0} ,
{v€ X | f(x) < 0,9(x) > 0.h (x) > 0}
{re X [ 7(x) <0, g(x) > 0,h(x) <0},
{ve X | f(z) < 0, g(x) < 0}

Talloin edellisten kohtien mukaan kaikilla ¢ =1,... ,6

/Eif—i-gdli:/Eifd;L—i-/Eigdﬂ, 3.4

Toisaalta joukot E; ovat pistevieraita, joten Lauseen 3.1.5 nojalla

Siis

6

/gdu = > [ 9du,
i=1
6

[tan = > Jy fan
i=1

/gdu+/fdu = i/Eigd#_‘_g/‘Eifd#

=1

6
= Z/ hduz/hdu,
—1 E;

1=
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mikili [ hdu on olemassa.
Todistetaan, ettd integraali [ hdu on aina olemassa lauseen oletuksilla.
Tehddén vastaoletus, ettei [ hdy ole olemassa. Télloin

/h*du:/hdu:oo.
Siis saamme

6 6
Z/ h+du:/h+du:oo:/h_du:z:/ h™ dp = .
i=1 7 Ei i=1 Y Ei

Ndin ollen on olemassa indeksit ¢ ja j siten, etté

/h+d,u:oo ja /h_d,u:oo.

J

Koska yht#lon (3.4) nojalla | 5, hdp on olemassa, niin

/hdu=/ fdu+/gdu=oo,

/fdu:oo tai /gd,u:oo.
Ei Ei

eli

Ajivan vastaavasti

/Evfdu:—oo tai /Evgd,u:—oo. (3.5)

J J

Oletetaan, ettd fE f du = oo. Koska Lauseen 3.1.5 nojalla

o= [san=[ sau+ [ i

X\Ei

oo:/fduszjfdMJr/X\Ejfdu,

[Ejfdu#—oo.

niin

joten
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Siis ehdosta (3.5) seuraa, ettd

/ gdp = —o0.
E‘.

J

/gdu=/ gdu+/ gdp = —oo.
E; X\E;

Koska [ fdp =00, niin [ fdu+ [ gdu el ole médritelty, miké on ristiriita.
Vastaavasti ehdosta [, gdu = —oo pésdytidn ristiriitaan. Siten [hdu on
olemassa ja viite on siis kokonaisuudessaan todistettu. U

Télle lauseelle saamme kolme seurausta.

Talloin siis

Seuraus 3.1.9 (a) Jos h, on ei-negatitvinen mitallinen funktio jokaiselle
n € N, niin

Z/hidu:/zmdu.
i=1 i=1
(b) Jos g on mitallinen ja on olemassa integroituva funktio h, jolle |g| < h,

nun myos g on integroituva.

(c) Jos h on mitallinen, niin h on integroituva, jos ja vain jos |h| on integ-
rottuva.

Todistus. (a) Soveltamalla edellistd lausetta ja Monotonista konvergenssi-
lausetta 3.1.7 saamme

ifhid,u = Jlrgozn:/hidu:JLI&/zn:hidu:/ihidﬂ.
i=1 i=1 i=1 i=1

(b) Oletamme, ettd [ hdu < co. Téllsin Lemman 3.1.4 nojalla

/|9|du§/hdu<00-

Néin ollen |g| on integroituva. Koska

lgl =sup(g*,97) > g,
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w>/MWZ/fw,

joten g™ on integroituva. Vastaavasti myds g~ on integroituva. Siten g =
g™ — g~ on integroituva, silli

/gdu=/g+du—/gdu-

(c) Jos |h| on integroituva, niin kohdan (b) todistuksessa ndimme, etté
myos h on integroituva. Oletamme siis, ettd h on integroituva, eli ettd

—oo</hdu:/h+d,u—/hdu<oo.

/h+du<oo ja /h_du<oo.

niin

Siten

Koska |h| = h* + h~, niin edellisen lauseen avulla saamme

/(h++h)du:/h+d,u+/hdu<oo.

Néin ollen |h| on integroituva. O

Funktio voi olla Riemann-integroituva, vaikka sen itseisarvo ei olisikaan.
Taméi ei siis ole Lebesguen integraalissa mahdollista. Tdmé& on erds niisté
harvoista kohdista, joissa saamme Riemannin integraalille vahvemman tu-
loksen kuin Lebesguen integraalille.

Seuraavassa todistamme neljia hyvin ilmeistd tulosta, joille on kidyttod
mychemmin.

Lause 3.1.10 Olkoot funktiot f, g ja h mitallisia mitta-avaruudessa (X, B, ).
Tdlloin on voimassa seuraavat ominaisuudet:

(a) Jos f =0 a.e., niin [ fdu=0 ja siis f on integroituva.

(b) Jos f =g a.e. ja [ gdu on olemassa, niin

/fduzfgdu-

(c) Jos h on integroituva, niin h on ddrellinen melkein kaikkialla.
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(d) Jos h>0ja [hdu=0, niin h =0 a.e..
Todistus. (a) Oletamme aluksi, ettd f > 0, ja ettd f = 0 melkein kaikkialla.
Talloin

/fdu = sup {/gﬂdﬂ | 1 on yksinkertainen ja ¢ < f} .

Yksinkertainen funktion ¢ siten, ettd 0<t¢) < f voimme Kkirjoittaa muotoon

¢ = Z AiX E;»
i=1

missé joukot F; ovat pistevieraita ja arvot a; ei-negatiivisia.
Merkitsemme

F=A{x]| f(z) =0}.

Téalloin p(X \ F) =0, silld f = 0 melkein kaikkialla. Toisaalta p on additii-
vinen, joten

u(Ei) = p(E; O F) + p(E; \ F).

Niin ollen

§/¢du = S ()
i=1

= Z(aiu(EmF) +aip(Ei\ F)).
Koska F; \ F C X \ F, niin
W(E:\ F) < (X \ F) =0,

eli u(F;\ F) = 0. Jos nyt E;NF = (), niin myds p(FE; N F) = 0. Toisaalta, jos
E;NF # ), niin a; = 0, silla télloin f = 0 ja 0<t) < f. Siis joka tapauksessa

[vdu=o

Koska liséksi ¢ on mielivaltainen, niin myos

/fdu:o.
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Siis viiite on voimassa, kun f > 0.
Oletamme seuraavaksi, ettd f on mielivaltainen. Koska f = 0 melkein
kaikkialla, niin myos |f| = 0 melkein kaikkialla. Siis edellisen kohdan perus-

teella
/ | fldp = 0.

Mutta koska f~ < |f] ja f* < |f], niin

[ anz [ilan=05a [t au< [171au=0.

Siis [ f~dp=0ja [ f*du=0, joten

[tin=[ran- [ £ a0

(b) Olkoon f = g melkein kaikkialla ja olkoon [ gdu olemassa. Merkit-

semme
E={z| f(z)=g()}
Koska f = g melkein kaikkialla, niin p(X \ E) = 0. Liséksi kirjoitamme
9=9Xg + 9Xx\5-

Té&llsin kohdan (a) nojalla

/ gdp = / X g dp + / IXx\p A1
= / 9Xg A,

silld (X \ F) = 0. Teemme témén saman funktiolle f ja muistamme, ettd
f = g joukossa E. T&lloin saamme

Jodp = [gxpdp= [ fxpdp=[fxpdu+ | fxxrpdy

Lauseen 3.1.8 nojalla

/fduZ/fxEdu+/fo\Edu=/gdu-
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(c) Olkoon h integroituva, eli

—o0 < / hdp < oo.
Olkoon jilleen ensiksi A > 0. Merkitsemme
E={x]| h(z) =00}
Talloin h > nyp kaikilla n € N ja nyp on yksinkertainen. Siten

o> [ [ i dn = ()

kaikkilla arvoilla n. Siis vélttdméttd p(E) = 0, eli h on &érellinen melkein
kaikkialla, kun A > 0.
Olkoon seuraavaksi h mielivaltainen ja integroituva. Koska t&lloin

—oo</hd,u<oo,
niin myos
0§/h+d,u<ooja0§/h_dﬂ<oo.

Siis A" ja h™ ovat edellisen perusteella melkein kaikkialla direllisiéi, joten
my6s h = h™ — h™ on melkein kaikkialla #irellinen.
(d) Olkoon h > 0 ja [ hdp = 0. Merkitsemme

E={z| h(x)>0}.

Talloin
E =] E.,
neN
missi,
1
E,={z]| h(z) > E}
Koska

1
0= [hanz [ hzZu(E) =0
n

niin p(E,) = 0 kaikilla n. Siis

1 (U En> = lim pu(E,) =0,

neN

joten viite on todistettu. O
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3.2 Muita konvergenssilauseita

Edellisen kappaleen Monotonisen konvergenssilauseen lisiiksi pitee yleisem-
pidkin konvergenssilauseita, joita kisittelemme téisséi kappaleessa.

Lause 3.2.1 (YLEINEN MONOTONISEN KONVERGENSSIN LAUSE)
Olkoon (X, B, i) mitta-avaruus. Tdlloin

(a) Jos (gn)nen on kasvava jono mitallisia funktioita ja on olemassa mital-

linen funktio h siten, etti g, > h kaikilla n € N ja [ hdp > —o0,
nn

n—oo

lim [ g,dpu= / lim g, dpu.

(b) Jos (gn)nen on vihenevi jono mitallisia funktioita ja on olemassa mi-
tallinen funktio h siten, etti g, < h kaikilla n € N ja [hdp < oo,
nn

lim [ g,dpu= / lim g, dpu.

n—oo

Todistus. Emme todista tdstd muuta kuin kohdan (a), silli kohdan (b) to-
distus ei eroa tastd milldsin oleellisella tavalla.
Merkitsemme

lim g, = g.

Lemman 3.1.4 nojalla [ gdy on olemassa. Koska (g,) on kasvava jono, niin

gn < g kaikilla n € N. Siten
/ Indp < / gdp

lim [ gndp < / gdp.

n—odo

kaikilla n € N. Siis myos

Jos

lim | g,dp = oo,

n—oo
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niin véite on voimassa. Jos [ hdy = oo, niin

oo:/gnd,uZ/hd,u:oo

kaikilla n € N, joten viite on télloin voimassa.
Oletamme seuraavaksi, ettd A on integroituva, eli ettd

—oo</hd,u<oo.

Tillsin Lauseen 3.1.10 (a) nojalla h on #érellinen melkein kaikkialla. Merkit-
semme

A={xz| h(z)# £oo}.
Talloin
Jondn = [ygndp+ [\ 490 du

= [49ndu
= [ gaxadp.

/hdu:/hXA dp.

Koska g,x 4 — kx4 > 0, niin Monotonisen konvergenssilauseen 3.1.7 avulla
voimme Kirjoittaa

lim ( sy hdu) = Jim [ (gs o) do
= /(g—h)xAdu
= /ngdu—/thdu-
= /gd,u—/hd,u.

lim [ g,dp= /gdu.

n—0oo

Vastaavasti saamme

Siis

ja olemme todistaneet viitteen osan (a). Kohta (b) menee aivan vastaavasti.
U



