66 LUKU 3. LEBESGUEN INTEGRAALI

kaikilla n € N, joten viite on télléin voimassa.
Oletamme seuraavaksi, ettd A on integroituva, eli ettd

—oo</hd,u<oo.

Tillsin Lauseen 3.1.10 (a) nojalla h on #érellinen melkein kaikkialla. Merkit-
semme

A={x]| h(z)# too}.
Talloin
fgndﬂ = ngndlL+fX\Agnd/L

Sy gndp
= f GnX a dp-

/hdﬂ:/hXA du.

Koska gn,x4 — hx4 > 0, niin Monotonisen konvergenssilauseen 3.1.7 avulla
voimme Kirjoittaa

Vastaavasti saamme

lim ( / Gn dp — / hdu) = lim [ (goxa — hxa) du

n—aoo n—oo

= /(9 — h)xadp

= /ngdu—/thdu-
= /gd,u—/hd,u.

lim [ g,dp= /gdu.

n—0oo

Siis

ja olemme todistaneet viitteen osan (a). Kohta (b) menee aivan vastaavasti.
U

Lemma 3.2.2 (FATOUN LEMMA) Olkoot funktiot (fn)nex mitallisia
mitta-avaruudessa (X, B, ). Tdlloin:
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(a) Jos f, > [ jokaisellan € N ja [ fdu on olemassa seki [ fdu > —oo,
nun

liminf/fn du > /liminf frndpu.

n—oo

(b) Jos f,, < f jokaisellan € N ja [ fdu on olemassa seki [ fdu < oo, niin

lim sup lim sup/fn du < /lim sup fr, dpu.

n—oo n—oo n—oo

Todistus. (a) Merkitsemme

gn = inf fj.

k>n

Tallin jono (gn)nen on kasvava ja g, > f ja [ fdu > —oo. Ndin ollen voim-
me soveltaa Lausetta 3.2.1 ja saamme

lim [ g,dpy= / lim g, du.

n—oo

Koska f. > g, kaikilla & > n, niin

/ﬁwz/%w
gg/nz/%w

kaikilla & > n. Talloin siis

kaikilla n € N. Siis

neN k>n

liminfnﬁooffnd,u = lim inf/f,yC du

Vv

lim /gnd,u

- T g
= flim inf,, oo frndu.

Siis (a) pétee.
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(b) Sovellamme vain (a)-kohtaa funktioihin —f, ja —f ja muistamme,
ettd

sup f = — inf(~ f)

jolloin viite seuraa suoraan kohdasta (a). O

Edellisessé Fatoun lemmassa voi olla voimassa myos aito epéayhtilo. Tél-
laisen funktiojonon keksiminen on itseasiassa hyvinkin helppoa. Esimerkiksi
funktioille f,, = X, 0, 0L Fatoun lemmassa aito epayhtilo.

Seuraava lause on jélleen yksi téamén kurssin keskeisimmisté lauseista yh-
dessd monotonisen konvergenssilauseen kanssa. Kyseessd on Lebesguen kon-
vergenssi lause.

Lause 3.2.3 (LEBESGUEN KONVERGENSSI LAUSE) Olkoon ( fy)nen
jono mitallisia funktioita mitta-avaruudessa (X, B, i) ja f mitallinen funktio
siten, ettd

lim f,=f a.e.

Talloin, jos on olemassa integroituva funktio g siten, ettd |f,| < g kaikilla
n € N, nun

lim | f,dp= /f du.

Todistus. Oletuksen mukaan
lim f, =f ae.,
joten

limsup f, = liminf f,, = f a.e..
Koska | f,| < g kaikillan € N, niin myos | f| < ¢g melkein kaikkialla. N&in ollen
Lauseiden 3.1.9 ja 3.2.1 perusteella f on integroituva. Tall6in Lauseen 3.1.10
ja Fatoun lemman 3.2.2 perusteella

/fdﬂ = /lim inf,, .o fndpy < liminfnﬁoo/fn du < limsupn_mffn du

mistéd seuraa viite. [

Lebesguen konvergenssi lauseessa on huomattava, etti funktion ¢ integ-
roituvuus on oleellinen vaatimus. Voimme 1oytéia funktioita, joille muut ehdot
ovat voimassa, mutta viite ei pidd paikkaansa (harjoitustehtdvi).



3.3. RIEMANNIN INTEGRAALI JA LEBESGUEN INTEGRAALI 69

3.3 Riemannin integraali ja Lebesguen integ-
raali

T#hin mennessé olemme saaneet hyvin vahvoja tuloksia Lebesguen integraa-
lille. Etenkin konvergenssilauseet ovat huomattavasti vahvempia kuin Rie-
mannin integraalin tapauksessa. Mutta on yksi ongelma. Emme osaa laskea
integraalin arvoa kuin korkeintaan yksinkertaisten funktioiden tapauksessa.

Jotta voisimme saada integraalien arvoja lasketuksi, vertailemme Rie-
mannin ja Lebesguen integraaleja. Téll6in pyrimme 16ytdméin yhteyden néi-
den vililld niin, ettd kun joudumme laskemaan Riemannin integraalin arvon
jossain hankalassa esimerkiksi funktiojonojen tapauksessa, siirrymme ensin
Lebesguen integraaliin, kiiytdmme konvergenssilauseita ja siirrymme takaisin
Riemannin integraaliin. Ongelma onkin nyt, milloin Riemannin ja Lebesguen
integraalit ovat yhtdsuuret.

Palautamme ensiksi mieleen, mihin Riemannin integraali perustuu. Ol-
koon [a, b] suljettu véli, a < b, ja olkoon funktio f : [a,b] — R rajoitettu.
Jaamme vilin [a, b] osavileiksi. Joukkoa P = {zq, ..., z, } sanomme viilin [a, b]
jaoksi, jos xg = a, x, = b ja x;_1 < x; jokaiselle 7+ = 1,..,n. Méirittelemme
reaaliluvut M; ja m; seuraavasti:

M; = sup{f(y) | =i 1 <y <z},
m; = inf{f(y) | zi1 <y <z}

Néiiden avulla puolestaan jakoa P vastaavan ylisumman U(P) ja alasumman
L(P) méérittelemme seuraavasti:

UP) = > Mi (v — 2 1),
L(P) = > mi(zi— i)
Edelleen asetamme
P = max (z; — %i-1).

Jakoa P vastaavat porrasfunktiot ap ja Gp ovat

ap(x) = Z MiXyg; |2 (7) = Mi, kan @ €]x; o, 1),
i=1

Bp(x) = Zmix}zi_hzi} (x) = my, kun x €|x;_q, 2.
i=1
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Porrasfunktiot ovat yksinkertaisia funktioita, joten
U(P)= / apdm
[a,0]
ja
L(P) = ﬁP dm7
[a,b]

missé m on Lebesguen mitta.
Funktio f on Riemann-integroituva, kun

b
sup L(P) =infU(P) = /fdx
P P

Lemma 3.3.1 Rajoitettu funktio f on Riemann-integroituva, jos ja vain jos
on olemassa jaot (Py)ken Siten, ettd

lim |Pg| =0,

k—o0
ja jakoja vastaavat porrasfunktiot ay ja (), toteuttavat seuraavat ehdot:
(1) ap > f = By
(2) Jono (By)ken on kasvava.

(3) Jono (ax)ren on vihenevd.

(4) Porrasfunktioiden Lebesque-integraalien raja-arvot ovat yhtdsuuret:

lim adm = lim By dm.
k—o0 [a,b] k—o0 [a,b]

Todistus. Olkoon ensiksi f Riemann-integroituva ja ¢ = f: f dx. Téllsin on
olemassa jaot P, ja Ps,, jotka toteuttavat ehdot |Pi,| — 0, |Pas| — 0 ja

= ll’lfn U(Pln) = Sup,, L(PQn)7
C — L < L(PQTL)7
< c+1.



3.3. RIEMANNIN INTEGRAALI JA LEBESGUEN INTEGRAALI 71

Voimme tarvitaessa jakoja tihentdmélld olettaa, ettd P, C Piny1) ja Pan C
P2(n+1)- Olkoon

Pn:PanP2n7

eli jako, joka siséltdd molenpien jakojen P, sekd P, jakopisteet. Télloin
1
U(Pn) S U(Pln) Sa—i‘—
n
ja

1
L(Pn) 2 L(PQn) 2 a— —,
n

silld ylasummat laskevat jakoa tihennettiessi ja vastaavasti alasummat kas-
vavat. Olkoon «y ja (3, jakoa Py vastaavat porrasfunktiot. Tilloin siis

ﬁkaSOék,

ja

k—o0

[a,b] [a,b

lim [ apdm = klim U(Py) = klim L(P) = klim / Brdm.
|

Liséiksi porrasfunktiojono (0 )ren on kasvava ja porrasfunktiojono (o )ken
on vihenevi, silld jaot tihenevit. Niin ollen siis ehdot (1)—(4) ovat voimassa.

Olkoot seuraavaksi ehdot (1)—(4) voimassa ja oletetaan, etti jaot Py, k €
N toteuttavat ehdot (1)—(4). Olkoon lisiiksi P mielivaltainen vélin [a, b] jako.
Talloin saamme

UP)>U(PUP,) > L(PUP,) > L(P)
ja
U(P;) >U(PUP) > L(PUDP,) > L(Fy).
Siis ehdon (4) nojalla

inf U(P) = sup L(P).
P P

Niin ollen funktio f on Riemann-integroituva. O

Lause 3.3.2 Olkoon f : [a,b] — R rajoitettu reaaliarvoinen funktio ja a <
b. Tdllomn
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(a) f on Riemann-integroituva, jos ja vain jos f on melkein kaikkialla jatku-
va.

(b) Jos f on Riemann-integroituva, niin f on Lebesgue-integroituva ja
b
/ fdm = / fdx.
[a,b] a

Todistus. (a) Olkoon funktio f : [a,b] — R Riemann-integroituva. Téllsin
on olemassa jaot (P), jotka toteuttavat ehdon |P;| — 0 ja joita vastaavat
porrasfunktiot toteuttavat Lemman 3.3.1 ehdot (1)—(4). Merkitsemme

a=lima ja [B=lim g,.
k—o0 k—oo

N&mé ovat olemassa, silld (ag) on laskeva jono ja ((;) on kasvava jono por-
rasfunktioita. Télloin Monotonisen konvergenssilauseen 3.1.7 nojalla saamme

k—oo k—oo

[a,b] [a,b] [a,b]

lim U(Pg) = lim apdm = / hm apdm = adm.
Vastaavasti pétee

hm L(P;) = hm Brdm = Bdm.
[a,b] [a,b]

Koska f on Riemann-integroituva, niin

b
/ adm:/ ﬁdm:/fd:c.
[a,b] [a,b] a

Siis ehdosta o > 3 seuraa

/ (a—=pB)dm =0
[a,b]

ja edelleen a = (8 melkein kaikkialla. Koska Lemman 3.3.1 perusteella o« >
f = {8, niin

a=[0=f melkein kaikkialla. (3.6)
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Osoitamme, ettd f on jatkuva joukossa

A={t | aft) }\(Upk)

keN

Olkoon z € A. Tallsin

lim a(x) = lim fy(x) = f(z).

k—oo

T4lloin on siis olemassa luonnollinen luku n, siten, ettid

|f(2) — ax(z)] <€

ja

|f(z) = Br(z)| < e
kaikilla & > n.. Olkoon k > n.. Valitsemme

min ($Z —T,Tr — $i_1)

o= ,
2

missé piste x kuuluu jaon Py jakovilille |z; 1, z;[. Olkoon |z —y| < 6. Téllsin

[f(z) = f(y)] () — aw(@)| + [ow(z) = f(y)]

| (2) — aw(@)| + o (@) — ary)] + law(y) — f(v)]

Ehdosta |z — y| < § seuraa, ettd pisteet = ja y kuuluvat samalle jakovélille,
joten edellisen epéyhtilon oikean puolen keskimmaéinen termi on nolla ja

Bi(@) = By, (y) < fy) < aw(y) = a(z).

IAINA

Siis saamme

ar(y) = f(y) < ax(@) = Bi(x) < ax(x) = f(2) + f(2) = Bi(x) < 2e

N4in ollen
|f(x) = f(y)| <3¢ , kun |z —y| < 6.

Siis f on jatkuva pisteessd x € A, eli f on melkein kaikkialla jatkuva.
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Oletamme seuraavaksi, ettd f on melkein kaikkialla jatkuva. Olkoon
A = {z| f(z) on jatkuva pisteessi z}.
Koska f on melkein kaikkialla jatkuva, niin
m ([a,b] \ A) = 0.
Olkoon nyt z € A. Téllsin kaikilla € > 0 on olemassa ¢ > 0 siten, etti

f@) - fWl <7 lkulz—y| <o

Téllsin kun jako Py on niin pieni, ettd |Py| < 6, niin jakoa Py vastaaville
porrasfunktioille pitee

ap(z) — flz) <= ja f(z)—fe(z) <

W o
o

ja
ap(r) — B (x) <e.
Siis

klim ag(z) = klim Br(z) = f(z).
Koska ay, ja ), ovat mitallisia, niin f on mitallinen. Koska f on vililld [a, b]
rajoitettu, niin f on Lebesgue-integroituva. Télloin Lebesguen konvergenssi-
lauseen 3.2.3 nojalla

lim Brdm = / Bdm = fdm
k=00 | 14.] [a,b] [a,b]
= / adm = lim o dm.
[a,b] k=00 ) lap]

Siis Lemman 3.3.1 nojalla f on Riemann-integroituva.
(b) Olkoon f Riemann-integroituva. Koska tuloksen 3.11 nojalla

f=a=lima; =1limf3, a.e.

ja (R, M,m) on tdydellinen, niin f on mitallinen.T#ll6in Lebesguen konver-
genssilauseen 3.2.3 nojalla
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/ fdx = hm ardm = adm = fdm,
a k—o0 [a,b] [a,b] [a,b]
missd viimeinen vaihe seuraa siité, ettd f = o melkein kaikkialla. U

Kohta (b) ei viilttamétté péide epioleellisille integraaleille.
On olemassa Lebesgue-integroituvia funktiota, jotka eivit ole Riemann-
integroituvia. Esimerkiksi mééritelldsn funktio f: [0,1 — R asettamalla

0, z€Q
1, z¢Q°

Télloin U(P) =1 ja L(P) = 0. Siis f ei ole Riemann-integroituva, kuitenkin
f on yksinkertaisena funktioina Lebesgue-integroituva, silld joukko [0, 1] \ Q
on mitallinen ja

o) ={

J = Xpane-

Lause 3.3.3 Olkoon f > 0 ja a,b € RU{—o00,00} siten, etti a < b. Jos
epdoleellinen Riemann-integraali

/abfdx

on olemassa, niin f]a " fdm on olemassa ja

/Mfdm:/abfdx.

Todistus. Koska Riemann-integraali

/abfdx

on olemassa, niin on olemassa kasvava jono (b,) ja laskeva jono (a,) reaali-
lukuja siten, ettd lim,_ .o b, = b ja lim,,_, a, = a seké

n—oo

lim fdx—/fd:v
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Mutta talloin voimme soveltaa edellisté lausetta, jolloin saamme
bn,
fdx = / fdm.
an, [an,bn]
Koska fX(4,5.» @ € N on kasvava jono positiivisia funktioita, niin Mono-

tonisen konvergenssilauseen 3.1.7 nojalla

lim [ fX(a, s, dm = fdm.

n—eo Ja.b[

Siten saamme

b bn
/ fdxr = lim fdx = / fdm
a = Jan, la,b[

ja viite on siten todistettu. U
Funktion f ei-negatiivisuus on oleellista edellisessi tuloksessa. Mielival-
taiselle reaaliarvoiselle funktiolle pétee seuraava tulos.

Lause 3.3.4 Olkoon f : R — R Lebesgue-integroituva ja a,b € RU{—o00, c0}.
Jos epdoleellinen Riemann-integraali

/abfdx
/abfdx:/}a’b[fdm.

/abfdx

on olemassa, niin on olemassa kasvava jono (b,) ja laskeva jono (a,) reaali-
lukuja siten, ettd lim, oo b, = b ja lim,, o @, = a sekil

olemassa, niin

Todistus. Koska

lim fd:c—/fdx

n—oo

Lauseen 3.3.2 perusteella siis

b
/ fdxr = lim fdm.

e ]anybn[
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Koska

|f Xjan bl < |

ja koska |f| on Lebesgue-intergoituva (|f| on Lebesgue-integroituva, jos ja
vain jos f on Lebesgue-integroituva, Seuraus 3.1.9), niin Lebesguen konver-
genssilauseen 3.2.3 nojalla

lim fdm = fdm,

"% an bn| Ja,b[

joten tésti seuraa viite. U

Naéissé edellisessé lauseessa voi integroimisvili olla tietysti miké tahaansa
epéolleellisen integroinnin vili. Oleellista ei ole myoskésn, onko f mééritelty
vilin péétepisteissé, koska niiden mitta on nolla.

Nyt voimmekin katsoa paria esimerkkié.

Esimerkki 3.3.5 Olkoon
(1—z%)"

T

ja olkoon integroimisvali |0, 1]. Naemme heti, ettd talld valilld

fn(x) =

lim f,(z)=0
ja
0< fule) <
n(r) < —.
x
Lisdkst pitee
1
lim —dxr =2 < o0.

=0+ [, \/E

Siis ﬁ on Lebesque-integroituva ja

/1 L / L
—dxr = —dm.
0o VT 0,1] VT
Siten Lebesgquen konvergenssilauseen 3.2.3 nojalla

1 1— 2\n
lim —( )

dr =20
=
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Esimerkki 3.3.6 Laskemme, mitd on

00 efqzt
lim / —dt

Olkoon (xy,)nen jono ei-negatiivisia reaalilukuja x,, joille patee x, — 0 kun
n — 00. Mikdli raja-arvo on olemassa, niin arvo
o] —xnt

. e
lim

—dt
n—oo Jq 1+ ¢2

ei riipu jonosta (x,,) . Ensiksi huomaamme, ettd

e nl < 1
1+¢2 — 14¢2
ja
l. e—rnt 1
im = .
n—oo 1 + 2 14 ¢2
Koska

R | T
dt = —
/0 1+t 2’

L on Lebesque-integroituva ja

1412

R | 1
[ = [ iim
o L+t ool L+ 1

Talloin Lebesquen konvergenssilauseen 3.2.3 nojalla

niun lauseen 3.3.3 nojalla

o0 o0 o

e Tt e ont 1 T

li dt = 1i —dt = dt = —.

) 1t TN T / L+ 2
0 0 0

3.4 Integraalin muita ominaisuuksia

Téssé kappaleessa tarkastelemme aivan aluksi muuttujan vaihtoa Lebesguen
integraalissa. Vaikka seuraava lause néyttédikin hieman mutkikkaalta, niin
kyseesséd on tavallinen muuttujan vaihto, tosin hiukan normaalia yleisemmin
kirjoitettuna.
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Lause 3.4.1 Olkoon (X, B, u) mitta-avaruus. Olkoon By o-algebra joukossa
Xo. Oletamme, ettd kuvauksessa

T: X — Xy
jokaisen mitallisen joukon A € By alkukuva T~ (A) on mitallinen (tilldin

kyseessi on yleinen mitallinen funktio). Mdidrittelemme mitan py = po T
joukossa By asettamalla kaikille A € By

Jos f on mitallinen mitta-avaruudessa (Xo, Bo, pg), niin

/fduoz/ foTdu
A T-1(4)

sitnd mielessd, ettd jos jompi kumpi integraaleista on olemassa, niin molem-
mat integraalit ovat olemassa ja ne ovat yhtd suuret.

Todistus. Yhdistetty kuvaus f o T on mitallinen oletuksen ja mééritelméin
nojalla. Oletamme aluksi, ettd f = xp, missd B on mitallinen. T#ll6in

H(T(w)) dp = / N @) du = u(TH(A)NT(B)).

T-1(A) T-'(A)

ja toisaalta

/Af(w) dpy = /AXB (w) dpg = po(AN B)
= w(T'(ANB))=wT ' (A)NT(B)).

Siis viite pétee, kun f = xp.
Olkoon seuraavaksi f ei-negatiivinen ja yksinkertainen, eli

f = Z Qi X B>
i=1

missé siis joukot B; ovat pistevieraista mitallisia ja «; > 0 kaikilla . Télloin
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[ g = S eumans) Zazu (4N BY)

= Za,/ ) dp = / 1(A);042XB
- / f(T(w)) .

T-1(4)

Tastd saamme yleistyksen mielivaltaisille ei-negatiivisille funktioille f val-
itsemalla jonon yksinkertaisia funktioita (¢,,) siten, ettd f = lim ¢,, ja sovel-
tamalla Monotonista konvergenssilausetta 3.1.7 . Mielivaltaiselle funktiolle
viiite seuraa téstd edelleen soveltamalla saatuja tuloksia funktioihin f7* ja
f~.0

Téarkeén erikoistapauksen edellisesté lauseesta saamme , kun Xy = R ja
By on Borelin joukot ja g : X — R on mitallinen avaruudessa (X, A, u).
Talloin g : X — R on my6s edellisen lauseen yleistetty mitallinen funk-
tio eli ¢! (U) on mitallinen jokaiselle joukon R Borelin joukolle U (harjoi-
tustehtévi). Edellisen lauseen nojalla jokaiselle Borel mitalliselle funktiolle

f R — R piitee
/Afduo = i_l(A)f(g(:v))du,

missé f1g = o g !

Lause 3.4.2 Olkoon (X, B, p) mitta-avaruus ja E metrinen avaruus sekd
toteuttakoon funktio

f: XxE—R

seuraavat ehdot:

(1) Kuwvaus w — f(z,w) on jatkuva kaikilla x € X.
(2) Kuvaus x — f(z,w) on p-integroituva kaikilla w € E.
(3) On olemassa integroituva funktio h siten, ettd

|f(z,w)| < h(x) jokaiselle x € X jaw € E.

dp



