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~ [ flaw)dn

Talloin funktio

on jatkuva.

Todistus. Valitsemme funktiojonon f,(z) siten, ettd
fo(@) = f(z,wn),
missd w, — w, kun n — oo. Télloin
| fu(@)| < h(z)

kaikilla n € N. Siten Lebesguen rajoitetun konvergenssilauseen 3.2.3 nojalla
lim [ f.du= /fd,u.
Koska f on jatkuva, niin

lim f(CU,Wn) = f(CC,u)),

n—oo

joten

lim [ f(z,w,)dp = /f:vw

n—oo

eli ¢ on jatkuva, silld yhtélon vasemman puoleinen raja-arvo ei riipu jonon
(wp) valinnasta. O
Derivoinnin ja integroinnin jérjestyksen vaihtoa koskee seuraava tulos.

Lause 3.4.3 Olkoon (X, B, u) mitta-avaruus ja I C R suljettu epatyhji vdili.
Oletamme, ettd kuvaus

f:IxX—R
toteuttaa seuraavat ehdot:
(1) Kuvaus x — f(w,x) on p-integroituva jokaiselle w € I.
(2) Kuvaus w — f(w,x) on derivoituva jokaiselle x € X.

(8) On olemassa p-integroituva funktio h siten, ettd | f'(w,z)| < h(z)  jo-
kaiselle v € X jaw € 1.



82 LUKU 3. LEBESGUEN INTEGRAALI

Talloin joukossa I mddritellylle funktiolle ¢

o) = [ fw.0) du

patee

¢ = [ o) du

Todistus. Olkoon w € I ja olkoot (wy)nen jono viilin I pisteitéd siten, etté
wn, # w kaikilla n ja

lim w, = w.

Mzarittelemme funktion g, : X — R siten, etté
flwn, z) — f(w, z)

gn(x) = o — w .

Talloin
lim g, = f'(w, ),

silld f(w,z) on derivoituva kaikilla arvoilla z € X.
Viliarvolauseen nojalla jokaiselle x € X on olemassa £ € I, jolle piitee

lgn(z)| =

Niin ollen voimme soveltaa Lebesguen konvergenssi lausetta 3.2.3:

lim [ g, du :/ lim g, dp = /f’(w,ﬁ) dj.

n—oo

= [f'(&, )| < h(2).

f(wmx) B f(w,x)

W, —

Toisaalta, koska © — f (wn,x) on integroituva jokaiselle w € I, niin

/gn(l“) dp = /f(w”’jZ:i(w’x) dp = J flwn,z)dp — [ fw,z)dp
p(wn

)~ ole) '

Wy, — W

Niin ollen

lim M:z(w) :/f'(w,x) du.

n—00 w

Siis véite on voimassa. O
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3.5 Radon-Nikodym lause ja jakolauseita
Tarkastelemme, miten mittoja voidaan vertailla keskenéin.

Maéritelméi 3.5.1 Olkoot (X, B, u) ja (X, B, uy) mitta-avaruuksia. Mitta
Lo on p-jatkuva , jos

WE) =0 = puo(E) =0.

Esimerkkiné téllaisesta mitan jatkuvuudesta on Lauseessa 3.1.5 mééritel-
ty mitta A. Nimittéin olkoon m Lebesguen mitta. T&lloin

)\(A):/Afdm

on Lauseen 3.1.5 nojalla mitta, kun f > 0 ja f on integroituva. Jos m(FE) = 0,
niin Lauseen 3.1.10 nojalla

ME) = /Efdm 0.

Siis mitta A on m-jatkuva.

Huomautamme, ettd mitan p-jatkuvuus on sama kiisite kuin erdissé ldhteis-
sd médritelty mitan p-absoluuttisesti jatkuvuus. Kéaytédmme kuitenkin kisitet-
td p-jatkuvuus, silld seuraavan tuloksen nojalla mitan jatkuvuus toisen mitan
suhteen on erdénlaista jatkuvuutta.

Lause 3.5.2 Olkoon (X, B,v) ddrellinen mitta-avaruus eli v (X) < co. Tdl-
loin v on p-jatkuva, jos ja vain jos kaikilla € > 0 on olemassa 6 > 0 siten,
etta

u(Ad) <6 = v(A) <e (3.7)
kaikilla A € B.

Todistus. Oletetaan, etté ehto (3.7) on voimassa. Olkoon A € B siten, etté
wu(A) = 0. Tallsin jokaista n € N kohti on olemassa 6, siten, etti

p(E) < b, = v(E) <

S|

kaikilla F € B. Siis kun valitsemme FE = A, niin saamme

1

n

v(4) <
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kaikilla n € N, joten v(A) = 0, eli v on p-jatkuva.
Oletetaan seuraavaksi, ettd mitta v on p-jatkuva, eli on voimassa ehto

wE)=0 = v(E)=0.

Teemme vastaoletuksen: On olemassa ¢ > 0 ja jono joukkoja A, € B, n € N,
siten, etta

u(4,) <2™ ja v(A,) >e (3.8)
Olkoon

A:ﬁ@Am)

Talloin

m=n m=n

u(A) < p (U Am> <Y pAn) <> 2

kaikilla n € N. Siten u(A) = 0, joten oletuksen mukaan v (A) = 0. Toisaalta
Lauseen 2.1.5 nojalla

0=v(A) = limu(U Am> > €,

m=n

silla

1/(6 Am> >v(A,) > €

kaikilla n € N. T#ssé on ristiriita, joten ehto (3.8) ei ole voimassa. Siis ehto
(3.7) on voimassa. O
Tarvitsemme seuraavaa aputulosta jatkossa.

Lemma 3.5.3 Olkoon B o-algebra joukossa X ja funktio
p: B—R

taydellisesti additiivinen. Tdlloin on olemassa joukko Xo € B, joka toteuttaa
ehdot

p(Xo) = p(X)
ja
p(A) >0
kaikilla A € Xo N B.
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niin voimme valita X, = 0, silld p(d) = 0. Ole-

Todistus. Jos p(X 0,
Osoitamme, ettéd kaikilla € > 0 on olemassa joukko

)
tamme, ettd p(X) >
X, € B siten, etti

<
0.

p(Xe) = p(X)
ja
p(A) > —e

kaikilla A € XN B. Jos p(A) > —e jokaiselle A € B, voimme valita X, = X.
Oletamme, ettd on olemassa A; € B siten, ettéd p(A;) < —e. Tallsin

p(X \ A1) = p(X) — p(A1) > p(X) + € > p(X).

Jos kaikille A € (X \ A;) N B pitee p(A) > —e, niin valitsemme X, = X\ A4;.
Jos tdmé ei péde, niin on olemassa As € (X \ A;) N B siten, ettd p(A2) < —e.
T4&ll6in on voimassa

p(X\ (A1 U A2)) = p(X) — p(A1) — p(A2) > p(X) + 2¢ > p(X).

Siis, jos kaikilla A € (X \ (41 U As)) N B pétee p(A) > —e, niin valitsemme
Xe = X\ (A1 UAy). Oletamme, etté jatkamme menetelméé ja saamme jonon
(An)nen, joka toteuttaa ehdot p(A,) < —e,

A, € (X\UA,) NB ja p(X\TUAZ) > p(X).

i=1 i=1

Siis A, N A = 0 jokaiselle k # n. T#lloin

(UA) ip A;) < —ke

i=1

ja edelleen

Mutta toisaalta
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ja —oo ¢ R, missd on ristiriita. Siis jokaiselle € > 0 voimme valita

;&:X\<UAO

jollekin k£ € N.
Valitsemme joukon X siten, ettd p (X;) > p(X) ja p(A) > —1 kaikille
A € X1 N B. Edelleen valitsemme joukon X 1€ X1 N B siten, etti

p(X1) > p(Xy)

N=

ja p(A) > —3 kaikille A € X; N X; N B. Jatkamalla néin saamme induktii-
visesti jonon joukkoja X1 € B , jotka toteuttavat ehdot

XL Cc Xi,
p(X ) = p(X1)=... 2 p(X)
ja
1
A) > —
p(A) e

kaikilla A € X 1 N B. Valitsemme

=
Xb:(]X

neN

|~

3

Koska p on dérellinen, niin vastaavasti kuin Lauseen 2.1.6 todistuksessa voim-
me osoittaa, etti

p(Xo) = lim p(X1) > p(X).

n—oo

Lisiiksi jokaiselle A € Xo N B C X1 N B pitee

plA) > ——

kaikilla n € N eli p(A) > 0. O

Maaritelma 3.5.4 Mittaa p sanomme o-ddrelliseksi mitallisessa avaruu-
dessa (X, B), jos on olemassa ddrellismittaiset joukot X; siten, ettd

Uxi=x

€N
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Esimerkiksi (R, M, m) on o-dérellinen, silld
R= U [—n, n]
ja
m ([—-n,n]) =1 ([-n,n]) =2n
Todistamme seuraavan teknisen aputuloksen

Lemma 3.5.5 Olkoon D perhe mitallisia ei-negatiivisia funktioita mitta-
avaruudesssa (X, B, i) ja oletetaan, ettd max (fi, fo) € D jokaiselle fi, fo €
D. Jos

aZSUP/fdu,

feb

niin on olemassa kasvava jono (f,) C D siten, ettd
o= / lim f,du.

Todistus. Valitsemme funktion fi, jolle pitee [ fidp > o — 1. Seuraavaksi
valitsemme funktion f} siten, ettd [ fdu > o — %, ja sen jilkeen valitsemme

fo = max{fi, f3}.

Jatkamalla téitéd prosessia saamme kasvavan jonon funktioita f, € D, joille
pétee [ fndu > a — L. Merkitsemme

f = sup fn.

neN

Nyt voimme soveltaa Monotonista konvergenssilausetta 3.1.7, jolloin saamme

/fd#:SUP/fnd#:a-
neN

Lause 3.5.6 (RADON-NIKODYM LAUSE) Olkoot i ja v mittoja jou-
kossa X mddritellyssd o-algebrassa B. Jos pu on o-ddrellinen, niin seuraavat
ehdot ovat yhtdpitdvid:

(1) Mitta v on p-jatkuva.
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(ii) On olemassa mitallinen funktio f siten, ettd

v(4) = [ fau
A
jokaiselle A € B.

Todistus. ((i) = (ii)) Olkoon mitta v p-jatkuva, eli etté
wE)=0 = v(F)=0

jokaiselle E € B. Oletamme ensiksi, ettd mitat p ja v ovat direllisid. Mer-
kitsemme

D:{f| fzo,[Efdugy(E) VEEB}.

Tilloin joukko D on epétyhjé, silld 0 kuuluu joukkoon D. Jos fi ja fo kuu-
luvat joukkoon D, niin

f=max{f, fo} € D,
silld jos merkitsemme
Ei=En{fi > fo} ja Es = EN{fi < fo},

niin voimme Kkirjoittaa

éfdu _ E/lfdwE/Qfdu:E/lfldwE/szdu

< v(E) +v(Ey) =v(E)
kaikille &£ € B. Induktiivisesti saamme
max{ fi,... fn} €D,

kun f; kuuluu joukkoon D jokaiselle 7 = 1, ..., n. Merkitsemme

a:sup/fd,ugl/(X) < 00,
feD

missé viimeinen epéyhtilo seuraa siitéd, ettd mitta v on dérellinen. T&ll6in on
edellisen lemman nojalla olemassa kasvava jono mitallisia funktioita (f,,)nex
siten, etta

o= Sup/fn du.

neN
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Osoitamme, ettéd

/A fdp = v(A)

jokaiselle A € B. Huomaamme, ettd funktio f kuuluu joukkoon D Mono-
tonisen konvergenssilauseen nojalla. Témén takia vastaoletus on siis: On ole-
massa A € B siten, etti

/Afd,u < v(A).

Olkoon 7 mitta siten, etté

7(B) =v(B) — /B fdu.

jokaiselle B € B. Koska v on p-jatkuva, niin p(X) > 0, silld muutoin v(X) =
0 ja edelleen v(A) = 0, misti seuraisi ristiriita. Olkoon

5 1r(X)

2 0(X) > 0.

Jos pitisi ehto 7(X) = 0, niin 7(A) = 0, mikd on mahdotonta. Siis
7(X) = 26u(X) > fu(X),

eli

7(X) - Bu(X) > 0.
Lemman 3.5.3 nojalla on olemassa X, € B siten, etti

7(Xo) — Bu(Xo) > 7(X) — Bu(X) >0 (3.9)

ja

7(B) = Bu(B) > 0
kaikilla B € X, N B. Olkoon nyt

Jo=F+Bxx,

Talloin
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[dodn= [ £aussuon B < [ 1 dusn(B) = v()

B

kaikilla B € B, silld Xy N B kuuluu joukkoon X, N B. Siten funktio fy kuu-
luu joukkoon D. Tallsin arvon o mééritelmén nojalla [ fodu < a. Mutta
toisaalta

az/fodu:/fdu—l—ﬁM(Xo)=0é+5#(X0),

joten u (Xo) = 0. Koska v on p-jatkuva, niin v (Xy) = 0. Siis

r(Xo)+ | fdu=o0,

Xo

joten 7 (Xg) = u (Xp) = 0, miké on ristiriidassa epéyhtélon 3.9 kanssa. Néin

ollen
/fw=wm
A

Siis (ii) on voimassa, kun mitat p ja v ovat #érellisié.
Seuraavaksi oletamme, ettd v(X) = oo, mutta u(X) < oo. Olkoon

A=1{xg| Q€ B, UQ) < oo}

Joukko A toteuttaa edellisen lemman oletukset. Merkitsemme

_sup/fd,u sup p(Q) < oo,
feA QcA

missé epdayhtilo seuraa mitan p direllisyydestd. Télloin edellisen lemman
nojalla on olemassa perheessi A kasvava jono joukkoja (Qy)nen siten, ettd

B = sup u(Qn).
neN
Merkitsemme
QO = U Qn
neN

Koska (Qr),,cn on kasvava jono, niin

Qo) = sup wQn) = 5.



