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[fodn= [ £aussuonB) < [ 1 dusn(B) = v()

B

kaikilla B € B, silld Xy N B kuuluu joukkoon Xy N B. Siten funktio fo kuu-
luu joukkoon D. Tallsin arvon o mééritelmén nojalla [ fodu < a. Mutta
toisaalta

az/fodu:/fdu—l—ﬁM(Xo)=0é+5ﬂ(Xo)>

joten u (Xy) = 0. Koska v on p-jatkuva, niin v (Xy) = 0. Siis

r(Xo)+ | fdu=o0,

Xo

joten 7 (Xg) = u (Xo) = 0, miké on ristiriidassa epéyhtélon 3.9 kanssa. Néin

ollen
/fw=wm
A

Siis (ii) on voimassa, kun mitat p ja v ovat #érellisié.
Seuraavaksi oletamme, ettd v(X) = oo, mutta pu(X) < co. Olkoon

A=1{xg| Q€ B, UQ) < oo}

Joukko A toteuttaa edellisen lemman oletukset. Merkitsemme

_sup/fd,u sup p(Q) < oo,
feA QcA

missé epdyhtéilo seuraa mitan p direllisyydestd. Télloin edellisen lemman
nojalla on olemassa perheessi A kasvava jono joukkoja (@ )nen siten, ettéd

B = sup i(Qn).
neN
Merkitsemme
QO = U Qn
neN

Koska (@), on kasvava jono, niin

#(Qo) = lim p(@n) = sup (@) = 5.
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Olkoon Xy = X \ (Qg. Olkoon nyt A € X, N B. Jos v(A) < oo, niin
B2 lim u(AUQw) = (AU Qo) = u(A) + u(Qo) = u(A) +

joten p(A) = 0. Koska v on p-jatkuva, niin liséiksi v(A) = 0. Siis jos A €
XoNBjav(A) < oo, niin u(A) =0 jar(A) = 0. Edelleen jos A € Xy N B ja
v(A) = oo, niin p(A) > 0. Siis kun méérittelemme f; = oo, niin

/BfodM:V(B)

jokaiselle B € Xy N B.
Merkitsemme X,, = @y, \ @rn—1 ja méérittelemme mitat v,, asettamalla

vp(B)=v(BNX,)
jokaiselle B € B. T&lloin v, on direllinen mitta ja u-jatkuva, silla
w(B)=0=pn(BNnX,) =0=v,(B)=v(BNX,)=0.

Siis alkuosan todistuksen perusteella on olemassa funktio f, siten, etté

yn(B):/fndu, Be X,NB.
B

Magrittelemme funktion f seuraavasti

| fo, kunz e X,
flz) = { fn, kuinz e X,, -

Talloin

[ran =% [ sau=% [ uda

neN X.NB neN X.NB

= ) v(X.NB)=v(B).

neN

Néin ollen viite (ii) on voimassa myds tapauksessa v (X) = oo ja p (X) < oo.
Olkoon mitta p seuraavaksi o-dérellinen ja v mielivaltainen. T#ll6in on
olemassa pistevieraat mitalliset joukot G,, siten, ettd

X = UG” ja  p(Gp) < 0.

neN
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Mééritellddn mitat u), ja v), asettamalla
po (A) = (ANGr) ja v, (A) =v(ANGy).

Edellisten kohtien nojalla on olemassa funktio f,, siten, etti

AANGY) = (A) = [ fodity= [ g d

kaikilla A € B. Kun méérittelemme f =3 f.xc, , niin saamme

/Afdﬂ N ;/Amanfdlu:;/manfn U
= Y v(ANG,) =v(A),

n=1

missé viimeinen vaihe seuraa siité, ettd v on mitta ja joukot G,, pistevieraita.
Niin ollen viite on todistettu toiseen suuntaan.

(ii) = (i) Harjoitustehtévé. O

Téamén lauseen mukaan, jos mitta v on p-jatkuva, niin on olemassa mi-
tallinen funktio f siten, etti yhtélo

/ngZ/fgdu

pitee jokaiselle mitalliselle funktiolle g, jolle [gdv on olemassa. Tamén
saamme helposti: Olkoon g ensiksi yksinkertainen, eli

9= aixXg,
i=1

missé joukot E; ovat pistevieraita. Télloin

3
3

/g dv = Zaiy(Ei): i fdu
= /ZazfxE dp = /gf dp.

Edelleen, jos g > 0, niin

g = 8up gn,

neN
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missé jono (g,,) on kasvava jono yksinkertaisia funktioita, jolloin Monotonisen
konvergenssilauseen 3.1.7 nojalla

/gdv = sup [ g, dv

neN

= sup / gnf dp
neN

= /gfdu-

Koska lisiiksi ¢ = gt — ¢, niin saamme viitteen voimaan kaikille funk-
tioille g, joille [ gdv on olemassa.

Maaritelma 3.5.7 Olkoon (X, B) mitallinen avaruus ja olkoot p ja v mit-
toja tdssdi. Merkitsemme

v
jos v on p-jatkuva. Lisdksi merkitsemme
vLup,
jos on olemassa E& € B siten, ettd
pw(E)=0 ja v(X\E)=0.
Jos v L p, sanomme, etti v on p-singulaarinen.

Mitan v singulaarisuun toisen mitan p suhteen merkitsee sité, ettd on
olemassa joukko F, joka toteuttaa ehdot

v(A)=v(ANE)+v(A\E)=v(A\E)
ja
1(A) = p(ANE) + 1 (A\E) = u (AN E)

jokaiselle mitalliselle joukolle A. Siis jos v | p, niin on olemassa sellainen
joukko E, ettd mitta p mittaa joukkoon F kuuluvaa osaa ja v mittaa joukkoon
X\ E kuuluvaa osaa.

Esimerkki 3.5.8 Olkoon (R, M, m) Lebesquen mitta-avaruus. Madritellddn
o-algebrassa M Diracin mitta seuraavasti

1, kunx € A,
6I(A>_{ 0, kunx ¢ A.

Talloin e, 1 m.
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Voimme jakaa o-dérellisen mitan v kahteen osaan, joista toinen on u-
jatkuva ja toinen on p-singulaarinen. Témé kdy ilmi seuraavasta lauseesta.

Lause 3.5.9 (LEBESGUEN JAKOLAUSE) Oletetaan, ettd mitat p1 ja
v ovat o-ddrellisid mittoja joukossa X mddaritellyssd o-algebrassa B. Tdlldin
on olemassa yksikdsitteiset mitat v ja vy joukossa B, jotka toteuttavat ehdot

V=v1+ s
ja
vi<po gJga vyl op.
Todistus. Todistamme tdmén tapauksessa, jossa mitat v ja p ovat dérellisié.
Merkitsemme
N, ={A] Ae B, u(A) =0}.
Koska v(X) on #érellinen, niin

sup V(A4) = a < oo.
AEN,

Lemman 3.5.5 nojalla on olemassa kasvava jono (A, )nen joukkoja siten, etté

suprv(4,) = a.
neN

Merkitsemme

N:UAn.

neN

Koska jono (A,,) on kasvava, niin

p(N) = lim p(A,) = 0,

neN
joten N € N,,. Toisaalta
v(N)=supr(4,) =a < . (3.10)
neN

Todistamme vaaditut ehdot seuraaville mitoille v ja v

vi(A)=v(A\N) ja wv(A)=v(ANN), AecB.
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Téllsin v = v1 + ve. Toisaalta vq on p-jatkuva, silld, jos p(F) = 0, niin
E\N C E € N, jaedelleen (E\ N)UN € N,. Néin ollen yhtélon (3.5)
nojalla pétee

a+v(E\N)=v(E\N)+v(N)=v((E\N)UE) <a.
Siis
vi(E) =v(E\N) =0,
joten v7 on p-jatkuva. Lisdksi v9 on p-singulaarinen, silld
p(N)=0 ja v (X\N)=v((X\N)NN)=0.
Téamin jidlkeen on todistettava vield yksikiisitteisyys. Oletamme, etté
V= + vy =V + U,

misséd myds /] on u-jatkuva ja v}, on p-singulaarinen. Koska myos v/}, on -
singulaarinen, niin on olemassa N’ siten, ettd u(N') = 0 ja v4(X \ N') = 0.
Olkoon nyt Ny = N U N'. Koska pu(N) = p(N') = 0, niin

1(No) < p(N) + p(N') = 0.

Koska p(Ng) = 0 ja vy ja V] ovat p-jatkuvia, niin v4(Ng) = v} (Ny) = 0.
Olkoon A € B. Téllsin

l/l(Am No) = l/ll(Am No) =0.

Koska v4(X \ N') = 0 = v5 (X\N) ja X\Ny, € X\N', X\ Ny C X\N, niin
Vh(X \ No) = 0 = v9 (X\Np). Niin ollen saamme

UL (A) = h(A\ No) + vh(AN No) = vy(AN Np)
VQ(A) = VQ(A\NO)"‘VQ(AQNO):VQ(AHNO)

Siis saamme

V(A N No) = Vl(A N No) + VQ(A N No) = VQ(A N No)
= Us(ANN) + v (AN Ng) \N) = v (A)

ja

V(AN Ny) = V(AN Ny) +vy(AN Ny) = (AN Ny)
= U(ANN) + vy (AN Ny)\N) = v4(A).
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Niamé yhdistamélli saamme
vo(A) =v(ANNy) = vy (A).
Téamsén lisiksi koska
V:V1+1/2:V'1+V'2,
niin myos
v1 =14,

koska v on #érellinen. Siis mitat v ja vo ovat yksikiisitteiset.
Tapaus v ja pu ovat o-dérellisid voidaan todistaa vastaavasti kuin Radon-
Nikodyn lauseessa ja jiatdmme sen harjoitustehtaviksi. 0

3.6 Riemann-Sieltjes integraali

Yleistetéisin hivenen Riemannin integraalia. Olkoon [a, b] suljettu vili, a < b,
ja olkoon funktio f : [a,b] — R rajoitettu. Olkoon F : [a,b] — R kasvava ja
oikealta jatkuva. Funktiota F' kutsutaan painofunktioksi (tai jakaumafunk-
tioksi tai kertyméfunktioksi). Kuten Riemannin integraalissa jaamme vilin
[a, b] osavileiksi. Olkoon P = {x, ..., z,,} Vilin [a, b] jako siten, ettd xo = a ja
rn, = b. Médrittelemme reaaliluvut M; ja m; samalla tavalla kuin Riemannin
integraalissa:

Mz’ = Sup{f(y)|$z—1<y§xz}v
m; = nf{f(y) | zi1 <y <}

Néiden avulla puolestaan jakoa P vastaavan ylisumman U(P) ja alasumman
L(P) méérittelemme seuraavasti:

K3

UPF) = Y= Mi(F(x;) = F(2;1)),
L(P;F) = YL m (F(z:) = F(21)).

Siis ylisummat ja alasummat saadaan Riemannin yli- ja alasummista, kun
vélin [x;_1,x;] pituus korvatataan arvolla F'(z;) — F (x;—1). Huomattakoon,
ettd F (z;) — F (xi—1) > 0, silld F on kasvava. Jos F'(z) = z, niin saamme
tavalliset Riemannin yld- ja alasummat. Edelleen asetamme

|P| = max (z; — xi—1) .
1<i<n
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Jakoa P vastaavat porrasfunktiot ap ja (§p ovat

ap(r) = Z MiXje, 1) (x) = M;, kun = €]z;_1, z;],
i=1
Bp(x) = Zmix]mifl,m] (x) =my, kun x €|x;_q, 2.
i=1
Maégritelma 3.6.1 Rajotettu funktio f : [a,b] — R on Riemann-Stieltjes

integroituva painofunktion F suhteen, jos

sup L(P, F) =inf U(P, F).
P P

Jos f on Riemann-Stieltjes integroituva painofunktion F suhteen, niin funk-
tion f Riemann-Stieltjes integraali on

b
/ fdF =sup L(P, F) :i%fU(P,F).
a P

Maéritelmi 3.6.2 Lebesgue-Stieltjes mitta reaalilukujen joukossa on Bore-
lin joukkojen luokassa B (R) mdidtitelty mitta u, jolle patee p (I) < oo jokaiselle
rajoitetulle vdilille I C R.

Lause 3.6.3 Jos p on Lebesque-Stieltjes mitta reaalilukujen joukossa, niin
funktio F

C kun x =0
F(z)=4¢ n(0,z]) +C kunz >0
C—p(]0,z]) kunz <0
on painofunktio.

Lause 3.6.4 Jos F' on painofunktio, niin on olemassa Lebesgue-Stieltjes mit-
ta pp,joka toteuttaa ehdon

pr (Ja,0]) = F (b) = F(a)

jokaiselle a < b.

Todistus. Tulos seuraa Charathéoryn laajennuslauseesta.
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Olkoon F' : [a,b] — R kasvava ja oikealta jatkuva. Tilloin F' voidaan
helposti laajentaa koko joukkoon R kasvavaksi ja oikealta jatkuvaksi. Porras-
funktiot ovat yksinkertaisia funktioita, joten

b

U(P):/ade: /apduF

a [a,b]
ja

b
L(P) = / gpar = [ o
a a,b

misséd pup on Lebesgue-Stieltjes mitta.
Funktio f on Riemann—Stieltjes integroituva, kun

b
sup L(P) = iI}})f U(P) = /de.

a

Lemma 3.6.5 Rajoitettu funktio f on Riemann-Stieltjes integroituva, jos ja
vain jos on olemassa jaot (Py)gen siten, ettd

k—o0
ja jakoja vastaavat porrasfunktiot oy ja () toteuttavat seuraavat ehdot:
(1) ar > f = By
(2) Jono (By)ken on kasvava.

(3) Jono (ax)ken on vihenevd.

(4) Porrasfunktioiden Lebesgue-integraalien raja-arvot ovat yhtdsuuret:

lim apdpp = lim/ B dpip.
k—oo [a,b] k—oo [a,b]

Todistus. Olkoon ensiksi f Riemann-Stieltjes integroituva ja ¢ = ff fdx.
Tillsin on olemassa jaot Pi, ja P,, jotka toteuttavat ehdot |Pj,| — O,
|P 2n| —0 ja
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C = ll’lfn U(P1n> = Sup,, L(PQn)7
Cc — % < L(Pgn),
U(Pln) < c+ %

Voimme tarvitaessa jakoja tihentdmailld olettaa, ettd P, C Pint1) ja Pon C
Pg(n+1). Olkoon

Pn:PInUP2n7

eli jako, joka sisiltdd molenpien jakojen P, seké P, jakopisteet. Télloin

1

ja

1

silla ylasummat laskevat jakoa tihennettiesséi ja vastaavasti alasummat kas-
vavat. Olkoon ay ja 3, jakoa Py vastaavat porrasfunktiot. Talloin siis

ﬁkgfgalﬁ

ja

klim apdpy = klim U(P;) = klim L(P,) = klim / Brdpr
(a,b] (a,b]

Listiksi porrasfunktiojono (0 )ren on kasvava ja porrasfunktiojono (o )gen
on vihenevi, silld jaot tihenevit. Niin ollen siis ehdot (1)—(4) ovat voimassa.

Olkoot seuraavaksi ehdot (1)—(4) voimassa ja oletetaan, etti jaot Py, k €
N toteuttavat ehdot (1)—(4). Olkoon lisiiksi P mielivaltainen vélin [a, b] jako.
Talloin saamme

U(P) > U(PUP,) > L(PUP,) > L(P)
ja
U(P,) > U(PUR,) > L(PUR) > L(B).
Siis ehdon (4) nojalla
i1}13f U(P) = sup L(P).

Ndin ollen funktio f on Riemann-Stieltjes integroituva. ]
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Lause 3.6.6 Olkoon F': [a,b] — R kasvava ja oikealta jatkuva ja f = [a,b] —
R rajoitettu reaaliarvoinen funktio sekd a < b. Tdlldin

(a) f on Riemann-Stietjes integroituva, jos ja vain jos f on melkein kaikki-
alla jatkuva.

(b) Jos f on Riemann-Stietjes integroituva, niin f on integroituva Lebesgue-
Stietjes mitan taydennyksen Tp (katso Charathéoryn laajennuslause)
suhteen ja

}fdﬁFz/abde.

[a,b

Todistus. (a) Olkoon funktio f : [a,b] — R Riemann-Stieltjes integroituva.
Tillsin on olemassa jaot (Py), jotka toteuttavat ehdon |Py| — 0 ja joita vas-
taavat porrasfunktiot toteuttavat Lemman 3.3.1 ehdot (1)—(4). Merkitsemme

a=lima, ja = lim §,.
k—oo k—oo

N&mé ovat olemassa, silld (ag) on laskeva jono ja ((,) on kasvava jono por-
rasfunktioita. T#ll6in Monotonisen konvergenssilauseen 3.1.7 nojalla saamme

lim U(P) = klim apdpy = / klim ardpp = / adpip.

k—oo
[a’vb] [a’vb] [a’b]
Vastaavasti pétee
lim L(Pg) = lim Brdup = Bdpp.
k—oo k—oo [a,b] [a,b]

Koska f on Riemann-Stieltjes integroituva, niin

b
| adue=[ sdup~ [ sar
[a’vb] [a,b] a

Siis ehdosta o > (3 seuraa

| (@=8dur =0
[a,b]
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ja edelleen o = 3 melkein kaikkialla mitan p, suhteen. Koska Lemman 3.3.1
perusteella a > f > [, niin

a == f melkein kaikkialla mitan j-suhteen. (3.11)

Osoitamme, ettd f on jatkuva joukossa

A={t | a@) }\(UPk)

keN

Olkoon z € A. Tallsin

lim (@) = Jim 6, (x) = f(z).

k—oo

T4lloin on siis olemassa luonnollinen luku n. siten, ettd

|f(z) — ow(@)| <&

ja

|f(x) = Br(x)| <€
kaikilla k > n.. Olkoon k > n.. Valitsemme

min (z; — z,x — ;1)

o= 5 )

missé piste x kuuluu jaon Py jakovilille |z; 1, z;[. Olkoon |z —y| < 6. Téllsin

[f(@) = f)l < |f(2) = aw(@)] + [ox(x) = f(y)]
< [f(2) — @) + (@) — ar(y)] + law(y) — f(v)]

Ehdosta |z — y| < 6 seuraa, etté pisteet = ja y kuuluvat samalle jakovélille,
joten edellisen epéyhtilon oikean puolen keskimmaéinen termi on nolla ja

Bi(@) = By, (y) < fy) < aw(y) = an(x).

Siis saamme

ar(y) = fy) < awlz) = By(2) < anlz) = f(2) + f(2) = Bi(x) < 2e
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Niin ollen
lf(x) = fly)] <3¢ , kun |z —y| < 6.

Siis f on jatkuva pisteessd x € A, eli f on melkein kaikkialla jatkuva.
Oletamme seuraavaksi, etté f on melkein kaikkialla jatkuva. Olkoon

A = {z| f(z) on jatkuva pisteessi z}.
Koska f on melkein kaikkialla jatkuva, niin
m ([a,b] \ A) = 0.

Olkoon nyt z € A. Téllsin kaikilla € > 0 on olemassa ¢ > 0 siten, etti

[f(z) = f(y)l <

€

1 kun |z — y| < 6.

Téllsin kun jako Py on niin pieni, ettd |P;| < 6, niin jakoa Py vastaaville
porrasfunktioille pitee

ap(z) = f(z) < - Ja f(z) =B (2) <

=1 M

€
4
ja

ar(r) — By (z) <e.
Siis

lim ay(z) = lim f,(z) = f ().
Koska a4, ja 3, ovat mitallisia, niin f on mitallinen. Koska f on vililld [a, b]
rajoitettu, niin f on Lebesgue-integroituva. T#lloin Lebesguen konvergenssi-
lauseen 3.2.3 nojalla

lim Bpdm = / Bdm = fdm
k=00 | 14.4] [a,b] [a,b]
- / adm = lim oy dm
[a,b] k=00 ) lap]

Siis Lemman 3.3.1 nojalla f on Riemann-Steiltjes integroituva.
(b) Olkoon f Riemann-Stieltjes integroituva. Koska tuloksen 3.11 nojalla

f=a=lima,=1limf3, a.e.
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ja iy on tdydellinen, niin f on fi—mitallinen. Téll6in Lebesguen konvergens-
silauseen 3.2.3 nojalla

b
[ s = [ osine= [ odip= [ san.
k—o00
a [a,b] [a,b] [a,b]
missé viimeinen vaihe seuraa siité, ettd f = o melkein kaikkialla. U

Maéritelma 3.6.7 Funktio f : [a,b] — R on absoluuttisesti jatkuva, jos
jokaiselle € > 0 on olemassa sellainen 6 > 0, ettd jokaiselle n € N ja

pistevieraiden vdlien (a1, by) , ..., (an, by) perheelle, jolle > 7" | b;—a; <, pitee
Z |f (i) = f(ai)] < e.
i=1

Lause 3.6.8 Olkoon F : [a,b] — R kasvava ja oikealta jatkuva. Tdlloin
funktion F' mddardmd Lebesgue-Stieltjes mitta pp toteuttaa ehdon pp < m
jos ja vain jos ' on absoluuttisesti jatkuva.

Todistus. Katso [1, p. 70].
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Luku 4

Mittakisitteen laajennus

4.1 Etumerkkiset mitat

Edellisissé luvuissa mitta on voinut saada vain laajennettuja ei-negatiivisia
reaaliarvoja. Téssd luvussa laajennamme tédmén koko laajennetulle reaalilu-
kualueelle

R=RU{—00,+00}.

Toisaalta tulemme huomaamaan, ettei timé tuo esiin mitdin merkittavia
uutta.

Maiéaritelma 4.1.1 Olkoon B o-algebra joukossa X . Talloin funktio
p: B—R

on etumerkkinen mitta, jos seuraavat ehdot ovat voimassa

(1) Tyhjan joukon mitta on nolla:

() = 0.

(2) Mitta u on taydellisesti additiivinen, eli jos joukot A,, ovat pistevieraita,
nn

1 (U An> = gu(fln).

neN

(3) Mitta p saa korkeintaan toisen arvoista —oo tai +00.

105
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Sanomme joukkoa A € B positiiviseksi, jos
uw(E)>0, VEe€ANB.
Vastaavasti sanomme joukkoa A € B negatiiviseksi, jos

uw(E)<0, VEe€ ANB.

Huomaamme heti, ettd jos joukko A € B on positiivinen, niin etumerk-
kisen mitan rajoittuma tdhin joukkoon on mitta. Lisiksi tyhjid joukko on
seké positiivinen, ettd negatiivinen. Edelleen on helppo todistaa seuraavat
ominaisuudet.

Lemma 4.1.2 (a) Jokaisen mitallisen positiivisen joukon osajoukko on posi-
titvinen.

(b) Jos joukot (A;)icn ovat posititvisia, niin niiden yhdiste | J,cy Ai on posi-
titvinen.
Todistus. (a) Olkoon A positiivinen joukko ja ' C A mitallinen. Tallsin
ENBC ANB, sill
ENnB=ANnENB.

Siis u(C') > 0 kaikilla C' € E N B.
(b) Olkoot joukot (A;);en pistevieraita. Talloin, jos

E e (U A2> NnB,
iEN
niin £ N A; € A; N B kaikilla i € N ja

E=J(En4).

€N
Siis
p(E) = Y p(A N E) > 0
i=1

sillda ENA; C A, jakohdan (a) mukaan p(A;NE) > 0. Néin ollen viite pétee
pistevieraille joukoille.
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Olkoot seuraavaksi joukot (A;);en mielivaltaisia. Télloin
U4 ={Ja
iEN iEN

missi
n—1
Gi=4A ja Gn=A4,\[]JA.
i=1

T&llsin joukot (G;);en ovat pistevieraita. Lisdksi G, C A, kaikilla n € N,
joten kohdan a) mukaan joukot G,, ovat positiivisia jokaiselle n. Siis joukko

Ua=Ua.,
i€EN i€EN

on positiivinen. [

Lause 4.1.3 (HAHNIN JAKOLAUSE) Olkoon v etumerkkinen mitta
mitallisessa avaruudessa (X, B). Tdlldin on olemassa positiivinen joukko A
ja negatiivinen joukko B siten, ettd

X=AUB ja ANB=0.
Siis v =vt — v, missd
vi(E)=v(ENA) ja v (E)=-v(ENB)

ovat mittoja. Lisikst v+ ja v~ ovat yksikdsitteisid mittoja, jotka toteuttavat
ehdot vt Lv™ jap=vt—v".

Todistus. Oletetaan, ettd v : B — [—00,00] on etumerkkinen mitta, joka ei
saa arvoa co. Jos v (E) < 0 jokaiselle F € B, niin joukko X on negatiivinen
ja viite on voimassa. Merkitsemme

A =sup{v(A)|v(A) >0, joukot A positiivisia} .

Lemman 3.5.5 nojalla on olemassa kasvava jono positiivisia joukkoja (A, )nex
siten, etté

A =supr(4,).

neN
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Lemman 4.1.2 nojalla joukkojen A,, unioni on positiivinen. Merkitsemme téti

unionia
A= U A,

neN

Talloin

o n—1 n k—1
v(A) = Zy (An\ U Ak> = JLIEOZU (Ak \ U AZ-) = 7}1_}110101/(An) =\
n=1 k=1 k=1 i=1

Siis A < oo, silld v el saa arvoa oco. Olkoon nyt B = X \ A ja olkoon
E € BN B. Jos v(E) > 0, niin voimme soveltaa Lemmaa 3.5.3 mittaan v
o-algebrassa E N B. Nimittdin v|pnp on reaaliarvoinen, silla

v(E)=v(F)+v(E\F)>0
jokaiselle F' € E'N B. Siis on olemassa Ay C E siten, etti
v(Aog) > v(E) >0
ja
v(C) >0 kaikille C € Ay N B.
Niin ollen joukko AgU A on positiivinen ja
A>v(AgUA) =v(Ag) +v(A) =v(Ag) + A,

silld Ap ja A ovat pistevieraita. Mutta télloin v(Ay) = 0, missé on ristiriita.
Téten

v(E) <0 kaikille E € BN B,

eli joukko B on negatiivinen.

Yksikisitteisyyden todistamiseksi Olkoon o ja p mittoja, jotka toteutavat
ehdot v = 0 — p ja o L p. Palautamme ensin mieleen, mité tarkoittaa o L p.
Jos o L p, niin on olemassa joukot A; ja B, jotka toteuttavat ehdot

X:A1UBl ja A1QB1:®
ja

O'(Bl) = [L(Al) = 0.
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Talloin siis
o(E)=0(ENA) ja p(E)=pupENDB)

jokaiselle E € B.
Alkuosan todistuksen perusteella

vi(E)=v(ENA) ja v (FE)=-v(ENB),
Osoitetaan, ettd v (A\A;) = v (A1\A) = 0. Koska A\ A; C A, niin
v(A\A;) = vt (A\4;) > 0.
Toisaalta A\A; C X\ A, = By ja o (B1) =0, joten
0 < v((A\ A)

o(A\ A1) — p(A\ Ay)
0— u(A\ A) <0,

Siis v(A '\ A2) = 0. Vastaavasti ehdosta A;\A C A; seuraa
v(A\A) =0 (4:\A) > 0.
Koska A;\A C X\A = Bjav' (B) =0, niin
0 < o(A\A) =v(4\A)
= v (A\A) —v (A4\A)=—v (4,\4) <0.

Siis 0 (A1\A) = v (A1\A) = 0. Kdyttamalld todistettua tietoarv (A\A;) =
v(A1\A) = 0 (A1\A) = 0 saamme

vi(E) = v(ENA)=v(ENANA4)
— G(ENANA) =o(ENA) = o(E)

jokaiselle £ € B. Siis v = o. Aivan vastaavasti v~ = pu. H

Koska joukossa voi olla seké positiivisia ettd negatiivisia osia mutta sen
mitta voi olla silti nolla, niin on syytd méiritelld kokonaisheilahtelu. Tall&
voimme joskus kuvailla paremmin téllaisia tapauksia.

Maégritelmi 4.1.4 Sanomme mittaa |v| = vt + v~ kokonaisheilahteluksi.

Kokonaisheilahtelun avulla voidaan laajentaa kisitteet p-jatkuvuus ja p-
singulaarisuus etumerkkisille mitoille ja todistaa Radon-Nikodym lause etu-
merkkisille mitoille. Yksityiskohdat jétetéén harjoitustehtéiviiksi (Katso esim.
Friedman 2.12).
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Luku 5

Tulomitta

5.1 Dynkin systeemi

Tihén astisessa esityksessid on ollut yksi paha heikkous: emme osaa laskea
integraalia muille kuin joukon R osajoukoille. T#ssd luvussa onkin tarkoi-
tuksena tarkastella useampiulotteisia tapauksia ja tdmin avulla saada hyvi
mitta joukossa R™.

Aluksi méérittelemme o-algebraa heikomman ominaisuuden nimeltéin
Dynkin-systeemin.

Madéritelmi 5.1.1 Olkoon X joukko ja D C P(X). Joukkoa D kutsumme
Dynkin-systeemiksi, jos se toteuttaa ehdot

(1) Koko avaruus kuuluu joukkoon D, eli X € D.
(2) Jos D €D, niin X\ D €D.

(3) Jos I on numeroituva indeksijoukko ja joukot E; € D ovat pistevieraita
jokaiselle i € I, niin | J,.; E; € D.

Taméin médritelmén ero o-algebran méiritelméin ndhden on siiné, etté
téssd el vaadita viimeistéd ehtoa kaikille joukoille vaan ainoastaan pistevie-
raille joukoille. Tulemme huomaamaan, etté Dynkin-systeemi on joskus myos
o-algebra.

Idea Dynkin-systeemeissé on siiné, ettd on helpompi osoittaa joku ensin
Dynkin-systeemiksi ja sen jilkeen o-algebraksi, kuin osoittaa tdmé suoraan
o-algebraksi.

Koska o-algebroissa viimeinen ehto piitee kaikille joukoille F;, niin selvistikin
jokainen o-algebra on myos Dynkin-systeemi. Seuraavan lemman jilkeen
saamme selville, milloin Dynkin-systeemi on o-algebra.

111
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Lemma 5.1.2 Olkoon D Dynkin-systeemi. Jos D, E € D ja D C E, niin
E\DeD.

Todistus. Koska E € D, niin X \ E € D. Koska D C E, niin joukot D ja
X \ E ovat pistevieraita. Siten ehdon (3) nojalla D U (X \ E) € D. Tillsin
ehdon (2) mukaan

X\(DU(X\E)=FE\DeD,
joten viite on voimassa. 0]

Lause 5.1.3 Dynkin-systeemi D on o-algebra, jos ja vain jos jokaiselle A, B €
D pitee AN B € D.

Todistus. (=) Jos Dynkin-systeemi on o-algebra, niin ehto on voimassa, sillé
o-algebra sisiltidé aina joukkojen leikkaukset.

(<) Oletamme, ettd D on Dynkin-systeemi ja ettd AN B € D kaikilla
A, B € D. Olkoon G; € D. Pitdisi osoittaa, etti kaikki joukkojen GG; nume-
roituvat yhdisteet kuuluvat Dynkin-systeemiin. Olkoon G = G ja

Gy =Go\ Gr = Gs )\ (G1 N Gy).

Talloin Lemman 5.1.2 nojalla G5 € D ja liséksi G; UGy = G; UG5 € D.
Edelleen méirittelemme

n—1
G,=G.\|JGr
i=1

Koska joukot G} ovat pistevieraita, niin Lemman 5.1.2 ja ehdon (3) nojalla
induktiivisesti voimme osoitaa, ettd G € D. Edelleen ehdon (3) perusteella

Ue.=JaG e
neN neN
Siis D on tillsin o-algebra. O
Lause 5.1.4 Olkoon X joukko. Jos £ on joukko joukon X osajoukkoja ja

AN B C & jokaiselle joukolle A, B € &£, niin pienin Dynkin-systeemi, joka
sisdltid joukon £ on sama kuin pienin o-algebra, joka sisdltdd joukon £.
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Todistus. Olkoon §(€) pienin Dynkin-systeemi, joka siséltdad joukon &, ja vas-
taavasti o(€) pienin o-algebra, joka sisiltédé joukon £. Téllsin siis voimme
kirjoittaa viitteen muotoon

5(E) = o(£).

Osoitetaan, etté jos A, B € §(€), niin ANB € §(&). Tallsin Lauseen 5.1.3
nojalla 6(€) on o-algebra. Koska o (&) on myos Dynkin-systeemi, niin saamme

véitteen.
Olkoon E € §(€). Merkitsemme

De={Qecd&)|QNEcE)}.
Télloin D on Dynkin-systeemi, sillé
1. X € Dy, silld
XNE=Eec&Cf).

2. Jos F' € Dg, niin FNE € §(€) ja siten Lemman 5.1.2 nojalla

(X\F)NE=E\F=E\(FNE)e§¢&).

3. Jos joukot F; € Dy ovat pistevieraita kaikilla ¢ € N, niin

(UE) NE=|J(FNE)ese),

ieN ieN
silla F; N E € 6(€) ja 6(€) on Dynkin-systeemi.

Jos E € £, niin £ C Dg. Koska ¢ (£) on pienin joukon & siséltivi Dynkin-
systeemi, niin

0(E) C DLCH(E)

jokaiselle £ € £. Néin ollen FNE € () jokaiselle F' € 6(&). Siis 6(€) C Dy
CH(€) jokaiselle £ € 6(€). Tastd seuraa 6(€) = Dy, jokaiselle E € 6(&).
Siis FNE € §(€) jokaiselle F, E € 6(€) ja Lauseen 5.1.3 nojalla §(€) on
o-algebra, joten o(€) C §(&). Toisaalta jokainen o-algebra on myos Dynkin-
systeemi, joten

5(&) = o (€)

ja viite on siten todistettu. ]
Tulomitan yksikisitteisyyden todistamiseksi esitimme seuravan tuloksen.
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Lause 5.1.5 Olkoon &£ perhe joukon X osajoukko. Oleteamme, ettd ANB €

E jokaiselle A, B € £ ja ettd perheessi £ on olemassa joukot (Ey)nen, joille
patee

G E,=X.
n=1

Olkoon A joukon & sisdltdvd pienin o-algebra. Jos py ja py ovat mittoja o-
algebrassa A siten, ettd

(1) py(E) = po(E) kaikilla E € &,
(2) 1 (En) = po(Er) < 0o kaikilla n € N,

NUN by = [o-

Todistus. Olkoon F € € ja p,(E) = py(E) < co. Merkitsemme
Dg={DeA|u(ENnD)=u(END)}.
Osoitamme seuraavaksi, ettd D on Dynkin-systeemi:
1. X € Dg, silla
m(ENX) = (E) = py(E) = po(ENX).
2. Jos D € Dg, niin tilloin

pm((XAD)NE) = pu(EN(DNE) = p(E) — m(DNE)
= ua(E) — (DN E) = pp((X\ D) N E).

3. Olkoot joukot D; € Dg pistevieraita, kun ¢ € N. T#lloin

i (Em (UDl)) = (U(EmDQ) zgul(EmDi)

ieN _ \ieN
= Y (BN D) = (Eﬂ (UD)) .
i=1 ieN
Siis saamme
| Di € De.

IeN
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Niin ollen Dg on Dynkin-systeemi. Toisaalta £ C Dg, silla
pm(ENF) = p(ENF)
kaikilla F' € £. Siis Lauseen 5.1.4 mukaan
A=0(€)=6E) CDrC A
Néin ollen
m(ANE) = py(ANE)

kaikilla A € A, mikéli £ € € ja uy (E) = py (E) < oo. Siis pétee p, (ANE,) =
we(AN E,) kaikillan € N ja A € A.
Olkoon

k=1

kaikilla n € N. Télloin F,, € A ja AN F, € A, mistd seuraa

p(ANE,) = m(ANF,NE,) = (AN F, N Ey) = puy(ANFy)

kaikilla A € A. Joukot F;, ovat pistevieraita ja

Ur=E.=x

1€EN 1€EN

Siis

p(A) = Y m(ANFE) =Y m(ANF,)

= M2 (U(Aan)> = 15(A)

n=1

kaikilla A € A. Siis (1, = pts. O

5.2 Tulomitta

Olkoot (X, A, 1) ja (Y, B,v) mitta-avaruuksia. Pyrimme l6ytdmésn mitan A
tuloavaruudessa X X Y siten, etté

AA x B) = u(A) v (B) (5.1)
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jokaiselle A € A ja B € B. Tarkastelemme ensin, miké on luonnollinen o-
algebra, jossa tulomitta voidaan mééritella.

Merkitsemme seuraavalla tavalla kaksiulotteisen tulojoukon £ C X x Y
poikkileikkausia:

E,= {yl(z,y) € E},
EY= {z|(z,y) € E}.

Nadille on helposti nidhtévissid seuraavat ominaisuudet:
Lemma 5.2.1 Olkoon X XY avaruus ja E C X x Y. Tdalléin
(a) (X XY)\E), =Y\ E,

(b) (U; Ei)a = Ui(Ei)e,

Todistus. Sivuutamme helppona. 0]

Lemma 5.2.2 Olkoot (X, A, u) ja (Y, B,v) mitta-avaruuksia. Olkoon AR B
joukon

{AxB | Ac A, BeB}
generoima pienin o-algebra. Tdlldin, jos E € A® B, niin

E,eB ja EYeA

Todistus. Olkoon
D={Ec A®B|E; € B}.

Osoitamme, ettd D on Dynkin-systeemi.
Olkoon

E={AxB|AcA BeB).
Talloin selvistikin
(Al X Bl> N (AQ X BQ) = (A1 QAQ) X (B1 N BQ) €&

jokaisella Aq, Ay € A ja By, By € B. Siis, jos osoitamme, etti D on Dynkin-
systeemi, niin Lauseen 5.1.4 nojalla

A@B=0(f)=06&)CD.
K&ymme lépi Dynkin-systeemin ehdot:



