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jokaiselle A € A ja B € B. Tarkastelemme ensin, miké on luonnollinen o-
algebra, jossa tulomitta voidaan mééritella.

Merkitsemme seuraavalla tavalla kaksiulotteisen tulojoukon £ C X x Y
poikkileikkausia:

E,= {yl(z,y) € E},
EY= {z|(z,y) € E}.

Nadille on helposti ndhtévissid seuraavat ominaisuudet:
Lemma 5.2.1 Olkoon X XY avaruus ja E C X xY. Tdalléin
(a) (X XY)\E), =Y\ E,

(b) (U; Ei)a = Ui(Ei)e,

Todistus. Sivuutamme helppona. 0]

Lemma 5.2.2 Olkoot (X, A, u) ja (Y, B, v) mitta-avaruuksia. Olkoon AR B
joukon

{AxB | Ac A, BeB}
generoima pienin o-algebra. Tdlldin, jos E € A® B, niin

E,eB ja EYeA

Todistus. Olkoon
D={Ec A®B|E; € B}.

Osoitamme, ettd D on Dynkin-systeemi.
Olkoon

E={AxB|AcA BeB).
Talloin selvistikin
(Al X Bl> N (AQ X BQ) = (A1 QAQ) X (B1 N BQ) €&

jokaisella Aq, Ay € A ja By, By € B. Siis, jos osoitamme, ettid D on Dynkin-
systeemi, niin Lauseen 5.1.4 nojalla

A@B=0(f)=06&)CD.
K&ymme lépi Dynkin-systeemin ehdot:
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1. X xY €D, sills

(X xY), =Y ehB.

2. Olkoon E € D. Tallsin Lemman 5.2.1 nojalla

(X xY)\E), =Y\ E, € B.

Olkoot joukot FE; € D pistevieraita. Télloin

(U E) = JE). € B.

iEN iEN
Siten D on Dynkin-systeemi. T#lloin ehdosta &€ C D seuraa, etté
ARB=0(&)=06&)CD.

Tallsin, kun £ € A ® B, niin pitee E, € B. Aivan vastaavasti saamme
EY e A. O]

Huomattakoon, ettd joukko E, ei ole vilttdmétta mitallinen, jos tarkas-
tellaan mielivaltaista o-algebraa, joka siséltéé joukot A x B.

Jos valitaan B reaalilukujen joukon Borelin joukkojen luokaksi, niin o-
algebra B ® B on joukon R? Borelin joukot. Todistus jitetdin harjoituste-
htaviksi.

Yleisesti joukossa A ® B ei voida mééritelld yksikésitteistd mittaa, jolle
ehto (5.1) on voimassa. Kun oletamme mitta-avaruudet o-dérellisiksi, niin
saamme yksikisitteisen ehdon (5.1) toteuttavan mitan.

Lause 5.2.3 Olkoot (X, A, ) ja (Y, B,v) o-ddrellisia mitta-avaruuksia. Tal-
loin on olemassa yksikdsitteinen mitta \ joukossa A ® B siten, ettd

AA X B) = u(A)v(B)

jokaiselle A € A ja B € B, kun mddrittelemme 0 - 0o = 0 ja 00 - 00 = 00.
Lisdksi jokaiselle joukolle E € A ® B pitee

NE) = [ (B dutz) = [ wE?)dviy)

missd merkintd dy () (vastaavasti dv (y)) korostaa, ettd integroitava funktio
riippuu muuttujasta © € X (vastaavastiy € Y ).

Tamén lauseen todistamiseksi tarkastelemme ensiksi seuraavaa lemmaas
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Lemma 5.2.4 Olkoot (X, A, u) ja (Y, B,v) o-ddrellisii mitta-avaruuksia ja
E e A® B. Tdlloin funktiot

r—v(E:) ja y— p(EY)

ovat mitallisia o-algebroissa A ja B.

Todistus. Merkitsemme
sp(z) = v(E;).
Oletamme aluksi, etté v(Y) < oo. Maérittelemme joukon D seuraavasti:
D = {Fe A® B| sk on mitallinen joukossa A}.
Talloin D # (), silld funktio
sxxy(x) =v((X xY),) =v(Y) = vakio

on mitallinen ja siis X x Y € D.
Jos E/ € D, niin

scoana(@) = V(X x V) \ B),) = v(Y \ ) = v(Y) — v(E,).

Koska E/ € D, niin s on mitallinen. Siten edellisen perusteella myos s x xy)\ g
on mitallinen.
Olkoot joukot E; pistevieraita ja funtiot sp, mitallisia. Télloin

e = (() ()

= Do u(B)) =Y snla).

i=1

Siten | J; E; € D, kun joukot E; ovat pistevieraita jokaiselle i € N. Néin ollen
D on Dynkin-systeemi. Koska

Saxp(r) =V(A X B),
ja

A
(AXB”:{%, iiA:
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niin

eli
saxp () = v(B)xa-
Siis s4xp on mitallinen o-algebrassa A. Merkitsemme
E={AxB| Ac A, BeB}.
Koska
(A1 X B1) N (A x By) € €
kun A, Ay € A ja By, By € B, niin Lauseen 5.1.4 perusteella
ARB=0(&)=06&)CD.
Koska
DCA®B,
niin
A B =D

ja viite on voimassa, kun v(Y') < co.
Oletetaan, ettid v on o-dérellinen ja siis on olemassa joukot Y;, joille pétee

Y =¥, v(Y) < .

1€EN

Voimme olettaa, etté joukot Y; ovat pistevieraita. Miiritellddn direlliset mi-
tat v,, asettamalla

vn(A)=v(ANY,), Aeb.

Siis

V(Es) = vnl(Es).
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Néin ollen v(E,) on mitallinen. O
Nyt voimmekin sitten todistaa Lauseen 5.2.3.

Todistus. Mé&aritelldén kuvaukset Ay : ARB — [0, 00] ja s 1 ARB — [0, 0]
asettamalla

ME) = [vE)du() g delE) = [ulE)dv).
Tillsin Ay ja Ay ovat mittoja o-algebrassa A ®@ B = o(£), missé
E={AxB| A€ A, BeB}.

Nimittdin A (@) = A\g(0)) = 0. Edelleen, jos joukot F; ovat pistevieraita, niin
Monotonisen konvergenssilauseen 3.1.7 avulla saamme

(0) - J{(0) o ()

= /Zu((El)m)du () = Z/V((Ez)a;)dﬂ (z) = Z)‘I(Ei)'

i=1

Siis kuvaukset \; ja A2 ovat mittoja.
Olkoon E = A x B € &. Tallsin

M(E) = [ v(Es)du(a)

missé

_ ®7 $¢A7
Em_{B, x € A

Niin ollen

[ B due) = [ B @) di ) = (Bl )
Aivan vastaavasti saamme

[ e =v(Buta)
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Siten A1 (F) = \o(E) kaikilla F € & jaliséiksi jos Fy, Fy € £, niin E1NE; € £.
Koska mitta-avaruudet (X, A, u) ja (Y, B,v) ovat o-dérellisi, niin on ole-
massa ddrellismittaiset joukot X,, € A ja Y, € B, joille pitee X,, C X, 11 ja
Y, C Y, .1 jokaiselle n € N seki

Ux.=x, Uv.=
n=1 n=1
Talloin £, = X, x Y, € £ ja
M(ER) = Ma(E,) = u(Xp)v(Y,) < oo
seké
UE = Xax V=X xY.
neN neN
Siten edellisen kappaleen yksikisitteisyyslauseen oletukset ovat voimassa, jo-

ten Ay = Ao O

Maéaritelmi 5.2.5 Oletetaan, ettd mitta-avaruudet( X, A, ) ja (Y, B, v) ovat
o-ddarellisid. Tulomitta pu X v on pienimmdssd joukot A x B sisdltdvissd o-
algebrassa A @ B mddritelty mitta, joka toteuttaa ehdon

(1 xv)(Ax B)=p(A)v(B)
jokaiselle A € A ja B € B.

Lause 5.2.6 (TONELLI) Olkoot (X, A, ) ja (Y, B,v) mitta-avaruuksia,
jotka ovat o-ddrellisii. Olkoon funktio f : X XY — [0, oo] mitallinen funktio
mitta-avaruudessa (X X Y, A® B,pu x v). Talloin f,(y) = f(z,y) on mi-
tallinen avaruudessa (Y,B,v) ja fY(x) = f(x,y) on mitallinen avaruudessa
(X, A, ). Edelleen

framcor= (f )= ([ )

Todistus. Oletamme, ettd f : X x Y — [0,00| on mitallinen. T#ll6in on
olemassa kasvava jono yksinkertaisia funktioita s,, siten, ettd f = sup,,cx Sn-
Merkitsemme

k(n)

E CinX g,
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missé a;, > 0 ja joukot Ej, ovat pistevieraita. Talloin

SUP(Sn)w =f: Ja Sup(sn)y = fY.
neN neN

Siis f, ja fY ovat mitallisia. Liséksi pétee

k(n)

[sndtnxr) - fa [ Xt xv) = S [ wl(Ba))du

=1

Aivan vastaavasti saamme

[ty = [ ( [t av

Monotonisen konvergenssilauseen 3.1.7 nojalla pétee

[fdpxv) = sup,en [snd(px v) =sup,en [ ([(sn)zdv)dp
= [ (SuPpen [(sn)s dv) dpu = [ [ (suppen(sn)e dv) dp
= [ (J fodv)dn.

Aivan vastaavasti voimme osoittaa, etté

/fd(uXV)z/(/fde>du

joten olemme todistaneet Tonellin lauseen. U

Edellisests lauseesta seuraa, ettd funktioit f, ja ¢g¥ ovat mitallisia, kun
positiivinen funktio f on mitallinen tuloavaruudessa X x Y. Sama tulos pétee
yleisestikin tuloavaruuden mitalliselle funktiolle.

Lemma 5.2.7 Jos f on mitallinen o-algebrassa AR B, niin f, on mitallinen

o-algebrassa B ja fY on mitallinen o-algebrassa A.

Todistus. Olkoon x € X. Osoitamme, etté
(£2) " (a,00]) = (f ", o),
Oletamme, ettéd t € (f.) ! (Ja, 00]). Tallsin f,(t) = f(z,t). Siis
(z,t) € 7 (Ja,00]) = t € (fa,00]), -

Vastaavasti ehdosta t € (f ']a,oc]), seuraa, ettd t € (f.) ' (Ja,00]). Kos-
ka kuvaus f ! (Ja,o0]) on mitallinen o-algebrassa A ® B, niin Lemman 5.2.2
nojalla funktio f, on mitallinen. 0
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Lause 5.2.8 (FUBINI) Oletetaan, etti mitta-avaruudet (X, A, p) ja (Y, B, v)
ovat o-adrellisii. Olkoon lisiksi funktio f: X XY — R U {—o00,00} integ-
roituva tulomitan p X v suhteen. Tdlloin seuraavat vditteet ovat voimassa:

(a) funktio f, on integroituva mitan v suhteen p-melkein kaikkialla |

(b) p-melkein kaikkialla mdadritelty funktio x — [ fudv integroituva mitan
[ suhteen,

(c) funktio fY on integroituva mitan p suhteen v-melkein kaikkialla,

(d) v-melkein kaikkialla mddritelty funktio y — [ fYdu integroituva mitan
v suhteen

Lisdksi pdtee yhtdlo

/fdux;/ /(/fmdu) ):/(/fydg(x))du(y).

Todistus. On helppo huomata, ettéd | f|. = |fzl, /1Y = /Y], (fD)z = (fo)T,
(f e =(fo)", (F) = (D () =) (f+9)e = fatgaja(f+g)¥ =

fY 4+ g¥. Siis Tonellin lauseen nojalla

so> [ fraxy= [ ([tr)dv)an
sox [ rraxn) = [ ([ udr)dn

Téten kuvaukset  — [(f*)zdv ja z — [(f7).dv ovat p-integroituvia.
Jos fp = (f7), — (f7), el ole v- 1ntegr01tuva niin  [(f*),dv = oo tai
J(f7)2dv = co. Merkitén

a={ol funa—s} g a={a) [ia-sl.

Koska kuvaukset « — [(f*),dv jaz — [(f). dv ovat p-integroituvia, niin
p(Ay) = p(Az) = 0. Joukossa X \ (A; U Ay) piitee

/(f+)mdy <oo ja /(f)mdy<oo.

Siis joukossa X \ (41 U Ap) ovat funktiot (f*). ja (f~). v-integroituvia,
joten f, = (f*), — (f), on v-integroituva p-melkein kaikkialla. Edelleen
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funktio z — [ f,dv on mééritelty joukossa X\ (A; N As), joten se mééritelty
p-melkein kaikkialla ja integroituva mitan v suhteen. Vastaavasti fY on in-
tegroituva mitan £ suhteen v-melkein kaikkialla . Listksi funktioy — [ fYdu
on médritelty v-melkein kaikkialla ja integroituva mitan v suhteen.

Lopuksi toteamme, ettd

/fd(pxu) :/f+duxy /fduxy
= / frd(p x v) — / fd(uxv)
X\ (A1NAs) X\(A1NAs)

= [ ([ =) auw = [ ([ rarw) du.

Siis olemme todistaneet Fubinin lauseen. 0]

Tonellin lauseessa mitta-avaruuden o-#érellisyys ja funktion f ei-negatiivisuus
ovat tirkeitd. Samoin Fubinin lauseessa tarvitsemme funktion f integroitu-
vuutta.

Mitta~avaruus (X x Y, A ® B, u X v) ei ole vilttédmittd téydellinen, vaik-
ka mitta-avaruudet (X, A, ) ja (Y, B,v) olisivat tdydellisid. Siis jos ' C A
ja u x v(A) = 0, niin joukko F ei ole vélttdméittd mitallinen. Tulomitta-
avaruuden (X x Y, A® B, u X v), joka ei ole tidydellinen, saamme, kun X =
Y =R ja u = v = m =Lebesguen mitta. Nimittdin olkoon A ei-mitallinen
joukko ja B nollamittainen joukko. T:lloin A x B ei ole A® B-mitallinen. Jos
A x B olisi mitallinen, niin (A x B)Y olisi .A-mitallinen kaikilla y € Y. Téllsin
josy € B, niin A = (A x B)Y on mitallinen, missé on ristiriita. Joukko A x B
on kyllidkin tulomitan tédydennyksen suhteen mitallinen, silli Ax B C X x B
ja

(h@v) (X x B) = (n®v)(X X B) = 0.
Tamén puutteen korjaamiseksi esitimme seuraavan tuloksen.
Lause 5.2.9 Olkoot (X, A, p) ja (Y,B,v) taydellisia mitta-avarvuksia. Ol-
koon mitta-avaruus (X x Y, (A ® B)*, (u x v)*) mitta-avarvuden (X x Y, AQ B, u X v)
taydennys. Jos funktio f > 0 on (u ® v)*-mitallinen, niin:
(a) Funktio f, on B-mitallinen melkein kaikkilla x € X.

(b) Funktio f¥ on A-mitallinen melkein kaikkilla y € Y.

(c) Melkein kaikkialla madritelty funktio v — [ fodv (y) on A-mitallinen.
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(d) Melkein kaikkialla madritelty funktio y — [ f¥du(z) on B-mitallinen.

/fdu® ~ [ ([rww)aw = [ ([ rww)wo.

Taméin lauseen todistamiseksi tarvitsemme kaksi lemmaa:

Lemma 5.2.10 Olkoon (Z,F,T) mitta-avaruus ja (Z, F*,7*) sen tiyden-
nys. Tdlloin, jos funktio f on T"-mitallinen, niin on olemassa T-mitallinen
funktio g ja joukko E € F siten, etti f = g joukossa Z\E ja 7 (F) = 0.

Todistus jétetddn harjoitustehtéviksi.

Lemma 5.2.11 Olkoot (X, A, ) ja (Y, B,v) tiydellisii o-ddrellisid mitta-
avaruuksia. Oletamme, ettd funktio h on (A ® B)*-mitallinen ja h = 0 jos-
sakin joukossa (X X Y)\FE ja u x v (FE) = 0. Tdalloin melkein kaikille x € X
patee h(z,y) = 0 melkein kaikkialla mitan v-suhteen. Toisin sanoen melkein
kaikille x ja y funktiot hy ja hY ovat mitallisia .

Todistus. Merkitsemme
A= {(v,y) € X xY | h(z,y) #0}.

Téllsin A C E. Koska u x v (E) = 0, niin

0= (ux )(E) = [ (B
Siis joukolle
N={zeX|v(E,) >0}

pitee u(N) = 0.
Olkoon = ¢ N. Tallsin v(E,) =0 ja

As ={y €Y |h(z,y) # 0} C E,.

Koska mitta v on tdydellinen, niin joukko A, on v-mitallinen ja v (A,) = 0.
Siis h (x,y) = 0 melkein kaikkialla joukossa Y jokaiselle x ¢ N. Koska mitta
p on téydellinen ja p (N) = 0, niin h (z,y) = 0 v-melkein kaikkialla melkein
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jokaiselle x € X. Siis melkein jokaiselle x € X funktio h, on mitallinen, silld
nollafunktio on mitallinen ja (Y, B, v) on tdydellinen.

Vastaavasti voimme todistaa myos h?Y mitallisuuden melkein kaikille ¢y €
Y. O]

Nyt voimmekin kirjoittaa lauseen 5.2.9 todistuksen:

Todistus. Lemman 5.2.10 nojalla on olemassa A ® B-mitallinen funktio g*
ja f = g* joukossa (X x Y) \ F ja (u x v)(E) = 0. Mééritellédén funktiot g
ja h asettamalla g = g*x(xxy)\p ja h = fxp. Tdlloin g on A ® B-mitallinen
ja h on (A ® B)"- mitallinen. Liséksi on voimassa f = g + h. Siis saamme
Lemman 5.2.11 nojalla

[fdpxv) = = [ gdluxv) + [ hd(uxv)*
- /g/d(uxy) /X/Xy)\Ehdpxu) +/ hd( % v)"
= ot /(/W )
://gxdy() /(/hxdu ) (2)
- [ ([ rtv ) duo),

joten olemme todistaneet Lauseen 5.2.9. ]
Jos haluaisimme laskea integraalin | [ fd(p X v), niin on huomattava,

ettd voi olla
[ atwx ) # [ gdtux

vaikkakin f = g joukossa (X x Y) \ (B x (), missd p(B) = 0. Tam4 siitd
syysté, ettd funktio g ei vilttamétta ole mitallinen o-algebrassa A ® B. Sen
sijaan mitta-avaruuden (X X Y, A® B, u x v) tdydennyksessd (X x Y, (A ®
B)*, (u x v)*) pitee, ettd (u x v)*(B x C) =0, mikiili u(B) =0ja Bx C C
B x Y. Nimittdin (u X v)(B xY) = p(B)v(Y) = 0, kun mitat p ja v ovat
o-aérellisia.

Seuraava tulos selvittdsd tarkemmin, mitd mitta-avaruuden o-dérellisuus
tarkoittaa.

Lause 5.2.12 Olkoon (X, B, ) mitta-avaruus. Tdlloin se on o-ddrellinen,

jos ja vain jos on olemassa integroituva funktio h siten, ettd h # 0 melkein
kaikkialla.
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Todistus. Oletamme, ettd on olemassa integroituva funktio A siten, ettd
h # 0 melkein kaikkialla. Funktio h on #érellinen melkein kaikkialla inte-
groituvana funktiona. T#lloin joukolle

X = {z| ()| 2=}

pitee pu(X,) < oo, silla

1 1
00 >/|h|dﬂz/‘hXXn|dM2/EXXndN:EM(XTL)'

Koska
X ={h(z)=0}U (U Xn> ,

niin X on o-dérellinen.
Seuraavaksi oletamme, ettd X on o-#érellinen ja siis

X:UXn

neN

missé (X)) < co. Voimme valita joukot X,, pistevieraiksi. Midrittelemme
funktion h asettamalla

h(z) = (2”,u(Xn))_1, kun z € X, ja u(X,) > 0,
1 kun z € X, ja u(X,) = 0.

Y

Koska joukot X, ovat pistevieraita, niin 0 < h(z) < oo ja h on mitallinen,
silla

h(z) = 1, kun z € X, ja u(X,) =0,
R D (2nl£(Xn))_1 Xx, (z), muulloin.

Lisiksi pétee

/hdu:/ hdu:Z/ hdu <
Xn n=1 n

ja siten h on integroituva. 0]

<OO-
1

n—
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Lause 5.2.13 Oletetamme, ettd mitta-avarvudet (X;, A;, ;) ovat o-adrellisid,
kuni=1,....,n. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen mitta T o-algebrassa

(Ao A)A)R...0A,)
siten, etta
T(A; X Ay X ... X Ay) = (A1) ps(As) - - 1, (Ar)
jokaiselle joukolle A; € A;. Edelleen pdtee, ettd
(A1 ® A) @ A3) ®...) ® Ay
on sama kuin pienin o-algebra, joka sisdltdd joukot Ay X Ay X ... X A, missd

Todistus. Todistamme tédmén induktiolla: Tapauksessa n = 2 viite on todis-
tettu.
Oletamme seuraavaksi, etti viite on voimassa, kun n = k. Télloin

Thk+1 = Ti X Mg
missé T,y 1 on mitta avaruudessa
(A1 ®Ay) ... ® Ap) ® Apsa
ja T on mitta tuloavaruudessa ((A; ® A2) ® ...) ® Ai. Télloin
Thr1(@ X A1) = 7h(Q) g1 (A1)
tulomitan médritelmén nojalla jokaiselle @ € ((A4A; ® A3) ® ... ® Ag). Koska
A x Ag X ... x A € (AR A) ®...) ® Ay,
niin
Ter1 (A1 X Ag) X oo X Ag) X Aga) = 7R(Ar X oo0 X A pgq (Agsr)
= (Ar)pg(Az) - - e (Ar) g1 (Ait)

joten induktioviite pétee.
Todistamme my6s toisen viitteen induktiolla. Merkitsemme, ettéd B,, on
pienin o-algebra, joka siséltéid joukot

En={ A1 x Ay x...x A, |A € A;}
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Viite on tosi, kun n = 2 eli By = A; ® A,.
Oletemme, ettd By = (((A1 ® A2) ® A3) ... ® Ag). Koska Epyq C (A1 ®
Ay) .. Ay, niin By C€ (A1 @ Ag) ... ® Agqq. Merkitsemme

F={Eec(AR®A)...) @ Ak | E X Aps1 € Bii1}.
Selvisti F on o-algebra ja & C F. Siis
(AA®A)...) @ A, =B, CF
Koska
F (A ®Ay)...) R Ay = By,

niin F = (A; @ A)... @ Ag. Siis Q x Apy1 € Byyy jokaiselle Q € (A; ®
Aj) ... ® Ag. Néin ollen tulomitan méiritelmén nojalla

(A1 ® Ag) ... ® Apr1 C Biga.
Siis
Bii1 = (A1 ® Az) ... @ Apia

Nain ollen toinenkin viite on voimassa.
Olkoon A; ®...® Ay pienin o-algebra, joka sisiltéié joukot A; X ... X Ag.
Aivan vastaavasti voisimme osoittaa, etti

A®..04) (A1 ®...0 Aryy) = A1 @ ... ® Ay
O

Maéritelmi 5.2.14 Olkoon X = R ja m; Lebesguen mitta R:ssd. Mitta-
avaruuden (R, M @ M®...QM,mq X ... X my) taydennystd sanotaan n-ulotteiseksi
Lebesguen mitta-avaruudeksi ja vastaavaa mittaa merkitddn m,,.

Vastaaavasti kuin reaalilukujen joukosssa voimme todistaa, etté jos f > 0
on Riemann-integroituva joukossa R"”, niin

fdx = / fdm,,.
R
Edelleen jos f : R™ — [0, c0] on m,,-mitallinen, niin Lausee 5.2.9 nojalla

Rnfdmn:/RM (/kadmk> dmnk:/R</R... (/Rfdml) dml).

Muuttujan vaihdolle Lebesguen integraalin tapauksessa voidaan todistaa vas-
taavia tuloksia kuin Riemann integraalille.
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Lause 5.2.15 Olkoon B C R™ avoin ja g : B — R jatkuvasti differentioitu-
va, joka toteuttaa ehdot

(1) Jacobin determinantti J, (t) # 0 jokaiselle t € B,
(2) g: B— g(B) on bijektio.

Jos f: g(B) — [0,00] on mitallinen, niin

l( f dim, = /f (8)] dim (1)

Todistus. Emme todista lausetta yksityiskohtaisesti. Tarkemman todistuksen
voi 16ytéad esim. Rudin, Luku 7.22. Annamme vain pééikohdat. Lauseen 3.4.1
saamme

fdmnz/ fogdp,
9(B) B

missid u = my, o g. Siis

L (E) = / dm,.
g(F)

Lineaarikuvausten avulla voimme todistaa, etti

B)= [ 15,0 dm.
/ fdim, = / £ (g (®) 1, ()] dm,

pétee ensin yksinkertaisille funktioille f ja Monotonisen konvergenssilauseen
nojalla kaikille ei-negatiivisille mitallisille funktioille f.

Talloin viite



Luku 6

Rieszin esityslause

6.1 Radonin mitta ja Rieszin esityslause

Olkoon X joukko. Palautamme mieleen, etté joukkokokoelmaa 7 C P (X)
sanotaan topologiaksi joukossa X ja joukkoa X topologiseksi avaruudekst,
jos seuraavat ehdot ovat voimassa:

(1) PerTjaXer,

(2) jos A; € 7 jokaiselle i = 1,...,n jan € N, niin ();_; 4; € 7, ts. #érelliset
perheen 7 joukkojen leikkaukset kuuluvat joukkokoelmaan 7,

(3) jos I on mielivaltainen indeksijoukko ja A; € 7 jokaiselle i € I, niin
Uics Ai € 7, ts. mielivaltaiset perheen 7 joukkojen unionit kuuluvat
joukkokoelmaan 7.

Topologian 7 joukkoja sanotaan avoimiksi. Avointa joukkoa A sanotaan
pisteen x (avoimeksi) ymparistoksi, jos x € A. Joukko B C X on suljettu,
jos joukko X\ B on avoin. Edelleen joukkoa B sanotaan kompaktiksi, jos jo-
kaisella joukon B avoimella peitteelld on &irellinen osapeite, eli jos A; ovat
avoimia ja A C (J,c; Ai, niin joillekin indekseille iy, € I, k = 1, ..., n, piitee
AcC UZ:l Alk

Topologista avaruutta (X, 7) sanotaan Hausdorff avaruudeksi, jos kaikille
joukon X pisteille x ja y on olemassa erilliset ympéristot. Topologinen ava-
ruus (X, 7) on lokaalisti kompakti, jos jokaiselle z € X on olemassa avoin
ympéristo U, jonka sulkeuma U on kompakti.

Olkoon f jatkuva reaaliarvoinen kuvaus topologisessa avaruudessa X (eli
jokaisen avoimen joukon alkukuva on avoin). Funktion f kantaja on

supp f = {z € X | f (z) # 0}.

131
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Kompakti kantajaisten funktioiden joukkoa merkitsemme K (X) . Kéytédmme
myos merkintédd

KT (X)={feK(X)|f=>0}.
Tarvitsemme seuraavaa tulosta.

Lemma 6.1.1 (URYSOHNIN LEMMA) Olkoon X lokaalikompakti Haus-
dorff avaruus ja V' avoin joukon X osajoukko. Jos K on kompakti joukkon
V' osajoukko, niin on olemassa kompaktikantajainen jatkuva funktio f : X —
[0,1], joka toteuttaa ehdon supp f C V ja f =1 joukossa K.

Todistuksen sivuutamme (Katso Rudin s. 39). Urysohnin lemman avulla
on helppo todistaa seuraavat topologisen tulokset.

Lemma 6.1.2 Olkoon X lokaalisti kompakti Hausdorff avaruus ja K ja Ko
kompakteja pistevieraita joukon X osajoukkoja. Télléin on olemassa avoimet
pistevieraat joukot Uy ja Us siten, ettd K1 C Uy ja Ko C Us.

Lemma 6.1.3 Olkoon X lokaalisti kompakti Hausdorff avaruus ja U C X.
Tdlloin on olemassa ylospdin suunnattu perhe (Uy) o, avoimia relatiivi kom-

pakteja joukkoja siten, etti U, C U ja |,y Us =U.

Funktioita f : X — ]|—o0, 00| sanotaan alaspdin puolijatkuvaksi, jos jo-
kaiselle o € R joukko {z € X | f(z) > a} on avoin. Alaspiin puolijatkuvilla
funktioilla on seuraavat ominaisuudet:

Lemma 6.1.4 Olkoon X lokaalikompakti Hausdorff avaruus.
(a) Jos f: X — [0,00] on alaspiin puolijatkuva, niin

f=sup{geK(X)| g< f}.

(b) (Dinin lause) Olkoot f ja g positiivisia kompakti kantajaisia jatkuvia
funktiota siten, etti g = 1 funktion f kantajassa. Jos (f;),c; on ylospdin
suunnattu (eli jokaiselle o, B € I on olemassa y€ I siten, ettd fy > fa
ja fy > fz) perhe alaspdin puolijatkuvia funktioita ja f = sup;c; fi,
niin jokaiselle € > 0 on olemassa fi(c), joka toteuttaa ehdot i(e) € I ja

Todistuksen jéatédmme harjoitustehtéviksi.
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Maéritelmi 6.1.5 Kuvausta I : KK (X) — R sanotaan Radonin mitaksi, jos
seuraavat ehdot ovat voimassa:

(1) I(f) > 0 jokaiselle f € KT (X) (positiivisuus),
(2) I(f+g)=1I(f)+1(g) jokaiselle f,g € K(X) (additiivisuus),
(3) I(ag) =al(g) jokaiselle g € K(X) jaa € R (homogeenisuus).

Radonin mitta laajennetaan posititvisille alaspdin puolijatkuville funkti-
oille asettamalla

I"(f) =sup{I(9) | g€ K" (X)ja g< f}.
Jos f: X — [0,00]| on mielivaltainen funktio, niin mdadritellddin
I"(f) =inf{I* (9) | g alaspdin puolijatkuva ja g > f}.

On helppo huomata, ettéd I (X) on lineaarinen avaruus ja Radonin mitta
on positiivinen lineaarinen kuvaus lineaarisessa avaruudessa /C (X). Lisdksi
on huomattavaa, ettd kuvaus I* on mééritelty jokaiselle ei-negatiiviselle funk-
tiolle. Kuvauksen I* idea onkin “ulkointegraali” eli funktion integraalia arvi-
oidaan ylh&iltd péin integroituvilla mitallisilla alaspéin puolijatkuvilla funk-
tiolla. Télloin saadaan kaikille ei-negattivisille funktioille mééritelty “integ-
raali”, mutta se ei ole kuitenkaan additiivinen kaikkien ei-negatiivisten funk-
tioiden joukossa.

Lemma 6.1.6 (a) I*(f) < I*(g) jokaiselle ei-negatiiviselle funktiolle f ja
g.

(b) I*(f+g) =I* (f)+I* (g) kaikille ei-negatiivisille alaspdin puolijatkuville
funktioille f ja g.

(c) Jos (fi);e; on ylospdin suunnattu perhe ei-negatiivisia alaspdin puolijat-
kuvia funktioita, niin

i€l i€l

I <sup fz’) =sup " (fi) .

(d) Jos (fi);en On jono ei-negatitvisia alaspdin puolijatkuvia funktioita, niin

r (Z fz') = Z I*(f;) -



134 LUKU 6. RIESZIN ESITYSLAUSE

(e) (Yleistetty monotonisen konvergenssin lause) Jos (f;),cny 0N kasva jono
ei-negatiivisia funktioita, niin

I (SUP fi) =sup I"* (fi).

i€EN i€EN

(f) Jos (fi);en oM jono ei-negatitvisia funktioita, niin

r (Zﬁ) <> o).

i=1

Todistus. Ominaisuus (a) on selvi, silld ehdosta f < g, f,g € K (X), seuraa
g—f>0jasis ()~ I(f) > 0.

Merkitsemme f = sup;c; fi. Osoitamme ensin ominaisuuden (c), kun
funktiot f ja f; ovat positiivisia ja kompati kantajaisia seki jatkuvia . Ol-
koon g € KT (X) ja g = 1 joukossa suppf. Téllsin Dinin lauseen perusteella
jokaiselle € > 0 on olemassa fi), jolle pétee i () € I ja 0 < f — fie) < eg.
Siis saamme

0<I(f)—1(fiw)=1(f— fiw) <€l (g)-
Néin ollen (c) pétee, kun funktiot f ja f; ovat positiivisia ja kompaktikanta-
jaisia.
Oletetaan lopuksi, ettid funktio f on alaspiin puolijatkuva. Koska I* on
kasvava, saadaan

I*(f) z sup I" (f;) .

icl
Olkoon g € K (X) ja g < f. Koska
g= sup{min (g,h) | h< fi,he KT (X)}
jamin (g, h) € KT (X), niin alkuosan perusteella pitee

I(g) = sup [ (min (g, h)) < sup I*(f;).

icl

Siis (c) on voimassa.
Ominaisuus (b) seuraa helposti, silld

I"(f)+1"(g9) = sup{l(h)| h< f,he K" (X)} +sup{l(h)| h<g,helt(X)}
= Sup{I(h1+h2)|h1§f,hgSg,hl,hQEIC+(X)}:I*(f+g).
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Kohta (d) seuraa kohdasta (c).
Kohdan (e) todistamiseksi olkoon ( f;),.n kasvava jono ei-negatiivisia funk-
tioita ja merkitsemme f = sup,cn fn. On selvid, ettd

I (f) = I" (fa)

jokaiselle n € N. Voimme olettaa, ettd I* (f,) < oo jokaiselle n € N. Ol-
koon € > 0 ja olkoon (gy),n jono alaspéin puolijatkuvia funktioita, jotka
toteuttavat ehdot

. * * €
Gn > fn Ja I (gn)<l (fn)+2_n

jokaiselle n € N. Merkitsemme

I ) — /
In = fg?ﬁ}; (9:) = max (gna .gn—l) :

Talloin yhtélosta
gy + min (g1, g2) = max (g1, g2) + min (g1, g2) = g1 + 92

ja funktioiden g; alaspéin puolijatkuvuudesta seuraa arvio

I"(g5) = I"(g1) + 1" (g2) — I" (min (g1, g2))
< I"(g1) +I" (g2) = I" (f1)
< I* (f2)+§+2%.

Vastaavasti induktiivisesti voimme todistaa, etté
oy
I* ! < I* n) + —.
(9n) (fn) ; 5
Siis kohdan (c) nojalla saamme

e+ supI* (f,) > sup I* (gl) = I (sup g;) > I ().

neN neN neN

Koska € > 0 on mielivaltainen, viite (e) on todistettu.
Viimeisen ominaisuuden saamme tdydellisestéd additiivisuudesta, silla

W (Z fz') = inf<I*(9) |g=> fug a-p-j-}
i=1 i=1
inf < I* (Z 9¢> |9: > fis gi a.p.j.}

i=1

IN

< inf ZI*(%) lgi > fi, 9i a.p.j.}:ZI*(fi). O

=1
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Pyrimme méaérittelemésin mitan Radonin mitan avulla. Ensiksi maérit-
telemme ulkomitan p* : P (X) — [0, 00| asettamalla

p(U)=1"(xv) - (6.1)

Téllsin p* on todella ulkomitta, silld p* () = 0 ja ehdon (g) nojalla u* on
subadditiivinen.

Lemma 6.1.7 (a) Ulkomitta pu* on taydellisesti additiivinen avoimien jouk-
kojen luokassa.

(b) p* (K) < oo jokaiselle kompaktille joukolla K.
(c) w*(A) =inf{p*(U) |AC U, U avoin} jokaiselle A C X.
(d) jos U on avoin, niin

pr(U) = sup{p* (K) |K C U, K kompakti}
= sup {u* (F) |F CcU,F avoin, F kompak:ti}.

Todistus. Ensimméinen véite on ilmeinen, silld @* (U) = I* (xy), kun U on
avoin.

(b) Olkoon K C X kompakti. T#lloin Urysohnin lemman perusteella on
olemassa jatkuva kompaktikantajainen funktio g siten, ettd yx < g < xx-
Siis p* (K) < I* (g) < oo, misté seuraa toinen viite.

(c) Olkoon A joukko ja g alaspdin puolijatkuva siten, ettd g > x 4. Télloin
joukko U = {z|g(x) > 1 — €} on avoin jokaiselle e > 0 ja g > (1 —€) xy >
(1 —€)xy. Siis

I'(9) > (1- I (x) = (1= " (U) = (1 - e)inf {* (U) | AC U,U avoin} ,
mistd seuraa
I(A) > (1 —¢e)inf{u* (U) | AC U, U avoin} > (1 —¢) I* (A)

jokaiselle € > 0. Siis kolmas viite on voimassa.

(d) Oletamme, ettd U on avoin. Koska X on lokaalisti kompakti, niin on
olemassa ylospéin suunnattu perhe relatiivi kompakteja joukkoja (Vi) »
joiden unioini on U ja V,, C U. Tillsin edellisen Lemman nojalla

wo(U) = supp” (Va) < supu” (Va) <p(U).
ac

acl

Lemma on siis todistettu. OJ
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Lause 6.1.8 Avoimet ja suljetut joukot ovat mitallisia ulkomitan p* mdadradmdssd
matallisten joukkojen luokassa. Fdelleen Borelin joukot ovat mitallisia.

Todistus. Olkoon E C X ja U C X avoin. Joukon U mitallisuus seuraa, jos
pystymme osoittamaan epéyhtilon

p(E) Z p (ENU) + p" (E\U). (6.2)

Tamé epéyhtilo on selvisti voimassa, kun p* (E) = co. Oletamme siis, etté
p* (E) < oo. Olkoon € > 0 mielivaltainen. T#lloin on olemassa avoin joukko
V' D E siten, ettd p* (V) < p* (E) + 5. Edelleen olkoon H D V\U avoin
joukko siten, etté p* (H) < p* (V\U) + §. Edellisen lemman nojalla on ole-
massa avoin joukko W, jonka sulkeuma W on kompakti ja W C V N U seki
p* (W) +< > p* (VNU). Valitsemme Wy = VN HN (X\W). T&llsin joukot
W ja Wy ovat erillisid avoimia joukkoja. Koska joukko V\U on joukkojen V/,
H ja X\W osajoukko, niin V\U C W, C H. Siis saamme

* * * * €
0.<  (Wo) = (V\U) < u* () = (V\U) < §.
Nain ollen pétee

1 (W) + it (Wo) = i* (VO D) = i (V\D)
<t (W) = (VO U) 4+ | (W) = (VD) < $ 45 =5

5-
Kayttiamalld ulkomitan additiivisuutta avoimille joukoille ja tietoa WUW, C
V' huomaamme, etti

pr(E)+e > p(V)+5
> (W U)o £ = ot (W) + a* (W) + 5
> p(VNU)+p (VANU) 2 p* (ENU) +p* (E\U).

Koska € on mielivaltainen, epéyhtils (6.2) on voimassa. Siis avoimet ja sul-
jetut joukot ovat mitallisia. N&in ollen myts Borelin joukot ovat mitallisia.
U

Merkitésn jatkossa ulkomitan p* rajoittumaa mitallisten joukkojen o-
algebraan p. Télloin p on mitta Lauseen 2.1.10 nojalla.

Lause 6.1.9 Olkoon X lokaalikompakti Hausdorff avaruus ja p* edelld mddritel-
ty ulkomitta. Olkoon lisiksi A ulkomitan p* suhteen mitallinen joukko, jolle
on olemassa joukot B, siten, etti A C |J.—, By ja p* (By) < co. Tdlloin on
V01MASSa

p(A) =sup{p(K) | K C A, K kompakti} .

Lisdiksi vdite on voimassa jokaiselle avoimelle joukolle A.
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Todistus. Oletamme aluksi, etté p (A) < co. Télloin on olemassa avoin jouk-
ko V D Ajapu(V)<p(A)+ 5. Koska

p(V) = p(A) +p(V\A),

niin 1 (V\A) < . Olkoon £ C V' kompakti joukko siten, ettd p (V\E) <
Valitsemme avoimen joukon W, jolle pitee VNA C W C V ja u(W) <
Edelleen valitsemme K = E\W. Témi joukko toteuttaa ehdot K C A ja

NN NIm

pANK) = p(AN(WUX\E))) < p(A\E) +p(ANW)

<
< p(V\E)+p(W)<§5+5=c¢
Koska A on mitallinen, niin

p(K) = 1 (A) = (A\K) > u(A) - c.

Siis viite pétee, kun p (A) < oo.

Oletamme lopuksi, ettd p (A) = co. Voimme olettaa, ettéd joukot B,, ovat
avoimia ja siis mitallisia. Asetetamme A,, = AN J;_, B;. Téllsin alkuosan
perusteella on olemassa kompakti joukko K, siten, ettd K,, C A, ja u (K,) >
p (A,)—e. Toisaalta (A,) on kasvava jono mitallisia joukkoja ja |- ; A, = A,
joten mitan monotonisesta konvergenssilauseesta seuraa

sup 1 (Kp,) > lim pu(Ay) — €= p(A) —e = oo.
Siis viite on voimassa. ]

Funktio I* ei ole additiivinen kaikille funktioille, mutta seuraava tulos on
jatkon kannalta merkittéva.

Lause 6.1.10 Olkoon I Radonin mitta lokaalikompaktissa Hausdorff ava-
ruudessa X. Talloin pdtee

I* (ZaiXAi> = Zai[* (XAZ-) 7
i=1 i=1

kun a; > 0 ja joukot A; ovat keskenddn pistevieraita.

Todistus. Funktion I* kasvavuuden nojalla viite on selviisti voimassa, kun
jollekin joukolle I* (A;) = oo. Voimme siis olettaa, ettid [* (A;) < oo jokaiselle
joukolle A;. Todistamme ensin viitteen kompakteille pistevieraille joukoille
K;. Lemman 6.1.2 nojalla on olemassa avoimet pistevieraat joukot U; siten,
etti K; C U; ja U; on kompakti jokaiselle i = 1, ...,n. Olkoon f positiivinen
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alaspéin puolijatkuva funktio, joka toteuttaa ehdon f > >"" | a;x,. Télloin
pétee

fZZfXUi

ja fxy, on alaspdin puolijatkuva sekd fxy. > aixk,. Siis saamme funktion
I'* ominaisuuksien perusteella

f)>1r (Z fol.) =3 I (fxu) =D ail* (xx,) -
i=1 i=1 i=1

Koska funktio f on mielivaltainen, niin

r (Z aiXIQ) > Z%I* (xx,)
i=1 i=1

Kayttiamalld funktion I* subadditiivisuutta saamme viitteen, kun joukot A;
ovat kompakteja. Olkoon f positiivinen alaspédin puolijatkuva funktio, jol-
le pitee f > D7, a;x4,. Liséiksi olkoon K; C A; mielivaltainen kompakti
joukko. Télloin alkuosan perusteella toteamme, etti

> I (Z Oéz'XIQ) = ZO‘J* (X)) -
=1 i=1

Siis Lauseen 6.1.9 ja funktion I* mééritelmén perusteella saamme

f) ZS;ZP;OQI* Zazsupl XK ZaZI*

mistd seuraa I* (37 aixa,) = Yorg ail* (4). O
Nyt voimme esittédid funktioiden I* ja p vilisen yhteyden.

Lause 6.1.11 Olkoon X lokaalikompakti Hausdorff-avaruus ja I Radonin
mitta avaruudessa X. Tdlldin on olemassa taydellinen mitta-avaruus (X, B, 1),
joka toteuttaa ehdot

(a) o-algebra B sisdltad Borelin joukot,

(b) I*(f) = [ fdp jokaiselle ei-negatiiviselle mitalliselle funktiolle.
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Todistus. Olkoon B ulkomitan p* suhteen mitallisten joukkojen joukko. Tél-
16in Lauseen 2.1.10 nojalla B on c-algebra ja ulkomitan p* rajoittuma u
joukkoon B on tdydellinen mitta. Borelin joukot ovat mitallisia Lauseen 6.1.8
perusteella.

Olkoon f ei-negatiivinen mitallinen funktio. T:ll6in on olemassa yksin-
kertaisten mitallisten funktioiden kasvava jono (s,) siten, ettd sups, = f.
Merkitésn s,, = ng) Q;X 4,, Missd joukot A; ovat pistevieraita ja o; > 0.
Talloin edellisen lauseen nojalla

k(n)

I (sp) = ZO‘J* (xa,) = ZO@',M (x4,) = /sndu.
i=1 i=1

Soveltamalla ominaisuutta Lemmaa 6.1.6 ja Monotonista konvergenssilauset-
ta saamme viitteen. O
Edellisestd tuloksesta saamme suoraan seuraavan tuloksen:

Lause 6.1.12 (RIESZIN ESITYSLAUSE) Olkoon X lokaalikompakti Haus-
dorff avaruus. Jos I on positiivinen lineaarinen kuvaus kompakti kantajaisten
reaaliarvoisten jatkuvien funktioiden joukossa (ts. Radonin mitta), niin on
olemassa o-algebra B ja siind madritelty yksikdisitteinen mitta p, joka toteut-

taa ehdot:

(a) o-algebra B sisdltdd Borelin joukot,

(b) I(f)= [ fdu jokaiselle jatkuvalle kompakti kantajaiselle funktiolle f,

(c) jos A on avoin tai sellainen mitallinen joukko, jolle on olemassa joukot
B,, siten, ettd A C U, By ja u* (Bp) < 00, niin on voimassa

1(A) =sup{u(K) | K C A, K kompakti}
(d) jos A on mitallinen, niin
p(A)=inf{u(V)|ACV,V avoin},

(e) mitta-avaruus (X, B, ) on taydellinen, ts. jos A C E ja u(E) =0, niin
A € B ja siis 1 (A) = 0.

Todistus. Olkoon p* Radonin mitan I avulla saatu ulkomitta (katso 6.1)
ja B ulkomitan p* suhteen mitalliset joukot. Edelld on todistettu, ettd on
ulkomitan avulla saatu mitta p toetuttaa ehdot (a)—(e). Siis olemassa olo on
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todistettu. Oletaan, etté u; on toinen o-algebrassa B méiriteltyjd mitta, jo-
ka toteuttaa ehdot (a)—(e). Olkoon K kompakti. Ehdon (d) nojalla edelld
jokaiselle ¢ > 0 on olemassa avoin V siten, ettd K C V ja uy (V) < py (K)+e.
Koska K C V, niin Urysohnin lemman nojalla on olemassa kompaktikanta-
jainen jatkuva f : X — [0, 1] siten, ettd xx < f < xy. Siis

p(K) < [ fdu=1(0) = [Fdy < n (V) <y (1) =

Koska ¢ on mielivaltainen, niin p(K) < p, (K). Samalla tavalla saamme
py (K) < p(K). Niin ollen py (K) = p(K) jokaiselle kompaktille joukolle
K. Ehdon (c) nojalla p (U) = pq (U) jokaiselle avoimelle joukolle ja lopuksi
ehdon (d) nojalla = ;.
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