
Differentiaaliyhtälöt, syksy 2000, laskuharjoitus 9

Harjoitukset pidetään luokassa M15. Myös 13. eli viimeinen harjoitus (viikko 49)
pidetään luokassa M15.
KäynnistäMatlab ja anna sitten komento

cd d:\work\polking

Matlabinpuolella voi käyriä piirtää seuraavasti. Halutaan esimerkiksi piirtää käy-
räx(t) = sin(2t)− t2 välillä [−1, 1.5]. Tämä onnistuu seuraavilla käskyillä.

t=linspace(-1,1.5);
x=sin(2*t)-t.ˆ2;
plot(t,x)

Komennoista saa lisää tietoa komennollahelp : esimerkiksihelp plot. Puolipiste
estää tulostuksen näytölle. Huomaa piste potenssiinkorotusmerkinˆedessä. Tämä
tarkoittaa, että vektorin (tai jonon)t jokainen alkio korotetaan toiseen potenssiin.
Kokeile vaikkapa seuraavia:

u=[1,2,3]
v=[2,-1,4]
u.*v
u.ˆ3
plot(u,v)
plot(u,v,’*’)

Vaikka tällainen alkioittainen kertolasku ei puhtaassa matematiikassa ole kovin-
kaan hyödyllinen, niin numeerisessa laskennassa ja yleensä datan käsittelyssä se
on erittäin käyttökelpoinen.

OlkoonA =

(
a1 a2

a3 a4

)
. TällöinA:n karakteristinen polynomi on

pA(λ) = det(λI − A) = λ2 − (a1 + a4)λ+ a1a4 − a2a3 = λ2 − tr(A)λ+ det(A)

1. Tarkastellaan tehtävääx′ = Ax missä

A =

(
−1 1
2 3

)



Käynnistäpplane5 ja piirrä muutamia ratkaisuja. Käyrät tulevat siis(x1, x2)
tasoon (ohjelmassa(x, y) taso). Voit myös piirtääx1:n ja/taix2:n ajan funk-
tiona valitsemalla valikostagraph sopivan vaihtoehdon. Tässä esimerkis-
sä origossa oleva tasapainopiste on satula. Ominaisavaruudet saat piirret-
tyä valitsemalla valikostasolutions vaihtoehdonplot stable and
unstable orbits . Miksi ominaisavaruudet ovat lähinnä kiinnostavia
satuloitten tapauksessa?

2. Tarkastellaan parametristac riippuvaa matriisia

Ac =

(
0 −1

10 + c c

)
ja tähän liittyvää difyhtälöäx′ = Acx.

• Nyt siis sekä jälki että determinantti riippuvatc:stä. Piirrä näin syn-
tyvä käyrä jälki–determinantti – tasoon. Piirrä myös samaan kuvaan
käyrädet = tr2/4. Sanottakoon tätä vaikkapa kriittiseksi parabelik-
si.. Siis kriittinen parabeli vastaa niitä pisteitä joissa karakteristisella
polynomilla on kaksinkertainen nollakohta.

• Käynnistäpplane5 ja tutki difyhtälöä eri parametrien arvoilla. Mitä
pisteitä nämä vastaa(tr, det) – tasossa? Katso erityisesti pisteitten si-
jaintia kriittisen parabelin suhteen. Kuinka monta oleellisesti erilaista
difyhtälööä saat?

• Matriisin ominaisarvot ja -vektorit saadaan komennollaeig. Kokeile
seuraavaa:

ma=[1,2;3,-1]
[v,la]=eig(ma);
la=diag(la);
v1=v(:,1)
v2=v(:,2)

Nyt voit tarkistaa ettäla(1) on vektoriav1 vastaava ominaisarvo. Omi-
naisvektoreita vastaavat suorat (eli ominaisavaruudet) voit piirtää vaik-
kapa seuraavasti:

s=linspace(-4,4);
x=s*v1(1);
y=s*v1(2);
plot(x,y)
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Jotta saisit useita suoria samaan kuvaan käytä komentoahold on. Mi-
ten saamasi ominaisavaruudet näkyvätpplane5:llä piirtämissäsi ku-
vissa?

3. Analysoi samalla tavalla yhtälöitäx′ = Bcx ja x′ = Dcx missä

Bc =

(
−1 1
c c

)
Dc =

(√
3 cos(c) sin(c)

−
√

3 0

)
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