Funktion todellista suurinta ja/tai pienintd arvoa voidaan soveltaa kdytéin-
nén optimointitehtavissé, kun halutaan vaikkapa maksimoida myyntivoitto tai
minimoida tuotantokustannukset.

Huomaa, ettéd funktiolla ei aina ole suurinta tai pienintd arvoa. Esimerkiksi

e funktiolla f(x) = 22 on pienin arvo f(0) = 0, mutta ei ole suurinta arvoa
joukossa R,

e funktiolla g(z) = 23 ei ole suurinta eikéi pieninté arvoa joukossa R.

Olkoon f jatkuva reaalifunktio suljetulla vililld [a,b]. Télloin f saa aina
suurimman ja pienimmén arvonsa seké kaikki niiden véilissé olevat arvot. Aéri-
arvokohta voi olla

e vililli olevissa derivaatan nollakohdissa,
e vililla olevissa derivoitumattomuuskohdissa,
e vilin paitepisteissa.

Esimerkki 8.13 Tarkastellaan funktiota f(z) = 22 suljetulla vililla [—1,1]. f
on selviistikin jatkuva ja derivoituva ko. vililld. Derivaatan f’(z) = 2z ainoa
nollakohta on 2 = 0. Funktion f pienin arvo on f(0) = 0 (derivaatan nollakoh-
dassa) ja suurin arvo f(—1) = f(1) =1 (vilin pditepisteissi).

Esimerkki 8.14 Méaras funktion f: R — R, f(z) = xe™?, suurin ja pienin
arvo vélilld [0, 2].

Ratkaisu. Funktio f on jatkuva ja derivoituva vélilld [0, 2], joten silld on suu-
rin ja pienin arvo ja ne voivat sijaita joko vilin péa#tepisteissd tai derivaatan
nollakohdissa. Funktion f derivaatta on

@) = (1—a)e.

Koska e™® > 0 kaikilla z € R, niin piste x = 1 on ainoa derivaatan nollakohta.
Lisdksi 1 € [0,2]. Lasketaan funktion f arvot mahdollisissa dériarvokohdissa:
f(0) =0, f(2) =22 ~0,27ja f(1) =e 1 ~0,37.

Vastaus. Funktion f pienin arvo on f(0) = 0 ja suurin arvo f(1) =1/e.

Esimerkki 8.15 Yrityksen tuotantonopeus on ¢ kpl/kk. Kuukausittaiset myyn-
titulot R noudattavat funktiota R(q) = 4000g—33¢?, yksikkéni mk/kk. Tuotan-
tokustannukset C' tuotantonopeuden ¢ funktiona noudattavat funktiota C'(q) =
2¢% — 3q? + 400q + 5000, yksikkond mk/kk.

(a) Mitka ovat funktioiden R ja C méérittelyissé esiintyvien vakioiden mit-
tayksikot?

(b) Milld tuotantonopeudella yrityksen kuukausivoitto maksimoituu?

Ratkaisu. (a) Jotta myyntitulojen R mittayksikoksi saataisiin mk/kk, on vakioi-
den yksikot valittava seuraavasti:

mk mk - kk
R(q)=4000( — ) ¢—33 ———— ) ¢
@ (kpl)q ( kpl? )q
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Vastaavasti,

mk - kk?2 mk - kk mk mk
Clg)=2———— -3 24400 ( — 5000 [ — | .
(Q) ( kp13 ) q ( kp12 ) ¢+ (kpl) a+ (kk)

(b) Méiritelldéin voittofunktio P asettamalla

P(q) = R(q) — C(q) = —2¢° — 30¢* + 3600q — 5000.

Funktion P derivaatta on

d
P'(q) = @P(q) = —6¢> — 60g + 3600.
Derivaatan P’ nollakohdat saadaan toisen asteen yht#lon ratkaisukaavalla: ¢; =
—30 ja g2 = 20. Laaditaan merkkikaavio (sijoittamalla koearvot kustakin alu-
eesta funktiolle P’):

P’ - | + | -
P aid. vihenevd |  aid. kasvava |  aid. vihenevd
-30 20

Itse asiassa ei ole jiarkevéd tarkastella negatiivisia tuotantonopeuden ¢ arvoja,
joten rajoitumme viilille 0 < g < co. Kun tuotantonopeutta kasvatetaan rajatta,
ts. kun ¢ — oo, niin

lim P(q) = —oc.

q—00

Nain ollen, voittofunktio P saa suurimman arvonsa derivaatan nollakohdassa
g = 20 kpl/kk, jolloin P(20) = 39000 mk/kk. Tuotantonopeus ¢ = 20 kpl/kk
siis maksimoi kuukausivoiton.

Osittaisderivaatat

Osittaisderivoinnilla tarkoitetaan kahden tai useamman reaalimuuttujan funk-
tion derivoimista yhden valitun muuttujan suhteen siten, ettd muita muuttujia
késitelladn vakioina. Seuraavassa tarkastelemme lyhyesti kahden muuttujan ta-
pausta.

Olkoon f : R? — R? kahden reaalimuuttujan funktio (merkintd R? = R xR
tarkoittaa tasoa, tai oikeammin, kahden reaalilukujoukon karteesista tuloa).
Funktion (z,y) — f(z,y) muuttujan = suhteen otettua osittaisderivaattaa pis-
teessi (a,b) € R? merkit#in esimerkiksi

0 .
87xf|(avb) tai  fr(a,b),

missd J on vendjinkielinen kirjain ”doo”. Muuttujan y suhteen otettua deri-
vaattaa merkitddn vastaavalla tavalla.

Esimerkki 8.16 Olkoon f : R? — R2, f(x,y) = 22 — 32y + 2y? + 2. Funktion
f osittaisderivaatat ovat f.(z,y) =22 — 3y + 1 ja fy(z,y) = —3z + 4y.

Yhden muuttujan funktion derivoituvuutta vastaa useamman muuttujan
funktion differentioituvuus, joka on voimakkaampi ehto kuin pelkkien osittais-
derivaattojen olemassaolo. Asiasta lisdd kursseilla Analyysi II ja Analyysi 3.
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