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Algebran kurssista syksyllä 1998


Elokuussa 1998 professori Ed Dubinsky kävi esittelemässä Joensuussa omaa opetusmenetelmäänsä ja siihen liittyvää tutkimusta didaktisen matematiikan erikoiskurssin puitteissa. Tästä innostuneita allekirjoittanut ja Martti Pesonen matematiikan laitokselta innostuimme kokeilemaan samaa menetelmää myös omalla algebran kurssillamme. Edellisenä vuonna Tanja Terho oli jo kokeillut menetelmään liittyvän ISETL-ohjelman käyttöä algebran laskuharjoituksissa, ja nyt siis pidimme koko kurssin Dubinskyn menetelmän mukaan.





Menetelmän perustana ovat ISETL-ohjelmointikielen ja ryhmätyön käyttö opetuksessa. ISETL on ohjelmointikieli, joka muistuttaa paljon matematiikassa käytettyä kieltä. Opiskelijat viettivät viikoittain kaksi tuntia tietokoneluokassa tehden harjoituksia ISETL-kielen avulla. Toinen kurssin erikoisuus oli ryhmätyö. Kurssin alussa opiskelijat jaettiin 3-5 hengen ryhmiin, ja he tekivät ISETL-harjoitukset sekä kaikki kotitehtävät näissä ryhmissä. Lisäksi ensimmäinen välikoe oli ryhmissä tehtävä koe. Myös arvostelu oli tavallisesta poikkeava. Yhden ryhmätentin ja yhden yksilötentin lisäksi kurssilla pidettiin neljä testiä, eli pientä etukäteen ilmoitettua ‘pistokasta’.





Opetus eteni viikoittain Ed Dubinskyn kehittämän ns. ACE-opetussyklin (Activities, Classroom discussion ja Exercises) mukaan. Sen olennaisin kohta on ISETLillä tehtävien tietokoneharjoitusten (Activities) teko ennen luentoa tai luokkatapaamista (Classroom discussion). Näiden harjoitusten tarkoitus oli tutustuttaa opiskelijat etukäteen luennolla käsiteltävään materiaaliin.





Kurssin kulku


Kurssin alussa opiskelijat täyttivät kyselylomakkeen, jonka perusteella minä jaoin heidät ryhmiin. Pidin tärkeimpinä kriteereinä ISETL-harjoitusaikaa sekä asuinpaikkaa. Kuten myöhemmin ilmeni, tärkeimmäksi kriteeriksi olisi pitänyt laittaa lukujärjestys, jotta ryhmien olisi ollut helpompi löytää yhteisiä aikoja. Ryhmät muuttuivat vielä monella tapaa ensimmäisten viikkojen aikana, kun muutamat henkilöt lopettivat kurssin ja toisaalta jotkut tulivat kurssille hieman myöhästyneinä. Kurssin alussa opiskelijoita oli hieman yli 50 henkeä. Lopulta osallistujamäärä vakiintui 45 henkeen. 





Tiistaisin ja keskiviikkoisin riippuen ryhmästä opiskelijaryhmät työskentelivät kaksi tuntia (90 minuuttia) tietokoneluokassa  ennen varsinaisia luentoja. Nämä harjoitukset olivat pakollisia. Heidän ei tarvinnut palauttaa näitä ISETL-harjoitustehtäviä. Ensimmäisen välikokeen aikoihin jotkut opiskelijat jäivät pois näistä harjoituksista, ja jouduin asettamaan uhkavaatimuksen, että poissaolot on korvattava jälkäteen. Tämä korjasi asian siltä osin. Tulevaisuudessa voisi kepin sijasta käyttää ennemminkin porkkanaa, ja antaa ISETL-harjoituksista joitain lisäpisteitä. 





Torstaina ja perjantaina olivat sitten luennot (2 x 90 minuuttia) (Classroom discussion).  Tällöin kävimme läpi määritelmiä ja todistuksia, viitaten usein ISETL-harjoitusten esimerkkeihin. Luennoillakin pyysin opiskelijoita aina välillä miettimään jotain ongelmaa tai laskemaan esimerkkejä. Kurssin alussa luennoilla oli läsnäolopakko, mutta poistin sen muutaman viikon kuluttua opiskelijoiden painostuksesta.





Itse asiassa ACE-syklin keskimmäinen osuus (classroom discussion) on tarkoitettu oppiryhmän ja opettajan väliseksi ohjatuksi keskusteluksi. Opiskelijoiden tulisi ratkoa ongelmia ryhmissään ja näistä keskusteltaisiin koko ryhmän kanssa yhdessä. Opettaja esittäisi todistuksia ja kokoaisi opiskeltuja asioita, mutta pääpaino ei olisi kurssinpitäjän yksinpuhelussa vaan yhteisessä pohtimisessa ja keskustelussa.





Tämä ei toteutunut tällä kurssilla. Alkuperäinen aikomus oli kyllä tehdä juuri näin, mutta opiskelijat eivät olleet tarpeeksi aktiivisia keskustelemaan tällä tavalla, enkä minäkään ehkä jaksanut vaatia sitä tarpeeksi. Tilannetta haittasi luentosali tilana, sillä sen takariviltä pitää  puhua melko kantavalla äänellä tullakseen kuulluksi. Toisaalta opiskelijat ovat tottuneet istumaan luennoilla hiljaa ja passiivisina. Suomalaisten yliopistojen opiskelukulttuuri on erilainen kuin Yhdysvalloissa, mutta keskustelutyyppinen opetus olisi todennäköisesti hyvin hedelmällistä, ja sitä kannattaisi varmaan kokeilla jossakin muodossa. Se kyllä vaatisi pienehkön opetusryhmän ja siihen sopivan tilan. 





Joka luennolla laitoin opiskelijat kuitenkin miettimään pieniä ongelmia ja kiersin sinä aikana auttamassa heitä. Palautelomakkeessa ei ollut erikseen kysymystä tästä menettelystä, mutta ainakaan kukaan ei siitä erikseen valittanut. 





Torstaisin jaoin opiskelijoille kotitehtävät, ja heidän tuli tehdä ne ryhmissä ja palauttaa ne minulle seuraavan viikon torstaiaamuun mennessä. Minä tarkastin ja pisteytin tehtävät ja palautin ne aina perjantaisin ryhmille, jolloin tehtävät myös käytiin läpi. Tehtävien läpikäymiseen meni ehkä noin 45 minuuttia. Usein kaikki olivat osanneet jonkun tietyn tehtävän, joten sitä ei tarvinnut erikseen tarkastaa. Muutenkin tehtävien selityksessa oli helppo painottaa vaikeiksi osoittautuneita kohtia ja ohittaa helpot laskut. Opiskelijat saivat miltei kaikki ratkaisut myös paperilla viidensistä kotitehtävistä alkaen. 





Tämä menettely poikkeaa siis huomattavasti perinteisestä yliopistoissa käytetystä systeemistä.  Siinä  viikoittaisten 4 luentotunnin jälkeen opiskelija tekee itsenäisesti laskuharjoituksia, jotka käydään läpi seuraavan viikon laskuharjoitustilaisuudessa. 





Viikoittaiset aihealueet olivat seuraavat: 





1. viikko: Jakoyhtälö, tekijärelaatio, suurin yhteinen tekijä


2. viikko: Eukleideen algoritmi, alkuluvut


3. viikko: Kongruenssi


4. viikko: Laskutoimitus ja sen ominaisuuksia


5. viikko: Ryhmä


6. viikko: Potenssit ja  supistussääntö ryhmässä. Funktiot ja funktioiden 	  	 	yhdistämisoperaatio ryhmänä.	


7. viikko: Aliryhmä, syklinen aliryhmä


8. viikko: Sivuluokat modulo H. Normaali aliryhmä.


9. viikko: Normaali aliryhmä ja tekijäryhmä. 1. välikoe


10. viikko: Ryhmähomomorfismit ja -isomorfismit


11. viikko: Rengas ja  kokonaisalue


12. viikko:  Kunta ja alirengas


13. viikko: Rengashomomorfismit ja -isomorfismit


14. viikko: 2. välikoe





Edelliseen vuoteen verrattuna käytimme ehkä hieman enemmän aikaa tekijäryhmän käsitteeseen, sekä käsittelimme permutaatioita ja permutaatioryhmiä enemmän. Ideaalien teoria jäi kokonaan pois. Ensimmäinen välikoe oli luentoaikaan, samoin kaikki testit, joten ne ovat ehkä ‘syöneet’ hieman luentoaikaa. Lisäksi joka perjantain luennosta noin puolet käytettiin kotitehtävien tarkastamiseen, joten käytännössä luentoaikaa on 13 viikon aikana ollut noin 35 x 45 minuuttia. Koska meillä on toisaalta ollut luentomoniste käytössä ja toisaalta koska opiskelijat ovat alustavasti tutustuneet asiaan jo ISETL-harjoituksissa, ei asian läpikäymiseen luennolla ole mennyt niin paljon aikaa. Eli vähempi luennoimisaika ei ole olennaisesti vaikuttanut kurssin sisältöön. 





Testit pidettiin 4., 8., 11. ja 13. viikoilla. Ne siis ‘kerääntyivät’ kurssin loppupuolelle, mutta asiasisällön kannalta ne olivat aika tasaisesti. ISETL-harjoituksia pidettiin 13 kertaa, eli joka viikko. Kotitehtäviä oli 12 kertaa, eli viimeisen viikon jälkeen ei enää jaettu palautettavia kotitehtäviä toisen välikokeen läheisyyden takia. 





ISETL opetuksessa


ISETL perustuu alunperin Jack Schwartzin kehittämään ohjelmointikieleen nimeltä SETL (Set language).  SETL-kieli sisälsi joukkoja, funktioita, jonoja ja propositio- ja predikaattilogiikkaa, kaikki tuttuja käsitteitä matematiikan opiskelijalle. SETL-kielen hallitsemiseksi vaadittu matemaattinen tietämys vastasi suurinpiirtein diskreetin matematiikan kurssin sisältöä. 





Tästä Ed Dubinsky, matemaatikko ja matematiikan oppimisen tutkija Yhdysvalloista, sai idean: voisiko SETL-kielen oppiminen auttaa vastaavien matemaattisten käsitteiden oppimisessa? Hän kokeili SETL-ohjelmointia opetuksessaan 1980-luvun alkupuolella. SETL-kielestä näytti olevan hyötyä, mutta siinä oli myös ominaisuuksia, jotka rajoittivat sen käyttöä matematiikan opetuksessa. Gary Levin kehitti sitten SETL-kieltä näiden heikkouksien poistamiseksi, ja vuonna 1986 tulokesna syntyi ISETL - Interactive Set Language. Ed Dubinsky kollegoineen on käyttänyt ISETliä sen syntymisestä saakka, paitsi diskreetin matematiikan, myös abstraktin algebran ja analyysin kursseilla. Yhdysvalloissa sadat opettajat ovat käyttäneet opetuksessaan ISETLiä jollakin kurssilla. Vuonna 1995 syntynyt ISETLW on ISETL-kielen windows-ympäristöön soveltuva versio. 





ISETL-kieli muistuttaa paljon matematiikan kieltä. Esimerkiksi joukko � EMBED Equation.2  ���on neljällä jaollinen} on ISETLillä


G:={x: x in {0..100}: x**2 mod 4 = 0}


Ja väittämää


� EMBED Equation.2  ��� siten, että � EMBED Equation.2  ��� 


vastaa ISETL-kielessä lause


forall a in G: exists b in G: a + b = 0;





Tästä ISETL palauttaisi luonnollisesti false. 





Kolmas matematiikkaan suoraan liittyvä ISETL-rakenne on funktio. Matematiikassa funktiolla tarkoitetaan  joukolta A joukolle B tarkoitetaan (suurinpiirtein) ‘sääntöä’, joka liittää jokaiseen joukon A alkioon jonkin joukon B alkion.  ISETLissä (ja muissakin ohjelmointikielissä) func-ohjelmanpätkään täytyy aina laittaa jokin tai joitakin syötteitä, sekä return lauseke. Näin func liittää kyseisiin syötteisiin aina täsmälleen yhden palautettavan asian. 


Esimerkiksi funktio � EMBED Equation.2  ��� kirjoitettaisiin ISETLissä näin:


f:=func(x);


	return (x-5)/(2-x);


	end;





Algebran kurssilla opiskelijat ovat esimerkiksi tutkineet laskutoimitus-käsitteen yhteydessä yhteenlaskua modulo 20 kirjoittamalla seuraavan funktion:





s20:=func(x,y);


	return (x+y) mod 20;


	end;


Tästä näkyy selvästi, että laskutoimitus on kahden muuttujan funktio. 





Ed Dubinsky kollegoineen innostui myös kehittämän matemaattisten käsitteiden oppimista kuvaavan ns. Action - Process- Object - Schema teorian. Sen mukaan käsitteen oppiminen alkaa, kun oppija käsittelee ja manipuloi jo tuntemiansa matemaattisia objekteja. Näitä muodostuu toimintoja (actions). Esimerkkinä toiminnasta on kahden luvun summan modulo 20 laskeminen. Kun oppija tekee näitä toimintoja riittävän kauan ja sisäistää toiminnon, syntyy prosessi (process). Tästä lähtien oppija pystyy ajattelemaan kyseistä toimintaa yleisellä tasolla, prosessina, eikä hänen enää tarvitse turvautua konkreettisiin esimerkkeihin. Esimerkiksi oppija kykenee ajattelemaan yhteenlaskua modulo 20 yleisenä prosessina, jossa otetaan kaksi lukua, lasketaan niiden summa ja otetaan summasta jakojäännös modulo 20. Kun oppija pohtii tiettyyn prosessiin kohdistuvia operaatioita ja tiedostaa prosessin yhtenä kokonaisuutena, hän käsittää sen objektina. Tässä vaiheessa oppija pystyy tutkimaan prosessin ominaisuuksia ja luomaan toimintoja, jonka kohteena on kyseinen prosessi.  Esimerkiksi oppija pystyy tarkastamaan, onko yhteenlasku modulo 20 vaihdannainen laskutoimitus tai onko sillä neutraalialkiota. 





Kun oppija liittää samaan aiheeseen liittyviä objekteja ja prosesseja mielessään toisiinsa,  hän muodostaa skeemaa (schema). Esimerkiksi laskutoimituksen käsitteeseen liittyy osana, että laskutoimitukseen osallistuvat alkiot ja laskutoimituksen ‘tulos’ ovat annetussa joukossa. Tätä käsitettä varten oppija joutuu siis yhdistämään tai linkittämään kahden muuttujan funktion ja joukon käsitteet niin, että syntyy skeema ‘laskutoimitus’. 





ISETLissä oppija voisi osana tätä skeemaa muodostaa esimerkiksi funktion onko_suljettu syötteenään joukko A ja kahden muuttujan funktio op, ja joka palauttaa totuusarvon true tai false sen mukaan, ovatko toimituksen op tulokset joukossa A:





onko_suljettu:=func(A,op);


	return forall a,b in A: a .op b in A;


	end;





ISETL-ohjelmointikieli auttaa opiskelijaa muodostamaan näitä mentaalisia konstruktioita, jotka vaaditaan käsitteen oppimiseksi. ISETL vaatii, että oppija ilmaisee matemaattisen ajatuksensa täsmällisesti ISETL-syntaksin mukaan, ja koska tämä syntaksi on hyvin lähellä matematiikan kieltä, oppija samalla oppii myös sitä. Funktiot, jonot ja joukot tulevat tutuiksi, kun niitä muodostetaan tietokoneella. Lisäksi abstraktin algebran tapauksessa objektit, joita manipuloidaan, ovat usein hankalia käsitellä kynän ja paperin avulla (esimerkiksi permutaatiot tai modulaariset kertolaskuryhmät). 





Liitteissä 1,2 ja 3 on esimerkkejä kurssilla tehdyistä ISETL-harjoituksista. 





Opiskelijoiden palautetta ISETListä


Seuraavat tiedot perustuvat palautelomakkeeseen, jonka palautti 43 kurssin 45:stä opiskelijasta. 


Palautelomakkeessa oli kysymys 


Mielestäni ISETL sopii algebran kurssin opiskeluun  ( erittäin hyvin   ( kohtalaisen hyvin   ( en osaa sanoa   ( melko huonosti   ( erittäin huonosti. 


Tämän kysymyksen vastausten jakauma on alla olevassa kuvassa 1: 


�


Kuva � SEQ Kuva \* ARABIC �1�: Isetlin sopivuus algebran opiskeluun





Yhteensä kahdeksan henkilöä 43:sta oli sitä mieltä, että ISETL ei sovi algebran opiskeluun, viisi ei osannut sanoa ja loppujen 30 opiskelijan mielestä se sopii algebran opiskeluun. 


Seuraavassa on opiskelijoiden kommentteja ISETLin käytöstä ja sen hyödystä palautteesta. Yleisesti ottaen suurin osa opiskelijoista oli kokenut, että ISETListä on ollut jotain apua. Se on auttanut ymmärtämään joitakin asioita tai auttanut käsitteiden hahmottamisessa. Muutamat olivat sitä mieltä, että ISETListä ei ollut mitään hyötyä, ja muutamat ylistivät sitä todella hyväksi. Lisäksi monet mainitsivat, että ISETLin käyttö oli aluksi todella vaikeaa, mutta helpottui loppua kohden. 








“Aluksi se oli yhtä tuskaa, koska sen käyttöä ei tuntunut millään oppivan,  mutta loppua kohden siitä alkoi päästä jyvälle. Asiaa olisi ehkä helpottanut se, jos olisin harjoitellut omalla ajalla, mutta kun ei ollut aikaa... Sillä oli suhtellisen helppoa tarkistaa, menivätkö omat päättelyt jonkin asian suhteen  oikein vai eivät. (Tosin siltä ei saanut yleensä saanut apua siihen, missä omat päättelyt eivät menneet oikein!). Toisaalta ISETListä ei välttämätta ole juurukaan hyötyä uuden asian opettelemisessa. Voisi ehkä muuttaa harjoitusten ja luentojen järjestystä: uusi teoria käsitellään luennolla ja sitten käytäntöä kokeillaan harjoituksissa.”





“ISETL:n käyttö kokeneelle ohjelmoijalle ei nyt ollut sen omituisempi juttu. Käskyt tosin oli vaikea muistaa (jotenkin aina vertasi ohjelmointikieliin, mikä taas on aivan eri asia). ISETL:n käyttö oli mielenkiintoista, sillä koneelta sai lähes aina tarvitsemansa palautteen. ISETL on vanhanaikainen ohjelma, mutta toimii riittävän hyvin.


Kone laskee aina siten kuin käyttäjä haluaa. Ihminen laskee mitä sattuu. Koneen palautteesta on hyötyä asioiden ymmärtämiselle käytännön tasolla. Funktiota ei voi tehdä ymmärtämättä asiaa, jolloin funktioiden teko on erinomainen mittari omasta osaamisesta.”





“Aluksi tuntui ihan turhalta tehdä niitä harjoituksia, mutta sitten kun huomasi luennolla, että melkein kaikki asiat olivat uusia (ei siis aiemmin koulussa opittua), niin oli hyvä, että asioihin oli tutustunut jo hieman aiemminkin. Olisi helpompi kertoa ohjelman hyödystä, jos joka asiasta, jota luennolla käsitellään, ei olisi ensin tehnyt näitä harjoituksia, mutta uskon että siitä oli jotain hyötyä, ei ainakaan haittaa.”





“Ohjelman käyttö oli yllättävän helppoa myös tälläiselle henkilölle, joka ei ole tietokoneisiin tutustunut juuri lainkaan. Harjoituksissa pyöritellään samoja komentoja,joten kerralla ei tule liian suuria paketteja opittavaksi. Harjoitukset tuovat mukavan vaihtelun luentojen lomaan.


Erillaiset merkintätavat ovat jääneet helposti mieleen, mutta ISETL-merkinnät ovat myös sekoittuneet matematiikassa käytettävien merkitöjen kanssa.”  





“ISETL-ohjelman käyttö oli ihan mielenkiintoista vaikka välillä vähän vaikeaakin. Oli hyvä, että ISETL-harjoitukset tehtiin ryhmissä, koska tällöin tehtäviä ei  tarvinnut miettiä yksin. Onneksi myös harjoitusten pitäjiltä sai tarvittaessa apua.


Kopioin jo kurssin alussa ISETL-ohjelman kotikoneelleni, joten olen voinut harjoitella ISETLin käyttöä myös kotona, mistä onkin ollut hyötyä.


ISETLin käytöstä on ollut hyötyä algebran opiskeluun. KOska ISETL-harjoituksissa on käyty  läpi asioita, joita ei aina ole käsitelty vielä luennoilla, on luennoilla ollut sitten jo jonkinlainen käsitys opetettavista asioista. Toisaalta ISETL-tehtävät ovat tuntuneet  joskus vaikeilta, koska kaikkia tehtäviin liittyviä asioita ei ole vielä käsitelty  luennoilla.”





“Ohjelman käyttö oli hyödyllistä, mutta aivan aluksi olisin kaivannut selvää ohjeistoa, kuinka tietokonetta käytetään ja kuinka tämä kyseinen ohjelma toimii. Ohjlman käyttö oli aluksi todella vaikeaa, mutta loppua kohti se helpottui. Mielestäni se oli hyvin hyödyllistä myös muita kursseja varten. Koin tunnit kuitenkin mukaviksi!!!


En ole aivan vakuuttunut kuinka paljon ohjelmasta oli hyötyä, mutta varmasti enemmän kuin jos sitä ei olisi ollut. Hyötynä ehkä uusien asioiden konkreettinen sisäistäminen. Asiat eivät jääneet niin kaukaisiksi. Positiivinen kuva!!”





“Tylsää ja työlästä. Ei mitään hyötyä.”





“Alussa tuotti hieman vaikeuksia, vaikkakin ohjelmoinnin alkeista oli hyötyä. Muuten on hyvä, että tietokoneiden käyttöä tuodaan matematiikan opetukseen.


On se jonkun verran valaissut asiaa, mutta joskus on käynyt niin, ettei siitä ollut juurikaan paljon hyötyä.”





“Tylsää ja aika hankalaa. Suurin osa ajasta meni sähläämiseen ohjelman virheilmoituksien kanssa.


Vähän siitä on ollut hyötyäkin. On pakostakin joutunut miettimään etu käteen mitä tuleman pitää. Suurin osa ajasta on kuintenkin mennyt isetlin käytön opettelemiseen ja miettimiseen mitähän missäkin on väärin kun errorit vaan vilisee kuvaruudulla.”





Kokonaisuutena minulle on jäänyt sellainen kuva, että ISETLin käytön höydyllisyys riippuu henkilöstä. Jotkut ovat kokeneet sen täysin hyödyttömäksi ja vaikeaksi vielä kurssin loppuvaiheessakin, toisten mielestä työskentelystä on ollut paljon hyötyä. Kurssin alkupuolella olisimme ehkä voineet edetä hieman hitaammin ja perusteellisemmin ISETLin käytössä, sillä monista opiskelijoista tuntui, että alussa he eivät ymmärtäneet siitä mitään. 





Ehkä ei ole olemassa sellaista opetusmenetelmää, joka sopisi jokaiselle kuin nyrkki silmään. Yhdelle tämä menetelmä on hyvä, toiselle jokin toinen olisi parempi. ISETLin käytön vaikeus voi tosin johtua jostain muustakin; ehkäpä kyseiset henkilöt eivät koskaan ole joutuneet paneutumaan siihen niin syvällisesti, että olisivat ymmärtäneet, mistä on kysymys, vaan joku heidän ryhmässään on ratkonut tehtävät niin valmiiksi, että heidän ei ole tarvinnut ponnistella asian eteen. 





Arvioisin kuitenkin, että suurin osa opiskelijoista on hyötynyt ISETL-harjoituksista, varsinkin sen kautta, että he ovat tutustuneet asioihin etukäteen ja joutuneet pohtimaan niitä jo ennen tarkkoja todistuksia. Joku saattaisi väittää tähän: “Silloinhan kynä-paperi -harjoitukset ajaisivat saman asian!” En usko tähän. Tietokoneen ääressä on luontevaa keskustella ja etsiä ratkaisua ongelmaan. ISETLin avulla opiskelija voi kokeilla, mitä tapahtuu tarvitsematta laskea kaikkea käsin. Erilaisten funktioiden kirjoittaminen ISETLillä pakottaa syventymään käsitteiden määritelmiin, jolloin ne ymmärretään paremmin ja ehkä jäävät myös helpommin mieleen.





Mielenkiintoista olisi tietää, miten paljon ISETLin käyttö on vaikuttanut yleisten matemaattisten käsitteiden oppimiseen näiden opiskelijoiden keskuudessa. Näillä käsitteillä tarkoitan lähinnä joukko-oppia, funktion käsitettä sekä kvanttoreita ja loogisia operaatioita. Suuri osa ISETLin käytöstämme pöyri juuri näiden käsitteiden ympärillä, ja eräs opiskelija mainitsikin ISETLin käytön hyödyttäneen myös muita matematiikan kursseja. 


Ryhmätyön ihanuus ja kauheus





Ryhmässä työskentelyn on yleisesti tutkimuksissa todettu helpottavan ja parantavan matematiikan oppimista. Kotitehtävät eivät niin herkästi jää ratkeamatta, kun ryhmältä voi kysyä neuvoa, ja asioiden selittäminen toiselle auttaa omaa oppimista. Ja ryhmässä työskentely on yleensä hauskempaa kuin yksin puurtaminen. 





Toki ryhmätyöstä aiheutuu myös ongelmia. Joku ei ehkä tee omaa osuuttaan, yhteisen ajan & paikan löytäminen voi olla hankalaa. Näitä ongelmia ilmeni myös tällä kurssilla. Yhteisen paikan löytämisen helpottamiseksi yritin kurssin alussa jakaa opiskelijat ryhmiin asuinpaikan mukaan. Tämä ei tietenkään onnistunut täysin, mutta ilmeisesti yhteisen ajan löytämisestä on aiheutunut enenmmän hankaluuksia kuin paikasta. Useat ryhmät ovat käyttäneet yliopiston kahvilaa kotitehtävien tekopaikkana. 





Kokonaisuutena opiskelijat olivat kuitenkin ryhmätyön käyttöön erittäin tyytyväisiä. Tämä noussee siksi kurssin onnistuneimmaksi piirteeksi. Viisitoista opiskelijaa mainitsi sen olleen parasta kurssissa. Luennoitsijan näkökulmasta on hankala arvioida ryhmätyön hyödyllisyyttä, sillä olen vain nähnyt työn tulokset kotitehtävien muodossa, enkä pysty niitä vertaamaan aikaisempiin vuosiin tai mihinkään muuhunkaan. Kokonaisuutena opiskelijat olivat tehneet kotitehtäviä oikein hyvin, ja monista papereista näkyi, että niihin oli käytetty aikaa tuntikausia. Opiskelijoiden omien kommenttien perusteella ryhmätyöstä on todella ollut paljon hyötyä.  





“Ryhmätyö oli antoisaa ja mukavaa.”





“Jos joutui selittämään jotakin asiaa, sitä tuli pohdittua paremmin.”





“RYHMÄSTÄ ON HYÖTYÄ! Kaikista tehtävistä en olisi millään selvinnyt yksin. Kun vastaan tuli tehtävä, johon kukaan ei osannut ratkaisua, löytyi kuitenkin aina joltakin kipinä, joka johti RYHMÄSSÄ uusiin oivalluksiin. Tästä ratkaisukin löytyi, mutta yksin siitä ei olisi tullut mitään.”





“Oli, ainakin muille ryhmän jäsenille. Itse olen ollut hieman turhautunut kotitehtäviin.“





“Oli hyötyä.Ei tarvinnut pohtia tehtäviä itsenäisesti ja muut antoivat neuvoja.”





“Oli ihan kiva tehdä kotitehtävät ryhmässä. Tehtävät sai paremmin tehtyä, kun jos joku kohta mätti, niin joku toinen kertoi sen, ja taas päästiin eteenpäin. Ja jos ei vaikka tajunnut jotain asiaa, niin oli toinen, joka sen selitti ymmärrettävällä tavalla.  Ja ryhmätyöskentelyssä ei voi vaan ajatella itseään, vaan on tsempattava koko ajan, koska omat (esim. pistareissa) arvosanat vaikuttavat toisillekin, ja ei mielellään haluaisi olla "huonontamassa" toisten arvosanoja.“





“No ei siitä ollut paljoakaan hyötyä ,mutta eipä juuri haittaakaan. Itse en oikei aina pysynyt mukana mitä muu ryhmä teki, mutta kotona katsottuani asiat kyllä selkeytyi. En useinkaan kerennyt katsomaan ryhmä harjoituksia ennen sovittua tapaamista joten kelkassa pysyminen oli hieman hankalaa välillä.“





“RYHMÄTYÖ: Osaksi on. Tosin ryhmät ovat liian suuria. Optimikoko 2-3 henkeä. Ja ryhmätyöskentelyä on liikaa, ryhmistä ei kuitenkaan ole mahdollista tehdä niin homogeenisia, että kaikki ryhmän jäsenet tekisivät tasapuolisesti töitä. Myös itsenäiseti tehtäviä harjoituksia pitäisi mielestäni olla.


RYHMÄN HOMOGEENISUUS: Erittäin heterogeeninen... ja siitä on vain haittaa, kun vain muutama ryhmän jäsen yleensäkään tekee mitään.”





“Ryhmätyöstä oli hyötyä. Jollekin ryhmän jäsenelle jokin asia oli helpompi kuin


toiselle, jolloin hän pystyi asiaa selvittämään muille.


RYHMÄN HOMOGEENISUUS: Alkuvaikeuksien jälkeen homogeeninen. Hyödytti työskentelyä.”





“Ryhmätöistä oli hyötyä ja haittaakin. Hyötyä oli se, että pystyi kysymään muilta


apua, jos itse ei osannut tai ymmärtänyt jotain tehtävää. Haittaa taas oli se, että


aina ei kehdannut miettiä tehtäviä kunnolla, kun luotti siihen, että muut ryhmän


jäsenet osaavat tehdä sen.”





“Ainakin on tutustunut uusiin ihmisiin ja omalta ryhmältään voi aina kysyä 


neuvoa. Ryhmässämme on saatu asiat aina selvitettyä, niin että kaikki 


voisivat ainakin tajuta. 


RYHMÄN HOMOGEENISUUS: Erittäin heterogeeninen, mistä oli pelkästään hyötyä, sillä tehtävien jako luonnistui helposti.”





“Kotitehtävien tekeminen ryhmässä on ollut hyvä asia. Olemme yleensaä katsoneet


tehtäviä jo etukäteen kotona, miettineet niitä ja ratkaisseet niitä mahdollisuuksien mukaan. Sitten kun olemme tehneet tehtäviä yhdessä, olemme voineet kysyä toisiltamme apua niihin tehtäviin, joita emme yksin ole ymmärtäneet. Ryhmätyöstä oli siis hyötyä, koska asiat ymmärsi paremmin, kun niitä joutui miettimään toisten kanssa ja mahdollisesti selittämäänkin joskus toisille.”





“Ryhmissä tehty työ oli mielestäni erinomainn ratkaisu, koska joku aina ryhmästä tiesi vastauksia ja sitä kautta muutkin. Haittaa aiheutti, kun ryhmälle ei löytynyt sopivia yhteisiä aikoja työskentelyyn. Jäi saamatta todella hyvä ja yhtenäinen ryhmähenki. positiivista oli kun kaikki eivät ollet samasta pääaineesta, niin eri näkökulmia löytyi!! Kotitehtävien tekeminen sujui muuten ihan mukavasti. Eipä ole liiemmin valittamista.”





Ryhmätyön ongelmia


Ongelmia on ilmennyt kaikken eniten yhteisen ajan löytämisessä. Kuten oli jo esillä, opiskelijan ‘lukujärjestys’ ei ollut pääkriteeri ryhmiä muodostettaessa, mutta ilmeisesti sen pitäisi olla. Muutamat analyysi 2 kurssilla olleet opiskelijat mainitsivat kuinka hankalaa on löytää yhteistä aikaa kahden eri ryhmän kanssa, joten sekä analyysin että algebran kurssilla olevat henkilöt kannattaisi laittaa samoihin ryhmiin, mikäli myös analyysin kurssilla on ryhmätöitä. 





Muita ongelmia on esillä taulukossa 1. Tätä taulukkoa lukiessa täytyy muistaa, että jos esimerkiksi yhdessä nelihenkisessä ryhmässä yksi jäsen on laiska eikä tee omaa osuuttaan, niin todennäköisesti ne kolme muuta ovat silloin rastittaneet palautelomakkeesta ongelman ‘Kaikki eivät tehneet omaa osuuttaan’. Taulukosta ei siis voi suoraan lukea, että kurssilla on ollut 10 opiskelijaa, jotka eivät ole tehneet omaa osuuttaan, vaan että 10 opiskelijaa on kokenut, että heidän ryhmässään on ollut tällainen ongelma.


Ongelma�
Lukumäärä�
�
Yhteisen ajan löytämisen vaikeus�
22�
�
Tehtävien tekotilan löytämisen vaikeus�
4�
�
Ryhmän jäsenten asuinpaikkojen väliset pitkät välimatkat �
10�
�
Kaikki eivät tehneet omaa osuuttaan�
10�
�
Viestit esim. siitä, ettei pääsekään tulemaan, eivät kulkeneet ryhmän sisällä�
8�
�
Joku teki suurimman osan ryhmätöistä itse�
8�
�
Joku selvästi dominoi ryhmän toimintaa�
3�
�
En ymmärtänyt toisten tekemien tehtävien ratkaisuja�
8�
�
Joku selvästi pyrki vetäytymään ryhmän toiminnasta�
7�
�
Taulukko � SEQ Taulukko \* ARABIC �1�: Ryhmätyön ongelmia


Muut opiskelijoiden palautteessa mainitsemat ongelmat olivat: 





“Yksi ryhmän jäsen ei juo kahvia eikä teetä.”





“Yksi ryhmäläinen liian hidas, myöhästeli sovitusta ajasta...ja toiminta hidasta


kului mielestäni liikaa aikaa tehtävien tekoon, siksi olisin halunnut tehdä yksin


olisi saanut tehdyksi nopeammin...”





“On aika turhauttavaa, kun kaikki eivät ole mukana täysillä. Jos pistokkaita ja


tehtäviä on rästissä hirveä läjä, niin se vaikuttaa myös muuhun ryhmään.”





Ongelmista huolimatta vain harva oli sitä mieltä, että ryhmätyöstä ei ole hyötyä. Kukaan ei maininnut, että se pitäisi poistaa kurssilta. Ryhmätyöhön suoranaisesti liittyviä muutosehdotuksia tuli esille vain pari kappaletta. Nämä ehdotukset olivat 


ryhmät samantasoisiksi, esim. ei kaikkia eka vuoden opiskelijoita samaan ryhmään. 


pienemmät ryhmät, 2-3 henkeä


ryhmätyötä vähemmäksi


Lisäksi oli ryhmätyön arvosteluun liittyviä muutosehdotuksia, niistä myöhemmin.





Paras tapa puuttua useimpiin ryhmätyön ongelmiin on keskustella ryhmäläisten kanssa ongelmien ilmetessä ja jo ennen sitä. Ed Dubinsky kollegoineen suosittelee, että kurssinpitäjä tapaisi kunkin ryhmän kanssa esimerkiksi joka toinen viikko.  Tämä ei kuitenkaan toteutunut tuossa laajuudessaan.





Keskustelin kaikkien ryhmien kanssa kaksi kertaa kurssin aikana niin, että kokoonnuimme erikseen sovittuna ajankohtana jonnekin, yleensä tietokoneluokkaan. Koin itse ongelmana sen, että minulla ei ollut omaa työhuonetta, joten minun piti metsästellä sopivaa tapaamispaikkaa ympäri rakennusta. Tapaamisia olisi pitänyt suorittaa useammin. Toisin sanoen olin ehkä liian laiska järjestämään niitä. Näissä tapaamisissa kuulostelin ryhmän kuulumisia sekä kyselin, miten he ovat kokeneet ISETL-harjoitukset ja luennot. Tapaamisissa kukaan ei tuonut esille sentyyppisiä ongelmia, että joku ei tee omaa osuuttaan, mikä on ehkä ymmärrettävää, sillä koko ryhmän läsnäollessa voi olla hankala puhua tällaisista asioista. 





Olin sanonut kurssin alussa, että ongelmien ilmetessä he voivat ottaa yhteyttä minuun. Tätä ei tapahtunut kovin paljoa, vain kaksi kertaa. Noin puolivälissä kurssia kolme opiskelijaa ilmoitti minulle, että heidän ryhmänsä neljäs jäsen ei tee mitään ja että se on suuri ongelma. Tämän jälkeen keskustelin sekä kyseisen opiskelijan että noiden kolmen kanssa henkilökohtaisesti, ja seuraavalla viikolla tilanne oli lauennut ja kaikki oli taas hyvin.  Aivan kurssin lopussa taasen kaksi opiskelijaa valitteli minulle sitä, että heidän ryhmänsä eräs jäsen on lähtenyt pois Joensuusta koko viikoksi. Tälle ongelmalle en voinut tehdä mitään, sillä kurssi oli jo aivan lopussa. 





Muut ryhmät eivät siis tulleet sanomaan minulle ongelmistaan. Palautteesta (ja muutenkin) käy ilmi, että muutamassa ryhmässä on ollut niitä, jotka eivät ole hirveästi panostaneet opiskeluun ja se on haitannut ryhmän toimintaa. Kurssin alussa ryhmäläisille annettiin ohjeet kieltää tällaista ryhmän jäsentä allekirjoittamasta kotitehtäväpaperia, mutta ilmeisesti opiskelijat eivät ole näin tehneet. Ehkä sitä olisi pitänyt korostaa myös kurssin aikana. 





Toinen apukeino olisi kontrolloida kotitehtävien tekoa. Tavallisestihan tämä tapahtuu niin, että laskuharjoitustilaisuudessa opiskelija rastittaa ne tehtävät, jotka hän on valmis esittämään taululla. Tämä käytäntö ei suinkaan ole estänyt kopiointia eikä koskaan estäkään. Tällä kurssilla esiintyi hyvin vähän kopiointia, vain kerran huomasin sellaista tapahtuneen, ja silloin kyseiset henkilöt sen auliisti myönsivät. Kun saa kaikkien ryhmien vastaukset itselleen tarkistettavaksi, on kopiointi helppo huomata. Kotitehtävien laskettaminen taululla vie paljon aikaa, ja jos kurssin kuudesta viikkotunnista halutaan osa käyttää tietokonetyöskentelyyn, ei mielestäni kotitehtävien tarkistukseen ole vara uhrata kahta tuntia. Sinänsä käyttämämme 45 minuuttia riitti aivan hyvin, kun opiskelijoille oli jaettu ratkaisut valmiina, ja opiskelijat pitivät niiden jakamista hyvänä käytäntönä (idea tähän oli heiltä lähtöisin). 





Tulevaisuudessa kotitehtävien tekemiseen täytynee kehittää jonkinlainen kontrollitapa. Ehkä jos kurssia kehitetään niin, että ryhmät palauttavat viikoittain ISETL-tehtävät sekä muutaman tavallisen harjoitustehtävän, ja loput tehtävät ovat yksin tehtäviä, niin näistä voidaan pitää yksi tavallinen laskuharjoitustunti viikossa.





Arviointi


Kurssin arvioinnissa haluttiin painottaa myös ryhmätyön osuutta, ja arviointimalli on otettu vastaavien (eli ryhmätyötä korostavien) Yhdysvalloissa pidettyjen kurssien arvioinnista. Kurssin arvostelu koostui monesta pienestä osasta seuraavasti:


- toinen välikoe 35 % 


- pistokkaat yht. 25 %, josta 


                 15 % yksityisistä arvosanoista 


                 10 % ryhmän jäsenten keskiarvoista 


- ensimmäinen välikoe 20% 


- kotitehtävät 20 %





Pistokkaiden tapauksessa siis myös ryhmäläisten keskiarvo vaikuttaa yksilön arvosanaan. Tällä on pyritty edistämään sitä, että ryhmä huolehtisi jäsentensä oppimisesta. Kotitehtävistä sai maksimin 20% pistemäärällä 170, kun todellinen maksimi oli 242 pistettä. Lisäksi sanoin kurssin alussa, että jos opiskelijan yksilösuoritukset (pistokasarvosanat ja toinen välikoe) poikkeavat huomattavasti ryhmän yhteisistä suorituksista (ryhmätentti ja pistokkaiden keskiarvo), lopullista arvosanaa joko korotetaan tai lasketaan. Tämä käytäntö varmistaa, ettei kukaan pääse kurssista läpio ‘toisten siivellä’ tai ettei todella hyvä opiskelija kärsi huonosta ryhmästä.





Ensimmäinen välikoe oli ryhmäkoe. Se meni erittäin hyvin, mikä osoittaa, että tentti olisi voinut olla hieman vaikeampi. Vain muutama opiskelija ei pitänyt ryhmätentistä. Suurimman osan mielestä se oli hyvä idea, ja sen tekeminen tuntui vain tavallisten kotitehtävien tekemiseltä ja oli jopa hauskaa. Muutamat olivat sitä mieltä, että siinä yksilön todellinen osaaminen ei tule esille, ja se on tietysti aivan totta, mutta ryhmätentissä ei tietenkään haluta mitatakaan yksilön osaamista. Sitä varten kurssilla on ollut testejä ja toinen välikoe. 





Valtaosa opiskelijoista oli (ehkä hieman yllättäen) sitä mieltä, että testit ovat hyviä, koska ne ‘pakottavat’ lukemaan luentomonistetta ja kertaamaan asioita jo ennen tenttiä. Niitä pidettiin tärkeinä ja sopivina perusasioiden kertaukseen. Kysyin niissä käsitteiden määritelmiä, pyysin antamaan esimerkkejä sekä ottamaan kantaa oikein/väärin väittämiin. Yhteensä yhdeksän opiskelijaa antoi ymmärtää palautteessaan, ettei pitänyt testeistä. Perusteluina esitettiin, että ne eivät kuulu yliopistoon, ne ovat olleet ahdistavia ja että testi ei jaksanut kiinnostaa varsinkaan pikkujoulun jälkeen. 





Seuraavissa kuvissa 2-5 ovat pidettyjen testien jakaumat. Asteikko ei ole ihan tasavälinen, sillä pylväässä ‘hylätty’ on aina suurempi pisteväli kuin muissa pylväissä. 





�		�


	Kuva � SEQ Kuva \* ARABIC �2�: Testin 1 tulokset 		Kuva � SEQ Kuva \* ARABIC �3�: Testin 2 tulokset





�		�


	Kuva � SEQ Kuva \* ARABIC �4�: Testin 3 tulokset			Kuva � SEQ Kuva \* ARABIC �5�: Testin 4 tulokset





Viimeisessä testissä neljä henkilöä sai vain yhden pisteen vähemmän kuin ‘läpipääsyn’ rajan. Kaikkien testien keskiarvot olivat siinä arvosanan 2- hujakoilla,mutta kuten jakaumista näkyy, se ei kerro koko totuutta. 





Useimmin arvostelusta esitety kommentit olivat, että sitä pitäisi yksinkertaistaa ja poistaa ryhmän jäsenten testitulosten ja oman arvosanan välisen yhteys. Olen samaa mieltä siinä, että arvostelu voisi olla yksinkertaisempi. Toisaalta opiskelijat ovat pitäneet testeistä, joten ne puoltavat paikkaansa. Yksinkertaistus voisi tulla siitä, että jättäisi pois ryhmän keskiarvon vaikutuksen testeissä.





Toinen välikoe osoittautui vaikeaksi. Olin tarkoittanutkin sen vaikeaksi, sillä ennen sitä suurin osa opiskelijoista oli teknisesti jo saanut kurssin läpi, joten sen tarkoituksena oli sitten erotella osaajat. Monet sotkivat ensimmäisessä tehtävässä (joka sinänsä liittyi isomorfismeihin) käsitteen ‘alkion kertaluku’ käsitteeseen ‘ryhmän kertaluku’, ja saivat kauniisti nolla pistettä. Tämä käsite ei suoranaisesti ollut koealueessa, joten muisti on ilmeisesti tehnyt tepposet monille. Jotkut olivat lisäksi sotkeneet tämän käsitteen käsitteeseen ‘alkion monikerta’.





Toinen välikoe meni siis pisteissä mitattuna huonosti. Se olisi tehtäviensä puolesta ehkä sopinut ryhmätentiksi tai tentiksi, jossa saa olla muistiinpanot mukana. Tämä tietysti vaikutti alentavasti kurssin lopullisiin arvosanoihin. Kuvassa 6 on kurssin lopulliset arvosanat. Huom! Pylväs ‘3-’ puuttuu kuviosta, sillä kukaan ei saanut kyseistä arvosana.


�


Kuva � SEQ Kuva \* ARABIC �6�: Lopulliset arvosanat


Tuntemuksia


Kurssin pitäminen on vaatinut paljon työtä, mutta toisaalta myös antanut paljon. En ole aikaisemmin pitänyt algebran kurssia, joten itse asiassakin on ollut opettelemista ja kertaamista. Olen kurssin aikana kirjoittanut opiskelijoille jaettavan luentomonisteen, johon on mennyt melko paljon aikaa. Lisäksi tällaisen uudenlaisen kurssin suunnittelu vie aina enemmän aikaa kuin vanhojen menetelmien käyttö. Kotitehtävien korjaukseen on kulunut viikoittain noin kaksi tuntia, eli ei mitenkään mahdottomasti.





Kurssin pito on kuitenkin ollut hyvin mielenkiintoista ja innostavaa. Suurin kokemani hankaluus on ehkä ollut oman työhuoneen puute opiskelijaryhmien tapaamisten järjestämisessä.  ISETL-harjoitukset saa ehkä toimivammiksi tekemällä niistä ohjatumpia. ISETL-harjoitusten tekemisestä voisi antaa pisteitä, mikä kannustaisi tekemään niitä enemmän ja paremmin. Tällä kurssilla oli loppuopuolella havaittavissa pientä väsymystä sen suhteen. Osa kotitehtävistä voisi ehkä olla yksilötehtäviä. Joku opiskelija mainitsi palautteessaan kurssin heikkoudeksi kahdet demot: tietokonedemot ja tavalliset. Ehkä näitä voisi jotenkin yhdistää niin, että ryhmät palauttaisivat viikoittain ISETL-tehtäviä sekä joitakin tavallisia (kenties vaikeampia) harjoitustehtäviä, ja loput tehtävät olisivat yksilötehtäviä. Ongelmaksi jää silloin kotitehtävien tarkistusajankohta, mikäli ISETL-harjoituksiin käytetään samat kaksi tuntia kuten tälläkin kurssilla. 





Mielestäni tämänmuotoisella kurssilla on oma paikkansa jopa yliopistomatematiikassa. Nykyajan ihmiset joutuvat työskentelmään ryhmissä, joten matematiikan opiskeleminen ryhmässä on hyvää valmennusta tähän sen lisäksi, että ryhmässä työskentely auttaa useimpia oppimaan matematiikkaa paremmin. ISETLin käyttö on myös hyvin perusteltua. Uskon, että sopivilla järjestelyillä algebrasta saa oikein hyvän ja toimivan kurssin, johon sekä kurssinpitäjä että opiskelijat voivat olla tyytyväisiä. 


Lähde


ISETL:A Programmin Language for Learning Mathematics, Ed Dubinsky, Communitacions on Pure and Applied Mathematics, Vol XLVIII, 1-25 (1995)


�
Liitteet


Liite 1.  ISETL-harjoitukset 3.


	


Tehtävä 1.


	


Olkoon m � EMBED Equation.2  ���N ja ja a,b � EMBED Equation.2  ��� Z. Luvut a ja b ovat kongruentteja modulo m, jos m | (a-b). Merkintä:  � EMBED Equation.2  ���( b mod m.  Kirjoita funktio kongruenttiko, joka tutkii, onko luku a kongruentti luvun b kanssa modulo m. Funktiollasi on siis kolme syötettä a,b ja m. Tätä funktiota tarvitaan myös muissa tämänpäiväisissä tehtävissä.


Onko tämä myös matemaattisessa mielessä funktio? Miksi? Mikä on sen määrittelyjoukko? Entä maalijoukko?


Tehtävä 2.


Aseta ISETLissä !setrandom off, niin ISETL ei luettele joukon jäseniä satunnaisesti. Olkoon kaikissa tämän tehtävän kohdissa k in [-20..20].


a) Muodosta kokonaislukujen k  joukko kon3, jotka ovat kongruentteja kolmen kanssa modulo 5.


b) Muodosta kaikkien niiden kokonaislukujen k  joukko kon4, jotka ovat kongruentteja neljän kanssa modulo 5, sekä joukot kon1, kon2 ja kon5 ja kon0. Mitkä kaksi muodostamistasi joukoista ovat samoja? Miksi?


c) Mikä on äskeisten joukkojen unioni?


d) Muodosta niiden kokonaislukujen x joukko, joiden jakojäännös jaettaessa viidellä on kolme. Mitä huomaat?


e) Mikä on kon1 inter kon2? Entä muille joukkopareille? Miksi?





Tehtävä 3.


a) ISETL komento iff vastaa matematiikan ilmausta 'jos ja vain jos'. Se tulee englannin kielen vastaavasta ilmaisusta 'if and only if', joka usein lyhennetään 'iff' aivan kuten suomalainen 'jos ja vain jos' lyhennetään joskus 'joss'. Esimerkiksi väite


a on parillinen luku, jos ja vain jos a mod 4 ei ole 1 eikä 3


voitaisiin ISETLillä kirjoittaa näin:


 >(a mod 2 = 0) iff (a mod 4 /=1 and a mod 4 /=3);


Miten tarkistat äskeisen väitteen todenperäisyyden kaikille a ({1,2,...100}?


b) Mitä seuraava koodinpätkä tekee?


forall x,y in [-50..50] : kongruenttiko(x,y,7) iff kongruenttiko(y,x,7);


Entä tämä:


forall x,y,m in [1..20] : kongruenttiko(x,y,m) iff kongruenttiko(y,x,m);


Muotoile edellinen ISETL-käsky matemaattisilla symboleilla.


c) ISETL-komento impl vastaa matematiikan 'jos-niin' ilmausta. Esimerkiksi väite ''Jos a on jaollinen neljällä, niin a on jaollinen kahdella'', kirjoitettaisiin ISETLissä näin:


(a mod 4 = 0) impl (a mod 2 = 0);


Miten tutkit ISETLillä äskeisen väitteen todenperäisyyttä kaikille a ({-50,-49,...,50}?


Entä miten tutkisit ISETLillä seuraavaa väitettä ?


Kaikilla kokonaisluvuilla a,b,c ja kaikilla m ( N on voimassa 


a ( b(mod m) ja b ( c(mod m)    (  a (  c(mod m).


(tutki tätä vain muutamalla luvun m arvolla)


	


Tehtävä 4.


Tutki seuraavien väitteiden todenperäisyyttä. Anna luvulle m esimerkiksi arvoja 5,6 ja 7. Mikäli jokin väitteistä on joskus totta ja joskus ei, niin yritä selvittää, mikä erottaa ne 'todet' tapaukset niistä, joissa väite ei ole totta.


1. Jos a  ( b(mod m) ja c ( d(mod m), niin a + c ( b + d(mod m).


2. Jos a ( b(mod m) ja c ( d(mod m), niin ac ( bd(mod m).


3. Jos ac ( bc(mod m), niin a ( b(mod m).


	


Tehtävä 5.


Tutki, millaisissa tapauksissa yhtälön


ax ( 1 (mod m) 


ratkaisut ovat kaikki keskenään kongruetteja modulo m (a on kokonaisluku, m ( N.


	


Tehtävä 6.


Mitä on ap-1(mod ) p kun p on alkuluku?





Tehtävä 7.	


Onko totta:


Jos a2  ( b2(mod m), niin joko a  ( b(mod m) tai a  ( -b(mod m).


Entä jos m on alkuluku?


�
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!include joukot.ise 


!include ryhma.ise 


!ids


Huomaa, että joukot.ise tiedostoon on lisätty Z13, s13 ja k13 sekä D4 permutaatiomuodossa. Tämän viikon ISETL-harjoituksista osa tulee myös kotitehtäviksi. Joten kannattaa ehkä kopioida myös joukot.ise ja ryhma.ise tiedostot itselle, mikäli ette kerkeä tehdä kaikkia tunnilla.


Tehtävä 1. Aliryhmä


Määritelmä. Olkoon (G,o) ryhmä. Jos H ( G ja (H,o) on itsekin ryhmä, niin H on ryhmän G aliryhmä.


a) Tarkista joko ISETLin avulla tai ilman, onko H ryhmän G aliryhmä. Mikäli ei, tutki miksi.


1) G = Z20, H on joukon Z20 parilliset alkiot, laskutoimitus on +20.


2) G = S4, H on niiden permutaatioiden joukko, jotka pitävät alkion 2 paikallaan.


3) G = S4, H = {[2,3,4,1],[4,3,2,1]}


3) G = Z12, H={0,1,2,3}.


4) G = Z12, H={0,3,6,9}.


5) G = Z20, H={0,3,6,9}.


6) (Visetl) G = Q, H = Z.


7) (Visetl);G = D4, H on kiertojen joukko.


Mitä ryhmän määritelmän ehtoa EI tarvitse enää erikseen tarkistaa aliryhmätestauksessa? _________________________________


b) Kirjoita funktio onko_aliryhma, jonka syötteenä ovat joukot H ja G sekä laskutoimitus . Funktiosi tarkistaa, onko H ryhmän G aliryhmä, ja ottaa huomioon edellä löydetyn seikan, eli että kaikkia ryhmän määritelmän vaatimuksia ei tarvitse enää tarkistaa. Huom! subset-komento testaa 'osajoukkoutta', esim. {0,2} subset {0,2,5,4} palauttaa true.


c) Etsi kaikki ryhmän (Z12,+12) aliryhmät. ______________________________________


Etsi kaikki ryhmän (Z5 \ {0},(5) aliryhmät.___________________________________


d) Kaikkien äskeisten esimerkkien perusteella, näyttäisikö ryhmän kertaluvulla ja aliryhmän kertaluvulla olevan mitään yhteyttä? ________________





Tehtävä 2. Syklinen aliryhmä


a) Suorita komento nimea_ryhma(Z12,s12). Valitse alkio a ryhmästä Z12. Muodosta joukko {ai | i ( Z} ISETLin avulla. Potenssien löytämiseksi käytä pot-funktiota. ISETLissä et voi antaa i:n olla mikä tahansa kokonaisluku, vaan sinun pitää rajata i jollekin välille, esimerkiksi i in [-20..20]. Alkio a = _____ Joukko {ai | i ( Z} =  _____________ Onko tämä joukko ryhmän Z12 aliryhmä?   (vertaa 1.c)


Kokeile samaa jollekin toiselle alkiolle: nyt a on  _____ ja a:n potenssien joukko on _________, se on/ei ole aliryhmä.


b) Sama ryhmässä S4. Valittu alkio a on  ________. Joukko {ai | i ( Z}= __________ Se on/ei ole aliryhmä.


c) Sama kuin edellä mutta ryhmässä Z. Valittu alkio on  ______. Joukko {ai | i ( Z} on  _________ Se on/ei ole aliryhmä.


d) Ryhmässä (R\{0},( ) eli reaalilukujen kertolaskuryhmässä. Valittu alkio on _____. Joukko on __________. Se on/ei ole aliryhmä.


Tehtävä 3.


a) Mitä seuraava funktio, joka olettaa, että nimea_ryhma on suoritettu, tekee? 


virit:=func(g);


 return {pot(g,n) : n in [-#G..#G]};


end;


b) Suorita komento nimea_ryhma(Z12,s12). Mitä on virit(4)? Entä virit(3)?


c) Mihin kysymykseen vastaa koodi


exists x in G:virit(x)=G;


Mille tutuille esimerkeille (esimerkiksi Z6, Z12, Z20, Z, Z5\{0},(5), (Z13\{0}, (13), S3, D4, (R\{0},(  ) tämä on totta? 


Mikä alkio x silloin on kyseessä?


Tehtävä 4: sivuluokat


Olkoon  G = Z6.Valitse mikä tahansa tämän ryhmän ei-triviaali aliryhmä H. Aliryhmä H =_________. Muodosta ISETLillä joukko {h +6 2 : h ( H}, ja luettele joukon alkiot: {h +6 2 : h ( H} = ____________. Tätä joukkoa merkitään matematiikassa H+2, mutta ISETL ei hyväksy semmoista nimeä, ja voit nimetä kyseisen joukon esimerkiksi nimelle h2}.


Otetaan nyt alkio 3 joukosta G. Silloin H + 3={h +6 3 : h ( H}= _______________


Käy näin läpi kaikki joukon Z6 alkiot, ja muodosta vastaavat joukot H + g, joita kutsutaan aliryhmän H ja alkion g määräämiksi sivuluokiksi.


H+0= _________________ H+1=__________________


H+2=__________________ H+3=__________________


H+4=__________________ H+5=_____________________


Montako erilaista sivuluokkaa sait?  Mikä oli aliryhmän H kertaluku? ja ryhmän Z6 kertaluku?


Tee sama ryhmälle (Z5\{0},(5) .  Olkoon aliryhmänä H ={1,4}. Tällä kertaa kun laskutoimituksena on kertolasku, sivuluokkia merkitään pelkästään Hg, esimerkiksi H2={h (5 2: h ( H}.


g= ____ Hg=____________  g=_______ Hg=___________


g= ____Hg=_____________ g=______  Hg=______________


Montako erilaista sivuluokkaa sait?  _____ Aliryhmän H kertaluku on  ______ ja ryhmän (Z5\{0},(5)  kertaluku _____ .


Vielä kerran: ryhmänä on Z12 ja aliryhmänä H ={0,3,6,9}. Sivuluokkia ovat


g=____  H+g=___________ g= _____H+g=_________________


g=____  H+g=___________ g= _____H+g=_________________


g=____  H+g=___________ g= _____H+g=_________________


g=____  H+g=___________ g= _____H+g=_________________


g=____  H+g=___________ g= _____H+g=_________________


g=____  H+g=___________ g= _____H+g=_________________


Montako erilaista sivuluokkaa sait? _____ Aliryhmän H kertaluku on  ____ ja ryhmän Z12 kertaluku ___ .


Jos ryhmän G kertalukua merkitään o(G), aliryhmän H kertalukua merkitään o(H), niin millainen yhtälö näyttäisi vallitsevan aliryhmän kertaluvun, ryhmän kertaluvun ja sivuluokkien lukumäärän välillä?


�
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Näissä harjoituksissa tulemme käsittelemään kuvauksia ryhmästä ryhmään. Tätä varten tiedostoon ryhma.ise on lisätty koodi nimea_ryhma', joka on muuten samanlainen kuin nimea_ryhma, mutta se nimeää ryhmän ja aliryhmän alkiot 'pilkullisiksi', eli esimerkiksi se tallettaa ryhmän neutraalialkion muuttujaan e'.


Tehtävä 1


Oletetaan, että G ja G' on määritelty ajamalla nimea_ryhma ja  nimea_ryhma'. Kirjoita ISETL-funktio homomorfismiko, joka saa syötteenään funktion f ja joukon G. Se palauttaa arvon true tai false sen mukaan, päteekö ehto f(a o b)=f(a) o’f(b) kaikille a,b in G.


Tutki sitten, määrittelevätkö seuraavat funktiot homomorfismin ryhmien välille.


a) f : Z12 ( Z12, f(x) = 3xmod12


b) g: Z12( Z12, g(x) = x +12 3


c) h: Z20( Z5, h(x) = x mod 5


d) u: Z20( Z7, u(x) = x mod 7.


e) s on funktio Z20:n aliryhmältä (4( joukolle Z5, s(x) = 4x mod 5


f) t on funktio Z20:n aliryhmältä (4( ryhmälle Z5, t(x) = 5x mod 5


g) j: S3( S3, j(p) = [2,3,1] p


h) k: S3 ( S3, k(p)=[2,3,1] p [3,1,2]


i) l: S3 ( S3, l(p)=apa-1, missä a on mikä tahansa joukon S3 permutaatio.


j) F: S3 ( S3, F(p) = [1,2,3]


k) O: S3 ( S3, O(p) = [1,3,2]


l) H: S3 ( Z20, H(p) = 0,


Millainen pitää vakiofunktion S:G ( G’  olla, jotta se on homomorfismi? ____________________________________


m) U:Z ( Z, U(z)=7z


n) T: Z  ( Z, T(z)=7z+2





Tehtävä 2.


Etsi kaksi erilaista homomorfismia ryhmien Z12 ja Z6 välillä.Tarkista tulokset sekä käsin että koneella.


Tehtävä 3.


Oletetaan ,että G ja G' on määritelty ajamalla nimea_ryhma ja nimea_ryhma'. Kirjoita ISETL-funktio ydin, joka saa syötteinään funktion f. Sen tulee palauttaa niiden joukon G alkioiden joukko, jotka f kuvaa ryhmän G' neutraalialkiolle.


Etsi sitten tehtävän 1 homomorfismien ytimet.


Homomorfismin ydintä merkitään ker f. Missä tapauksissa on voimassa että ker f on ryhmän G aliryhmä? Onko se normaali?


�
Liite 4. Kurssipalautteesta


Alla on esitetty kurssikyselyssä olleiden likert-asteikollisten kysymysten jakaumat. 
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Algebra, Testi 2, 30.10 1998


	


Nimi:


	


Vastaa tyhjälle viivalle, tai ympyröi tehtävän numero jos väite on mielestäsi totta. Nämä kohdat ovat kaikki yhden pisteen arvoisia.


	


Ryhmän määritelmässä vaaditaan, että laskutoimitus on vaihdannainen.


Tavallinen kertolasku on laskutoimitus (binäärioperaatio) joukossa R.


(R, ( ) eli reaalilukujen joukko ja tavallinen kertolasku muodostavat ryhmän.


Ryhmässä Z8 on 3-2= ____________.


Ryhmässä S5 on [2,4,1,3,5]-1= __________________


Neliöjuuren otto on laskutoimitus joukossa .� EMBED Equation.2  ���


( Z17 \{0},*17) on Abelin ryhmä.


Ryhmässä G yhtälön xa = ab ratkaisu on x = _________.


Ryhmässä Z30 on  (5( = __________________.


 Jos H on ryhmän G aliryhmä, niin H on syklinen.


 Ryhmä (Zn, +n) on syklinen mille tahansa n ( N.


 Anna esimerkki vaihdannaisesta laskutoimituksesta joukossa R.  


 S4 on isomorfinen ryhmän D4 kanssa.


	


Lopuissa tehtävissä vastaa kysymyksiin. Pistemäärät on annettu suluissa.


	


14. Anna esimerkki ryhmän Z12 ei-triviaalista aliryhmästä. Minkä ryhmän Zk kanssa se on isomorfinen? (2p)


	


15. Olkoon ( laskutoimitus joukossa A. Kirjoita tähän laskutoimituksen liitännäisyyden täsmällinen määritelmä:


	


(3p)


	


16.  Miksi (Z6 \{0},*6) ei ole ryhmä? (2p)


	


Yht. 20p


