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10 Lahteita

1 Johdanto

Johdatus kurssin sisaltéon, esimerkkejé

Kurssin tavoitteita

e Oppia loogista ajattelua

— Voiko loogista ajattelua opettaa???

Oppia loogista pddttelyd

Oppia tdsmdllistd loogista paattelyé

Oppia pukemaan tadsméllinen looginen péaédttely muodolliseen muotoon

— Tietojarjestelmien maarittely, suunnittelu, toteutus ja testaus
— Maarittelysta toteutukseen

— Maarittelysta testaukseen

Oppia ymmértdmaan tietokoneen toimintaa

— Miten tietokone toimii
— Miten tietokone pééttelee loogisesti

— Miten tietokone saadaan paatteleméan loogisesti

Oppia tiedon esittamista digitaalisessa muodossa

Kerrata laskentoa muita kursseja varten

Historiaa
e Jo muinaiset kreikkalaiset...
e Samat tekniikat ovat syntyneet useasti, pienin variaatioin, eri terminologioin

1. Filosofian (ajattelun) véline
2. Matematiikan véline

3. Tietojenkasittelyn viline



e Kts. Logic in Action, kohta 1.2

1.1 Esimerkkeja loogisesta paattelysta

e Kolme asiakasta istuu poydéssé, yksi on tilannut kalaa, toinen lihaa, kolmas kasviksia.
e Tilausten jarjestystd tuntematon tarjoilija tulee tuomaan annoksia.

e Tarjoilija kysyy "Kenelle tulee liha", ja antaa liha-annoksen sille joka sen osoittaa halua-
vansa.

e Tarjoilija kysyy "Kenelle tulee kala", ja antaa kala-annoksen sille joka sen osoittaa halua-
vansa.

e Sitten tarjoilija antaa kasvisannoksen oikealle henkil6lle ilman lisdkysymyksia!

e Kuinka hin osasil?

e Merkitddn: Liha = M, Kala = F, Kasvis = V.
e Viimeiselle henkilolle valinta: M tai V tai K, el F,ei M — V.

Péattelyn eteneminen:

first answer second answer
—_— ST

Esimerkkeji loogisesta paittelysta

Kolme loogisesti paattelevid toisiaan tuntematonta asiakasta istuu ravintolassa.

Loogisesti pédtteleva tarjoilija kysyy "Ottavatko kaikki kahvia?".

1. asiakas vastaa "En tieda".

2. asiakas vastaa "En tiedd".

3. asiakas vastaa "Ei, kaikki eivat ota kahvia".
Tarjoilija osaa tuoda kaikille halukkaille kahvit oikein!

e Keille hén toi kahvit ja miten hén sen paatteli?



Esimerkkeji loogisesta paattelysta

3x3 Sudoku

Esimerkkeji loogisesta paittelysta

Faktoja ja seurauksia

Jos opiskelet ahkerasti, niin paéaset t6ihin
Meneekd nidin?  Opiskelet ahkerasti
Niinpé pédset toihin 77

Jos opiskelet ahkerasti, niin péadset téihin
Meneeko nidin?  Pééset toihin
Niinpé opiskelit ahkerasti 77

Jos opiskelet ahkerasti, niin péadset téihin
Meneeko nidin?  Et opiskele ahkerasti
Niinpé et padse toihin 77

Jos opiskelet ahkerasti, niin péadset téihin
Meneeko nidin?  Et pédse toihin
Niinpé et ole opiskellut ahkerasti 77

[Vast: TEET]

Looginen péaittely (inference) , merkitdan:

joko PP, ...,P, |, tai P,
C C
Péattely on siis "merkitty vaakaviivalla". Paattelymme on kelvollinen jos ja vain jos aina kun
kaikki premissit ("ldhtokohdat") P;, P, ..., P, ovat oikein, niin johtopa&tos C' on oikein. Toisin
sanoen:




1. jos kaikki premissit Py, Ps, ..., P, ovat tosia, niin johtopaéitos C' on myos tosi.

2. jos johtopaétos C' on vaarin, vahintddn yksi premissi P; on vaérin.

Oikea paattelykuvio
Jos opiskelet ahkerasti, niin padset téihin
Opiskelet ahkerasti
Niinpa paaset toihin
Jos A, niin B
A
Niinpa B

Oikea paattelykuvio
Jos opiskelet ahkerasti, niin padset téihin
Et padse toihin
Niinpé et ole opiskellut ahkerasti
Jos A, niin B
ei B
Niinpéa ei A

Esimerkki suomeksi
Kokonaisluku x on parillinen tai pariton
Jos z on parillinen, niin 4+ x on parillinen
Jos x on pariton, niin x + z on parillinen
Niinpé x + x on parillinen.

Miten péittelimme loogisesti?

Kokonaisluku x on A; tai A,
Jos z on Ay, niin C'

Jos x on A,, niin C'

Niinpa C.

Huom: Opimme my6s myohemmin todistamaan lauseen "Jos x on pariton, niin z + x on
parillinen" (induktiotodistus).

Miten tunnistamme kelvollisen paattelyn? LinA slides, Ch2, page 13 (33)



Joukko-oppia kiytetdan hyvéaksi tietokantojen kasittelyssa.

Ajatellaan, ettd meilld on kolme tietokantaa:

1. opiskelijoiden nimet ja osoitteet-tietokanta
Taulu 1: ’ Nimi \ Osoite ‘

2. opiskelijoiden nimet, padaineet
Taulu 2: | Nimi | Pédaine |

3. opiskelijat ja harrastukset
Taulu 3:’ Nimi \ harr 1 \ harr 2 \ ‘

Haluamme esim. kaikkien tietojenkasittelytiedetta lukevien, jalkapalloa harrastavien opiskeli-
joiden osoitteet selville. Muodostamme tauluista (joukoista) 1 ja 2 yhdisteen 1U2, jolloin saam-
me kaikkien opiskelijoiden pédaineet ja osoitteet samaan tauluun (joukkoon). Sitten otamme
yhdistetaulun ja taulun 3 leikkauksen siten, etté taulusta 3 valitsemme vain jalkapallon. Nain

l6yddmme tietokannasta jalkapalloa pelaavien opiskelijoiden osoitteet. Otamme vield siitéd tau-
lusta TKT:n lukijat.

Huom! Homman voi tehdd monella eri tavalla. MySQL:ssé voidaan tehdé kysely.

Esim: Asiantuntijajirjestelmissa kiytetdan predikaattilogiikkaa. Téman kaytolle on kehitetty
myo6s omia logiikkaohjelmointikielid, kuten PROLOG.

Esim: Onko vaikkapa sukupuu jatkuvaa ja diskreettia tietoa? Sukupuu esitetdén dikreettingd
rakenteena.

Kurssin tavoite Koettakaa oppia eraita tekniikoita ja menetelmié, sekd saamaan pohjaa ym-
mérrykselle (diskreetistd) tiedon esittémisesté tietokoneella.

2 Propositiologiikka
Logiikassa méaarittelemme

1. Atomaarisia ilmaisuja (propositioita eli véitelauseita) jotka voivat olla tosia tai epétosia.

2. Loogisia yhdysmerkkeji (konnektiiveja) joilla muodostamme uusia propositioita (yleensé:
ja’ (A), 'tai’ (V), el (7)), ’jos, niin’ (=), ’jos ja vain jos’ (joss, <>)).

3. Pddttelysddantojd jotka maéaarittelevat yksikésitteisesti millaisen johtopaédtoksen voimme
annetuista propositoista tehdé seké sen, onko johtopéaatos tosi vai epétosi.



Esimerkki

1. Jos matkapuhelinten kysynté kasvaa, niin yrityksen on laajennettava
2. Jos yritys laajentaa, niin sen on lisattéva tyontekijoita

3. Jos matkapuhelinten kysynta ..., niin yrityksen on lisattava . ..

1 ja 2 ovat premissejd (1ahtokohta, ehto), 3 on seurauslause (johtopéaétos).

Huom! Tyypillisida muotoja: JOS A NIIN B: Useissa ohjelmointikielisséd [F' A THEN B. Pro-
positio on siis A.

Loogisen padttelyn ideana on, etté jos premissit ovat tosia ja kdytetddn oikeita (valideja) paat-
telysadntojé, niin johtopadatds on oikea.

Jos johtopaétos ei ole oikea, on selvitettava onko

1. premissit vaarin vai
2. kiytetty virheellisid paattelysaantoja

Esim:

1. Téssé ohjelmssa on virhe, tai syote on virheellinen
2. Syote ei ole virheellinen
3. Ohjelmassa on virhe

Huom! Tissd kohdassa 1 atomaarisia ilmiasuja ovat “ohjelmassa...” ja "syote on...”, Niita
yhdistda TAl-konnektiivi.

Kayttamalla formaalia esitysté, jossa atomaariset ilmaisut esitetdén isoilla kirjaimilla, saamme
e.o. paattelyt muotoon

1. Jos P, niin )
2. Jos @, niin R
3. Jos P, niin R

Tamé péattely on patevd mille tahansa ilmaisuille P, ) ja R. Olkoot lauseet esim.

P : Kissa nakee kultakalan
() : Kissa nappaa kultakalan
R: Kissa syo kultakalan

Talloin paattely tulee muotoon

1. Jos kissa nakee kultakalan, niin kissa nappaa kultakalan
2. Jos kissa nappaa kultakalan, niin kissa sy kultakalan
3. Jos kissa nékee kultakalan, niin kissa sy6 kultakalan.




Tésta esimerkistd ndemme, ettd paattelysdanto on yleinen, lauseiden sisallosté riippumaton
looginen sdanto.

Huom! Johtopaatoksen (3) oikeellisuus (totuus) riippuu premissien oikeellisuudesta (totuu-
desta).

Samoin voimme Kkirjoittaa "Téssé ohjelmssa on virhe ...” -esimerkin muotoon

1. P tai Q
2. Ei Q
3. P

Huom! Tama on esimerkki padttelysdannoistd, kun loogista paattelya toteutetaan tietoko-
neella, esim. asiantuntijajarjestelmissa.

Seuraava péadttelysdantd on modus ponens (implikaation eliminointi, “etujisenen myontosaan-
t6”):

1. Jos P, niin )
2. P
3.Q

P: Liikennevalo on punainen

Esimerkiksi Q: Auto pysihtyy

Péattelysaantoihin, niiden johtamiseen ja todistamiseen palaamme myohemmin.

Loogisen kaavan esittdminen: Monimutkaisempi looginen kaava voidaan esittdaa lausekkee-
na suluilla tai puuna joka my6s ndyttad miten lausekkeen arvo muodostuu. [LiA|

((-pVq) — 1) (m(pVvgqg) —r)
| I

N VN

(—pVvgq) T -(pvgqg) T
|
y -
/N |
-p q (pVaq)
I I
- AV
| VRN
P Yy q
Kaksiarvologiikka



Maéaritelma 1: Vaitettd, joka on tosi tai epéatosi, kutsutaan propositioksi.

Huom! Emme siis voi kisitelld kaikkia mahdollisia vaitteitd. Esimerkiksi lause ‘“numero 8
tuoksuu kauhealta” ei ole tosi eikd epétosi, vaan jirjeton (ainakin kun 8 on vain abstrakti
numero eiki esine)

My®és jarkevit vaitteet voivat olla totuusarvoltaan epéselvid. Esim. em. esimerkin tietokoneoh-
jelman virhe voi olla my6s ohjelman méarittelyssa.

P, @ ja R edelld ovat muuttujia ja voivat saada vain arvot tosi (T) tai epdtosi (E). Arvot T ja
E ovat vakioita.

2.1 FEri konnektiivien totuustaulut

Maaritelméa 2:  Propositio, jossa on vain yksi muuttuja tai yksi vakio on atomilause. Kaikki
muut lauseet ovat yhdistettyd lauseita. Kaikissa yhdistetyissé lauseissa on ainakin yksi konnek-
tiivi.

Kun tieddmme premissien mahdolliset totuusarvot (valuaatiot) ja kiytamme oikeita paéttely-
sdantoja, voimme selvittda johtopaidtoksen totuusarvon kaikilla premissien totuusarvokombi-
naatioilla totuustaulua kiyttaen.

Tarkastellaan kahta esimerkkia:

1. Pariisi on Ranskassa ja 242 =4
Pariisi on Ranskassa ja 2 4+2 =15
Pariisi on Englannissa ja 2 +2 =4
Pariisi on Englannissa ja 2+ 2 =5

2. Pariisi on Ranskassa tai 2+ 2 =4
Pariisi on Ranskassa tai 2+2 =25
Pariisi on Englannissa tai 2 +2 =4
Pariisi on Englannissa tai 242 =5

Milloin koko vaittdmaén looginen totuus tuntuu luonnolliselta?

Tutuimmat konnektiivit ovat ’ja’ (A) ja ’tai’ (V). Naille kiytetddn myos merkintoja
PAQ P&Q PQ PQ PANDQ
Pv@ P+Q PORQ

Huom! Totuusarvo merkitddn 7', F, tai T, F' tai 1,0. Negaatio (kieltolauseen ilmaisu), merki-
tdan - P tai NOT P

[LiA slides Ch02 s. 20 (84)]

Konjunktion, disjunktion ja negaation totuustaulut ovat



P | -P
T| B
E| T

N &SSO
& EN >
NSO
NN NLS

Huom! Disjunktion totuustaulussa ilmaisu on tosi myos kun molemmat atomilauseet ovat
tosia. Tasta kiytetddn myos nimitystd “inclusive OR”. Jos tarvitaan operaatio joka on epéatosi
téssé tilanteessa, on kyseessd “exclusive OR, XOR, V7.

Implikaation ja ekvivalenssin totuustaulut

Pl Q| P=Q Pl Q| PoQ

T|T T | 7T T
T|FE E T|FE E
E|T T E|T E
E|E T E | FE T
Yhdistettyjen lauseiden totuustaulut Merkitdan atomilauseista P, @), ... koostuvaa loogista

ilmaisua yleisesti f(P, @, ...).

Esim

f(P.Q,R) = (PVQ)V-R

Loogisen ilmaisun f(P, @, R, ...) totuustaulu saadaan muodostamalla askelittain konnektiiveja
vastaavat totuustaulut.

[LiA slides Ch02 s. 24 (118)

Huom! Konnektiivien suoritusjarjestys on —, A,V

siis " PAQ = (—-P)ANQ

Esim.
f(P,Q) ==(PA-Q)
PlQ|-Q|PA-Q|—(PA-Q)
T|T| FE E T
T|E| T T E
E|T| FE E T
E|E| T E T

Toinen merkintatapa:

PlQ|~( P A-Q)
TIT|T|T|E| E
TIE|IE|T|T| T
E|T|T|E|E| E
E|T|T|IE|E| T
askel | 3| 1] 2 1
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Kolmas merkintitapa : [LiA slides Ch02 s. 19 (68)]

((kpvg) —r O (—ovg) =) 1

A N
(-pvg) 1| [r_0 ~(pVgq) 0| |r O
[

(Vg 1

Ea

w1 Ty

Maéritelméa 3:  Mikéli ilmaisu f(P, @, . ..) on tosi kaikilla valuaatioilla (atomilauseiden P, @, . ..
totuusarvokombinaatioilla), sanotaan ilmaisua tautologiaksi! Jos ilmaisu taas ei ole tosi milldén
valuaatiolla, on ilmaisu kontradiktio. Muuten se on (mahdollisesti) toteutuva (satisfiable). Tau-
tologian totuustaulun viimeisen sarakkeen kaikki arvot ovat 7' ja kontradiktion F. Joukko il-
maisuja X on toteutuva jos on olemassa jokin valuaatio jolla kaikki X:n ilmaisut ovat tosia.

Esim. Tautologia: PV =P, kontradiktio: P A = P.

Maéritelma 4: Ilmaisut f(P,Q,...) ja g(P,Q,...) ovat loogisesti ekvivalentteja jos niiden
totuustaulut ovat identtiset. Merkitaan

f(P,Q,...)=g(PQ,...)

Esim:

f(P,Q)==(PANQ)

9(P,Q) =—-PV-Q
PlQ|-|®|r|Q PlQ|[-P|V]-Q
T|\T|E| T |T| T T|T| E |E| E
T|E|T| T |E| FE T|\E| E |T| T
E|T|T|FE|E|T E|T| T |T)| FE
F|E|T|FE|FE|FE EFE|\E| T |T)| T
askel askel

11



Esim Loogiset ilmaisut (propositiot):

Ei ole niin, ettd ruusut ovat punaisia ja orvokit sinisié
ja

Ruusut eivéit ole punaisia tai orvokit eivat ole sinisié

ovat loogisesti ekvivalentteja.

P = "ruusut ovat punaisia", () = "orvokit ovat sinisia"

[lmaisuja (propositioita) koskevia lakeja
PVP=P

-(PVQ)=-PAN-Q

PANP=P

—(PAQ)=-PV-Q (de Morganin laki)
Todistukset?

Kuinka monta eri totuustaulua (konnektiivia) kahdella propositiolla voi yhteensé olla? [LiA
slides Ch02 p.39 (226)]

PlQ | = | Radl
T[T T T
T|E E E
E|T T E
E|E T T

— : implikaatio, seuraus, jos P niin Q.
<> : ekvivalenssi, P jos ja vain jos Q.

Néamaé viisi konnektiivia: konjunktio, disjunktio, negaatio, implikaatio ja ekvivalenssi muodos-
tavat erdédn konnektiivien perusjoukon. Muita joskus kiytettyja ovat joko-tai ("XOR”, V| @),
Shefferin viiva ("ei molemmat”) ja Peircen nuoli ("ei kumpikaan”). Namé kuitenkin saadaan
ilmaistua ylldkuvatuilla operaatioilla (HT).

Konnektiivien keskinaisesta suhteesta

Em. "yliméaaraiset” konnektiivit voidaan ilmaista aiemmin esittelemillimme “peruskonnektii-
veilla”.

Esim XOR: PYQ = P+ -Q = (PVQ)A-(PAQ):
P|lQJ| PYQ P& -Q (PVQ)N-(PAQ)
1711 11 Oj11]1]1 1 1
1701 01 1 01 0 1 0
0110 10 110 1 0 1
0,010 010 010 0 0 0

Téaydennetaédn luennolla, tai tdydenné itse.

12



Vastaavasti "peruskonnektiiveilld” voidaan ilmaista muita "peruskonnektiiveja:”
Vertaillaan lauseita P A @ ja =(=P V =Q):

PIQ PAQ [ -(-PV-Q)
111141 1 1 1
11011 0 1 0
O[110 1 0 1
01010 0 0 0

Vertaillaan lauseita P — @ ja =PV Q:

PIOP=Ql =PVQ
T 1|1 (1] 1] 1
tlol1] ol [1]]o
ol1fol 1] o] |1
olofol|of [o] o

Vertaillaan lauseita P <> Q) ja (P — Q) A (Q — P):

PlQ| P<Q || (P=>Q ANQ—P)
111 j1j1y1j1}{1}j1|1,1|1
1101 011 0 0 1
0110 110 1 1 0
01010 010 0 0 0

Onko téssd jotain tuttua?
Keksitko muita tapoja esittdé jokin konnektiivi toisia kiyttaen? (HT)

Lauseiden muuttamista ja yhdistelyad tarvitaan mm. tietojirjestelmin maéaarittelyssa, suunnit-
telussa ja toteutuksessa. Erityisesti muutettaessa ohjelman logiikkaa (vaikkapa lisittéessé jokin
ehto tai vaihtoehto), on oltava erityisen huolellinen, ettd ohjelma toimii oikein kaikissa tilan-
teissa.

Kertausta implikaatiosta

Implikaatio-operaatio (P — Q) edellyttda ainoastaan, ettd jos P on tosi, niin ) on tosi. Jos P
ei ole tosi, niin () voi olla tosi tai epéatosi.

Luonnollisessa kielessé implikaatio esiintyy eri tavoin, esimerkiksi
Jos Pniin Q | P — @
P jos Q Q— P

P vain jos Q | P — Q
Viimeinen kohta voi olla vaikea hahmottaa. Otetaan esimerkiksi: P = "autan sinua”, () = "autat

minua’. Lause "Autan sinua vain jos autat minua’ voi olla vaarin vain jos “autan sinua” on tosi
mutta "autat minua” on epétosi.

Muistisaéntoné voi auttaa, ettd implikaatio on kiédnteinen (kokonaislukujen) suurempi tai yhtasuuri-
vertailusta, siis kun T'=1ja F=0,niin P> Q = P<Q

13



2.2 Loogisesta paattelysta

Loogista paattelyd voidaan tarkastella totuustaulujen avulla. Tarkastellaan aiemmin esitettya
modus ponens -paattelysaantoa:

1. P— Q P:stdseuraa Q, (Ulkona sataa = Pipo kastuu)

2. P P on voimassa, (Ulkona sataa)

3. Q Q on siis voimassa, (Siis pipo kastuu)

Lauseita 1 ja 2 kutsutaan premisseiksi ja niista saadaan johtopddatos Q. Koska tdma péaattely on
loogisesti pateva, kiytetadn sille seuraavanlaista merkintaé, jossa premissit erotellaan pilkuilla
ja johtopéatos laitetaan “haarukan” jalkeen.

P—Q, PEQ

Kuten aiemminkin, tata ei tarvitse sen kummemmin saikédhtaa, silld tdma on ainoastaan lyhen-
netty merkintatapa.

Tamé voidaan esittdd myds niin, ettd Q on implikaatio premissien konjunktiosta, ts.
(P—>Q)NP=Q,

joka on tautologia jos ja vain jos paittely on péateva.

Osoitetaan esimerkiksi modus ponens pateviksi totuustaulun avulla.

P%((P%Q)Am:‘(&

RSN
= 4
=S
GRS
loRERS

L
CESRCES

Yleinen looginen paattelysaanto

Yleisesti looginen péattelysdanto voidaan esittaéd seuraavasti: Olkoot premissit A, Ao, ..., A,
ja niista tehtava johtopaatos C' oikea, silloin merkitdan

A, Aoy ALEC

ja ilmaus
AINAN .. NA, = C
on tautologia.

Edellé oleva esitysmuoto saattaa tuntua hankalalta aluksi, mutta ajattele sitd vain luettelona.
Tarkoitus on esittdéd asia mahdollisimman suppeassa muodossa, mutta kuitenkin formaalisti.
Yksittaistapauksissa sijoitetaan lausekkeet kirjainten paikalle, jolloin voimme tutkia péaattelyn
patevyytta.

Loogisessa paattelyssa yleensa kaytetaan joukkoa paittelysdantdja. Naitd on maailmalla mo-
nenlaisia, mutta nyt tarkastelemme téllaista paattelysdéntojen joukkoa (Grassmann & Tremblay,
1996: pp.50):
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1. A/BEAAB (Yhdistdmissaanto)

ANBEDB (Yksinkertaistamissaanto)
ANBE A

3. AFAVB (Lisdyssdéanto, jos A on tosi, niin
BEAVBEB disjunktiolauseke on tosi

riippumatta B:n totuusarvosta)

4. A A— BEB (modus ponens)

5. - B,A— BEF-A (modus tollens)

6. A— B,B— CEA— C Hypoteettinen syllogismi

7. AV B,-AEB Disjunktiivinen syllogismi (modus
AV B,-BF A tollendo ponens), jos toinen ei ole

totta, niin toisen pitaé olla jotta
disjunktiolause olisi tosi.

8. A—- B -A—BEB (Vaihtoehtojen laki)

9. A+ BFA—-B (Implikaatiosaanto)
A< BEB— A

Kunkin néistd sddnnoistd voidaan todistaa oikeaksi totuustauluilla (tai muita sdéntoja kiyt-
téen). Esimerkiksi sdénto b5:

A|B (-BA(A— B))=-A

11101 111]1 0]1
110 0 1 0 1
01 1 0 1 0
010 0 0 0 0

Liséa todistuksia harjoitustehtavina.

Kunkin naistd "merkitystd” tai "jarkevyyttd” voi myos testata asettamalla taas vaikkapa P =
“autan sinua’, () = "autat minua’.

Esimerkiksi sdénto 5: Kun ”Jos autan sinua, niin autat minua” ja "Et auta minua” ovat tosia,
niin vaistdmétta myos “en auta sinua” on tosi (koska jos olisin auttanut, niin sindkin olisit
auttanut).

Olettamalla premissit todeksi ja kiyttamalla nédita paattelysdantoja voidaan johtaa uusia loogi-
sia totuuksia (johtopadtoksia, teoreemoja). Oletetaanpa, ettd meilld on premissit Ay, As, ..., A,
ja néista voidaan johtaa em. tyyliselld paattelyketjulla C. T&ll6in merkitsemme:

A Ay JALEC

Ero aiemmin kiytettyyn kaksipiikkiseen “haarukkaan” (F) ei ole suuri. F-merkkid kiytetdan
kun kyseessd on suora paattely, mutta jos johtopaidtoksen tekemiseen tarvitaan useita paitte-
lysdantoja, kiytetdan merkkia F.

Esim. Todista
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-C = D

D—ANB

C—FL

K

B

Meidén on siis todistettava, ettd aina kun premissit 1.-4. ovat voimassa, niin myoés B on tosi!

Tama voitaisiin toki tehda totuustaululla, mutta se olisi melko ty6lasta kun viidellda muuttujalla
on 32 valuaatiota!

Ll e

Voimme kuitenkin kiyttaa edelldolleita (todistettuja) péaittelysddntoja ja todistaa paattelyn
symbolisesti:

Premissit:
1. =C—=D
2. D—-ANANB
3. C—=F
4. -FE

Pééttely (apulauseet):

5. ~C premisseista 4,3 kiyttien sadntoa 5

6. D apulauseesta 5 ja premissista 1 kiyttden sdantoa 4
7. AN B premissistad 2 ja apulauseesta 6 kiyttden sdantoa 4
8. B apulauseesta 7 kiayttden saantoa 2

Esim. Todista, ettéd logiikka ei ole vaikeaa kiyttden seuraavia premisseja

- joko mehildisenhoito tai kuvanveisto on hauskaa
- jos logiikka on vaikeaa, niin kuvanveisto ei ole hauskaa
- mehiléisenhoito ei ole hauskaa

Formalisoidaan namé seuraavasti:

A = “logiikka on vaikeaa”

B = “mehilaisenhoito on hauskaa”

C = “kuvanveisto on hauskaa”

1. BvC premissi

2. A— —C premissi

3. B premissi

4. C 1,3 sdanto 7.

5. —A 2,4 sdanto 5. (sddnnossa —C)

Siis, logiikka ei ole vaikeaa.

Esim: Tarkastellaan ohjelmointikielen lausetta

if x > Max then x := Max
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Haluamme osoittaa, etta lauseen suorituksen jéalkeen ei ole mahdollista ettd x > Max. Forma-
lisoidaan lause

P = x> Max ennen lauseen suoritusta
Q = x = Max lauseen suorituksen jalkeen
R = x> Max lauseen suorituksen jalkeen

Selvéstikin voimme sanoa

1. P—>Q premissi
@ — R  premissi
- P — R premissi
P—-R 1,2 (sdénto 6.)
-R 3,4 (sdanto 8.)

G LD

Siis, riippumatta siitd miké lauseen alussa on vertailun x > Max totuusarvo, lauseen suorituk-
sen jalkeen x > Max on epéatosi.

Riittava ja valttamiton ehto

Todessa muotoa “Jos A niin B” olevassa lauseessa A on rittivi ehto B:lle (aina kun A ta-
pahtuu/vallitsee, tapahtuu/vallitsee my6s B), mutta B on wdlttdimdton ehto A:lle (jos B ei
tapahdu/vallitse, niin ei myoskdan A tapahdu/vallitse) (Halonen, 2004).

Loogisesti patevid padtelmia (Halonen, 2004):
(a) Modus ponens - etujisenen myontosaantod
Jos A niin B, A Siis: B

b) Modus tollens - takajdsenen kieltosdanto
Jos A niin B, ei-B Siis: ei-A
Virhepéitelmia (Halonen, 2004)

(c) Takajidsenen myontdmisen virhe:

Jos A niin B, B Siis: A (véirin!)

Esim. Jos ulkona sataa, niin maa kastuu. Maa kastuu. Siis: Ulkona sataa. (Vaérin, voi olla myos
kastelulaite)

(d) Etujésenen kieltdmisen virhe
Jos A niin B, ei-A Siis: ei-B (vAarin!)

Esim. Jos hén rakastaa sinua, niin hdn menee kanssasi naimisiin. Hén ei rakasta sinua. Siis:
Hén ei mene kanssasi naimisiin. (Vaérin, hdn voi menné kanssasi naimisiin my6s rahasta).

2.3 Ilmaisujen yksinkertaistaminen

Jos ajattelemme, ettd meilld on kiytossa viisi konnektivia ja joukko niihin liittyvia péatte-
lysdéntoja on em. paittelyiden automatisointi (toteutus tietokoneella) monimutkaista. Mikali
kaava voidaan muuntaa niin, ettd premisseissa kiaytetaan vain disjunktiota ja negaatiota, auto-
matisointi helpottuu huomattavasti.

Liséksi asiantuntijajéirjestelmien yhteydessé paattely pitda esittaé jonkinlaisessa vakiomuodos-
sa, ettd voimme késitella niitd mahdollisimman tehokkaasti. Téassd kohdassa tarkastelemme
lauseiden sievennystéa seké niiden normaalimuotojen muodostamista.
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Sievennykselld tarkoitetaan téssd yhteydessa esitystavan selkiyttdmisté, ei niinkddn matemaat-
tista lauseiden supistamista, joka varmaan ensimmaisend tulee mieleen.

Sieventamiselld on kolme tarkoitusta:

1. Esittda loogiset lauseet mahdollisimman véihilla erilaisilla konnektiiveilla, esimerkiksi di-
gitaalipiirien erilaisten komponenttien méaaran minimoimiseksi.

2. Esittaa loogiset lauseet mahdollisimman véahilla konnektiiveilla, esimerkiksi digitaalipiirien
komponenttien méadrin minimoimiseksi.

3. Esittda looginen lause vakiomuodossa automaattista késittelya varten.

Tallainen muokkaus on mahdollista, silld esim.

A—B = —-AVB

= —(AAN-B)
A<+ B = (AANB)V(-AAN-B)
A<+B = (A= B)AN(B—A)

(=AV B) A (AV B)

Kerrataan vield padosin aiemmin esitetyt sdannot konjuktion, disjunktion ja negaation kaytosta:

Laki Nimi (suomennokset epéselvii)

AV —-A=T | "Kolmannen vaihtoehdon olemattomuus”
AN—-A=FE | "Kontradiktio”

AV E=A | yksikkolait”

ANT =A

AVT =T | hallitsevan lait (domination)”
ANE=FE

AV A=A | neutraalilait (idempotent)”
ANA=A

—(=A) = A | kahden negaation laki

AvVvB=BVA vaihdantalait
AANB=BAA
(AVB)vC=Av(BVC(C) assosiatiivisuuslait

(AABYAC=ANAN(BACQC)

(AVB)N(AVC)= AV (BAC) | osittelulait
(ANB)V(ANC)=AN(BVCO)
-(AANB)=-AV-B de Morganin lait
-(AV B)=-AA-B

Naista laeista voidaan osa maaritella/todistaa toistensa avulla. Samoin voidaan todistaa lisaa
lakeja, esimerkiksi absorbiolait:

Pv(PANQ) = (PAT)V(PAQ) yksikkolaki
= PA(TVQ) osittelulaki
= PAT hallitsevan laki
= P yksikkolaki
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Vastaavasti P A (PV Q) =P  (todistus harjoitustehtévina).
Vastaavasti (PV Q) A (=P V Q) =Q (todistus harjoitustehtiavana).

Tavoitteena oli myos saada loogiset lauseet helposti (automaattisesti) késiteltdvaan muotoon.

Miiritelmé  Loogisen ilmauksen sanotaan olevan disjunktiivisessa normaalimuodossa (DNM),
jos ilmaus on disjunktio (V), jonka kaikki termit ovat atomilauseiden tai niiden negaatioiden
konjunktioita (A). Vastaavasti ilmaus on konjunktiiviessa normaalimuodossa (KNM), jos ilmaus
on konjunktio, jonka kaikki termit ovat atomilauseiden tai niiden negaatioiden disjunktioita.

Loogiset ilmaisut voidaan muuntaa jompaan kumpaan em. normaalimuodoista kayttamalla
termien loogisia ekvivalentteja (siis em. sédént6jd) — nditd muotoja voi itse asiassa olla monta.

DNM-muotoinen lause kolmella muuttujalla voi nayttad esimerkiksi télta:
(PA-QA-RV(=PAQAR)

kun taas KNM-muotoinen lause kolmella muuttujalla voi ndyttaa esimerkiksi talta:
(PV-QV-RA=PVQVR)

Termeja voi olla vaikka kuinka monta (tai vain yksi), kunhan ne ovat oikeassa muodossa. Joten
lause P A =Q A =R on seki KNM- ettd DNM-muodossa.

Esim: —((PV Q) A —-R) on muunnettava konjunktiiviseen normaalimuotoon.

(P AN-Q)N-R) —(PV-Q)V-—-R deMorgan

= ~(PV-Q)VR kaksois-negaatio
= (-PA-Q)VR de Morgan
= (WPAQ)VR kaksoisnegaatio

(=PV R)A(QV R) osittelulaki

Huomaa, etté toiseksi viimeinen rivi on disjunktiivista normaalimuotoa!

Esim: Muunna ilmaus (P A Q) — =P V =(P A =(@Q) disjunktiiviseen normaalimuotoon.

~(PAQ) — =PV ~=(PA-Q)
~(PAQ)V (=PV ~(PA=Q))
(PAQ)V (=P V=(PA=Q)
(PAQ)V (=PV-=PV--Q)
(PANQ)V (—mPV-PVQ)
(PANQ)V-PVQ

~—
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Kuinka muunnos tehdain kiytadnndssi:

1. Muunnetaan implikaatiot ja ekvivalenssit disjunktioksi tai konjunktioksi (riippuen kumpi
muoto meilld on tavoitteena).

2. Muunnetaan termit joissa on negaatiota koko termille de Morganin laeilla (tai poistamalla
kaksoisnegaatio).

3. Erotellaan mahdollisesti termejé osittelulaeilla.

4. Muunnetaan mahdollisesti konjunktioita disjunktioiksi tai painvastoin osittelulaeilla.

Termejé, jotka ovat atomilauseiden ja niiden negaatioiden disjunktioita, sanotaan alkeisdis-
Junktioksi (digitaalitekniikassa MAXTERM). Vastaavasti atomilauseiden ja niiden negaatioi-
den konjunktioita sanotaan alkeiskonjunktioksi (MINTERM).

Kun konjunktiivinen normaalimuoto on muodostettu, voidaan lauseketta usein sieventda edel-
leen. Esim. disjunktio, joka sisdltdéa atomilauseen ja sen negaation, voidaan poistaa tautologia-
na.

Esim. Sievenné konjunktiivinen normaalimuoto

(PVQ)ANPA(QVR)AN(PV—-PV-R)A(-QV R)

- termi (P V =P V R) voidaan tautologiana poistaa
- termi (P V @) voidaan poistaa, silld P on voimassa (absorptiolaki)

(QVRIA(-QVR)=R

Néin saadaan lopulta
PAR

Disjunktiivinen normaalimuoto voidaan tuottaa myds lausekkeelle, jolle tunnetaan vain to-
tuustaulu. Tata voidaan kayttda hyvaksi etsittdessd loogista ilmaisua, joka toteuttaa halutun
totuustaulun.

1. Poimi totuustaulusta rivi, jolla lause on tosi.

2. Muodosta kultakin rivilta atomilauseiden konjunktio (alkeiskonjunktio) siten, ettd atomi-
lause tulee atomilauseena, kun sen totuusarvo rivilla on TOSI ja atomilause tulee negaa-
tiona, kun totuusarvo on EPATOSI.

3. Muodosta niiden alkeiskonjunktioiden disjunktio.
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Esim: Tarkastellaan kolmen atomilauseen, P, ja R muodostamaa lausetta f(P,Q, R). Sen
totuustaulu on:

P|Q|R|f(P.QR
T|T|T T
T|T|E E
T E|T T
T E | E E
E|T|T E
E|T|E E
E|E|T T
E|E | E E

Alkeiskonjunktiot ovat: PAQA R, PA-Q AR, =P A—Q A R ja disjunktiivinen normaalimuoto

(PAQAR)V(PA-QAR)V (-PA-QAR)

Téama sievenee edelleen (yhdistamélld kaksi ensimmaéistéd termid) muotoon

(PAR)V (=P A-QAR)

Jos luovutaan disjunktiivisesta normaalimuodosta, tdmén voi parilla vélivaiheella (HT') sieven-
tad edelleen (konjunktiiviseen normaali-)muotoon

(PV-Q)AR

(vihje: osittelulailla R:t yhteen, osittelulailla P “sekaan”).

Huom! Kaikki loogiset ilmaisut voidaan muuntaa em. normaalimuotoihin. Ylldkuvatulla tek-
niikalla voidaan myos vaikkapa johtaa jonkin konnektiivin ilmaisu disjunktiona ja/tai konjunk-
tiona.

Huom! Kaikki konnektiivit voidaan esittdd vain yhden konnektiivin avulla. Téllaisia ovat
Shafferin viiva, NAND (]) ja Peircen nuoli NOR ()

Esim: PAQ=(P|Q)|(P]|Q)

2.4 Karnaugh’n kartat

Normaalimuotojen sieventédmiseen voidaan kayttaa tehokasta taulukointimenetelmééa, Karnaugh'n
karttaa. Erityisesti kun muodostamme kaavan totuustaulukosta, niin kaavasta voi tulla hyvin
pitkd. Karnaugh’n kartan avulla saamme mahdollisimman sievennetyn DNF-muotoisen kaa-
van totuustaulusta. Katsomme kartan kdyttoa esimerkkien avulla kahdelle, kolmelle ja neljélle
termille. Sama tekniikka toimii mielivaltaisen kokoisille taulukoille.

Kartta esittda lauseen totuustaulun hieman eri muodossa kuin mitad tdhédn asti on kaytetty.
Kartta rakennetaan kaksiulotteiseksi taulukoksi siten, ettd vierekkaiset solut vastaavat aina
kahta sellaista valuaatiota jotka eroavat toisistaan vain yhden atomilauseen arvon kohdalla.
Kahdelle atomilauseelle bitit ovat esim. jarjestyksessa: 00, 01, 11, 10, kolmelle esim. 000, 001,
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011, 010, 110, 111, 101, 100. Kukin taulukon solu siis vastaa aiemmin kayttdmamme totuus-
taulukon rivin "lopputulosta” (siis koko lausekkeen totuusarvoa). Esimerkiksi kahden termin

Karnaugh'n kartat AND (A) ja OR (V) operaatioille ovat:

A A

A —A A —A

B [1T0 B 11 1
B BroTo B BT
AAB AV B

Vastaavasti kolmen ja neljan termin Karnaugh'n “karttapohjat” ovat seuraavia taulukoita:

AB
AB 11 10 00 01
11 10 00 01 11
1 10
C 0 CD 00
01

Karnaugh’n kartan muodostaminen:

e Muodostetaan totuustaulu lausekkeesta (tai muuten).
e Katetaan kartan kaikki ykkoset suorakulmaisilla alueilla:

— kukin kartan ykkénen kuuluu johonkin alueeseen

— alueella ei saa olla nollia

— alueet mahdollisimman suuria suorakulmioita kooltaan 2, (eli 1, 2, 4, 8, 16, jne)

— alue voi "kiertad” taulukon reunan ympéri (oikeasta reunasta vasemmalle, alhaalta

ylos)
— alueet voivat olla osin paallekkiin
— pyritdan mahdollisimman véhiin alueisiin

Karnaugh’n kartasta muodostetaan sievennetty DNF-muotoinen lause seuraavasti:

e Disjunktiolausekkeeseen termi kutakin aluetta kohti.

e Jokaista alueen muodostamaa termié kohti on alkeiskonjunktio jossa ovat ne muuttujat
joiden arvot ovat samat koko alueella.

e Konjunktion termit tulevat sellaisenaan kun totuustaulussa on 1, ja negaation kanssa jos
totuustaulussa on 0.
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Esim:

A
A -A
a) B |1] 1
B -B| 0] O

f(A,B)=(AANB)V (-ANAB)

Karnaugh’n kartasta tdmé saadaan yhdistamalld ylarivin vierekkiiset ykkoset. Ko. alueessa B
on aina 1, joten kaavaan tulee B. Koko sievennys on siis f(A, B) = B.

Téamé toki olisi ollut helppo muutenkin. Huomaamme, ettd lause on tosi, kun B on tosi riip-
pumatta A:n totuusarvosta. Samoin se on epéatosi, kun B on epétosi.

A
A —A

b) B[1IT0
B g1

F(A,B) = (AAB)V (AA-B)V (~A-B)

Muodostetaan kaksi 2:n kokoista aluetta. Vasenta saraketta vastaa lauseke A ja alareunaa
lauseke = B. Saamme siis sievennetyn muodon f(A, B) = AV —B.

A
A —A
c) B |10
B -B|0] 1

Lauseketta ei voi sieventéa, silla siind ei ole vierekkaisia ykkosid. Lauseke on DNF muodossa
f(A,B) =(AAB)V(-AN-B)

Kolmen termin Karnaugh'n karttoja voidaan sieventda vastaavasti seuraavan esimerkin mukaan.

Esim. a) f(A,B,C) = (AABAC)V(AA-BAC)V(AA—=BA-C)V (=AABA-C)

AB
11 10 00 01
/_7Q
il

0 1 @

Téstd saadaan sieventamalla f(A, B,C) = (AANC)V (AAN-B))V (-AABA-C)

b) f(A,B,C)=(AANBAC)V(AN-BAC)V(AANBA-C)V(-AANBAC)V (-AANBA-C)
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11 10 00 /14 ~AB | A-B
- - AN
Ll 1, /1 /
c | ___ ¢
0 1 1

/

AB

Sievennettéessi 10ydetaén kaksi aluetta, punainen /katkoviiva-alue vasemmassa yldkulmassa jos-
sa C'=1ja A=1 (B vaihtelee), eli AA C ja kun taulukko kierretddn péaistdan renkaaksi sa-
rakkeet 11 ja 01 ovat samaa 4:n kokoista aluetta, saadaan vihred/yhtendisen viivan alue jossa
B =1 (A ja C vaihtelevat). Sievennetty muoto on siis f(A, B,C) = (AANC)V B.

c) Sievennetéén lause f(A,B,C) = (AANBAC)V (mAAN-BA-C)V(mANBANC)V(AANBA
-C)V (mANBA-C)

AB
11 10 00 01

—_

Taydennetaédn luennolla, tai tdydenna itse.

Neljan termin Karnaugh’n karttaa kiytetddn vastaavalla tavalla. d) f(A, B,C,D) = (AN B A
CADWNV (AN=-BANCAD)N (ANBANCAN-D)N (AN-BANCAN-D)V (mA-BAC A-D)V
(FAANBANCA-D)N (wAAN-BA—-CA-D)VN (mAANBAN-CAN-D)V (AN-BACAD)

AB

—

/1 1 11

apank

\L| 2/ o0
/1\ 01

11 10 00 01

CD

f(A,B,C,D) = (AANC)V (AA-D)V (AA-BAD)

2.5 Konnektiiveja vastaavia logiikkapiireja

Tarkastellaan seuraavaksi kuinka loogisia operaatioita voidaan toteuttaa elektronisilla logiikka-
piireilla. Elektroniikassa kéytetyt logiikan peruskomponentit eli digitaalisen logiikan peruspiirit:
AND, OR, XOR ja NOT. XOR on eksklusiivinen OR, ts. tai-operaatio, jossa ei hyviksyta sita
vaihtoehtoa, ettd molemmat propositiot ovat tosia. Voidaan kiayttdd myos operaatioita NOR
(ei kumpikaan) ja NAND (ei molemmat).
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Digitaalitekniikassa totuusarvo toteutetaan piiriin tulevan jénnitteen avulla. Johtimen janni-
tearvo +5V vastaa totuusarvoa TOSI ja 0V totuusarvoa EPATOSI. Digitaalitekniikassa to-
tuusarvot esitetddnkin arvoina 1 ja 0. Siten peruspiirien totuustaulut ovat seuraavat (Totuus-
taulujen alla on kutakin loogista operaatiota vastaava digitaalipiirin symboli.)

A B AANDB A —
00 0 ; A AND B
0 1 0
1 0 0
11 1
A
A B AORB AORB
0 0 0 B
0 1 1
1 0 1
11 1
A
A B AXORB AXOR B
0 0 0 5
0 1 1
1 0 1
11 0

A NOTA A D@ NOT A
0 1

—
o

Erailld piireilld voi olla useampia syotteitd. (AND, OR)

A B C ANDABC) A

A | B A AND B AND C
C

0 X X 0

X 0 X 0

X X 0 0

Talloin AND-piirid voidaan kiyttda tunnistamaan tietty bindariluku.

1 1 8—90—
1 0 —o— 1
1 1 0 —Po—

@) W @
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Tarkastellaan loogista piiria:
A B
e
A

0

‘ 0

1

S 1

Kyseessé on siis kahden bitin yhteenlasku, missé ¢ on “carry”-bitti vrt.

—_ o = ol
O~ —~ Olm
_0 O Oln

1
1
+ 0] + 1| + 1
L] L] 0

Siis yhteenlasku on logiikkaa?!

Ns. tdydessid yhteenlaskussa (full adder) lasketaan yhteen kolme bittid (kaksi syotettd ja muis-
tinumero (carry). Tuloksena kaksi bittid (tulos ja seuraava muistinumero). Se voidaan tehda
esimerkiksi logiikalla (selitd miksi néin!) :

S=AVVYCyijaCou=(ANB)Y (Cin A(AY B))

Loogisilla piireilld (NAND tai NOR) voidaan toteuttaa my6s muistipiiri, ns. Flip-flop.

S
O Q

R NOR>O —(:

(@2:n ohjaus linjoilla R ja S:
Tila(R,S) = (0,0) : Q sailyttaa tilan

Tila(R,S) = (0,1) : Q siirtyy tilaan 0
Tila(R,S) = (1,0) : Q siirtyy tilaan 1
Tila(R,S) = (1,1) : ei sallittu.
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QW) [ S| R|-Qt+1) Qt+1)
0 010 1 0
0 01 1 0
0 110 0 1
0 111

1 0] 0 0 1

1 011 1 0

1 110 0 1

1 1|1

Karnaugh’n kartat ja digitaalilogiikka

Karnaugh'n karttojen avulla voidaan myos suunnitella digitaalilogiikan piireja. Kartalla muo-
dostetulla DNF-muotoisella kaavalla voidaan muodostaa halutun tuloksen antava minimaalinen
digitaalipiiri.

Esim: Aiempien (s. 23 - 24) kolmen Karnaugh -esimerkin lausekkeet voidaan toteuttaa seu-
raavilla digitaalipiireilla:

a) (s. 23) f(A,B,C)=(ANC)V(AN=B))V(=AANBA-C)

O

A I f(A,B,C)
B
. .= g

b) (s. 23) f(A, B,C) = (AAC) V B:
f(A,B,C)
~ j Palis

A
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d) (s. 24) f(A,B,C,D)=(ANC)V (mAAN-D)V(AAN-BAD)

1 -
B —_—
I f(A,B,C)
C —P— .
Do )
D

2.6 Boolen algebra

Tamaé kohta jatetddn 2011 luennoilla kasitteleméattd, mutta tatd mahdollisesti tarvitaan myo-
hemmin, tai ainakin tietojenkésittelijain kuuluu tietdd mitd Boolen algebralla tarkoitetaan.
Asiassa sinénsé ei ole mitdén uutta verrattuna propositiologiikkaan, onpahan vain formalisoitu
eri tavalla. Itse asiassa olemme téata sujuvasti kiyttinee koko ajan totuustauluissa.

Tarkastellaan lyhyesti kuinka Boolean algebra liittyy logiikan tarkasteluun.

Boolen algebra (boolean algebra) on algebra, jossa kiytetddn alkioita 0 ja 1 seké laskutoimi-
tuksia - ja +. Naille voidaan maéritella algebra, joka toteuttaa seuraavat ehdot.

—_

Laskutoimitukselle 4+ on olemassa nolla-alkio, merkitdan 0 : X +0 =X
Laskutoimitukselle - on olemassa ykkdsalkio; merkitdén 1 : X -1 =X
operaatio + on kommutatiivinen : x +y =y + x

operaatio - on kommutatiivinen : x -y =y - x

z+(y-z)=(x+y) (z+2)

v (y+z2)=z-y+x-z

kaikille alkioille X, on olemassa vasta-alkio X’ : X + X' =

kaikille alkioille X, on olemassa kisinteisalkio X! : X - X7t =0

© %o N o ot W N

alkioita on vahintdan kaksi.

Kun tarkastelemme alkioita 0 ja 1, yllaolevat ehdot tayttavét laskutoimitukset + ja - voidaan
esittda taulukkona:

+(0 1 10 1
010 1 0/0 O
111 1 110 1

Laskutoimitus + vastaa loogista operaatiota OR (V) ja laskutoimitus - vastaa operaatiota
AND (A). Arvot vastaavat totuusarvoja: 0 = E ja 1 = T.

Huom! 0 ja 1 ovat toistensa vasta-alkioita ja ké#nteisalkioita! Looginen ekvivalenssi voidaan
esittdd totuustaululla kuten aiemmin.
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Esim. Muuta ilmaus
PAQVR)=(PAQ)V (PAR)

Boolen algebran muotoon.
P-(Q@+R)=(P-Q)+(P-R)

Esim. Totea ekvivalenssi totuustauluna.

PIQIR|P- (Q+R)|(P-Q) + (P-R)
11111 1 1 1 1
1170 1 1 1 1 0
11011 1 0 1 1
11010 0 0 0 0 0
O/111] 0 1 0 0 0
0[1]0] O 1 0 0 0
0[0]1] 0 1 0 0 0
0[0]0] O 0 0 0 0
T samat T
Esim. Muunna ilmaisut
PV-P&T (1)
PAN-P< E (2)
Boolean algebran muotoon.
P+-P=1 (1)
P-(=P)=0 (2)

3 Joukko-oppia

Erés tapa tarkastella ja havainnollistaa logiikkaa on joukko-oppi. Joukko-opissa tarkastelemme
erilaisten objektien muodostamia kokoelmia (joukkoja) ja niiden yhdistelmié ja eroja. Kokoel-
maan kuuluvat objektit ovat joukon alkioita.

Esim. Joukkoja ovat :

e luonnollisten lukujen joukko
e punaisten omenien joukko
e totuusarvoltaan TOSI olevien lauseiden joukko

e UEF opiskelijoiden joukko

Joukkoja merkitaan isoilla kirjamilla ja niiden alkiot luetellaan tai maaritellaan aaltosulkeissa.
Esimerkiksi lukujen 3,4,5 ja 6 muodostamaa joukkoa A merkitddn A = {3,4,5,6}. Alkion
kuuluminen joukkoon ilmaistaan 3 € A ja kuulumattomuus 7&A. Joukon A alkioiden mé&araa
(kardinaliteettia) merkitdén |A].

29



Joukko voi olla my6s tyhjé, tdatd merkitdédn &. Joukkoon kuulumattomien alkioiden joukkoa,
joukon A komplementtia, merkitdédn ~A (tai A). Talloin oletetaan olevan olemassa jokin pe-
rusjoukko, eli universaali joukko FE, johon kaikki siind yhteydessd ajateltavissa olevat alkiot
kuuluvat.

Esim: Ajatellaan, ettd maailmassa on vain punaisia, vihreitd ja kirjavia omenoita. T&lldin
tarkasteltaessa “omenoiden joukko-oppia” perusjoukko on

E = {kaikki omenat}

Jos joukko A = { punaiset omenat }, niin =A = { vihreét ja kirjavat omenat }. Tamé& voidaan
esittdd Venn-diagrammilla.

E

Yleensa perusjoukko on tunnettu ja télloin sité ei nimeté erikseen. Joukko voidaan esittda myos
formaalisti kuvailemalla alkoiden ominaisuudet, ei luettelemalla alkoita.

Esim: Tarkastellaan omenoiden joukkoa. Silloin punaisten omenoiden joukko voidaan esittaa
muodossa

A = {2 | z on punainen }

Esim: Reaalilukujen R joukossa positiivisten kokonaislukujen joukko on
A={n|neZ,n>0}
Jos perusjoukko on kokonaislukujen joukko 7Z, riittda

A={n|n>0}.

Kaksi joukkoa ovat samat silloin ja vain silloin, kun nailld on tédsmélleen samat alkiot.

Kahden joukon A ja B leikkaus on joukko, jonka alkiot kuuluvat joukkoon A ja joukkoon B.
Leikkausjoukkoa merkitadin A N B.

re€(ANB)=(x e A)A(x € B)

Looginen konjunktio!
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Joukkojen A ja B yhdiste eli unioni on niiden alkioiden joukko, jotka kuuluvat joukkoon A tai
joukkoon B. Yhdistettd merkitdin AU B.

re€(AUB)=(x€ A)V(x € B)

Looginen disjunktio!

Joukon komplementti vastaa negaatiota —A.

Joukkojen erotus (difference), merkitaan A\ B (tai A — B), vastaa kidnteistd implikaatiota.

E

Vastaavasti kaikki muutkin propositiologiikan konnektiivit voidaan tulkita joukko-opiksi ja esit-
tdd Venn-kaaviona:

re~A=-(zeA
~A = {x | zZA}

x€(A\B)=(x € A) A (z£B)
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)

A B, T, L VY <, — =¥ NOR, NAND, jne

Piirretdan luennolla, tai piirréa itse.

Kuten propositiologiikka, joukko-oppikin toimii mielivaltaisella maaralla joukkoja, tosin piir-
rettyné kolme (tai neljd) joukkoa on kiytédnnollinen yléraja.

|CC:Griinbaum]|

Joukko A on joukon B osajoukko, jos x € A = x € B. Tatd merkitdin A C B. Mikali lisidksi
A # B,C on A joukon B aito osajoukko ja sitd merkitdin A C B.
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E

AU-A=F AN-A=0
ANE=A Aug =A
AUE=F AN =0
AUA=A ANA=A

AUB=BUA ANB=BNA
) (AUB)UC =AU (BUCQC) (ANB)NC=AnNn(BNC)

UBNC)=(AuB)N(AUCQC)
N(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

(9) ~(ANB)=~AU~B ~(AUB)=~AN~B

Néamaé sdaannot voidaan osoittaa oikeiksi kiyttéden loogisten ilmaisujen tunnettuja lakeja. Esim:

re€(ANB)=x€ ANz €B |te A=PzeB=Q
=PAQ
=QAP
=re€BAzeA
=z € (BNA)

Joukkojen alkioita voidaan joissain tilanteissa tarkastella myos kvanttorien avulla. Merkinta
V tarkoittaa “kaikille” ja merkintd 3 tarkoittaa “on olemassa”, A tarkoittaa “ei ole olemassa”.
Esimerkiksi

(AN B # @) < (Jz siten, ettd x € ANz € B).
(A C B) & (Vr pitee, ettd x € B — x € A).

Esimerkkeja verkossa
http://webspace.ship.edu/deensley/DiscreteMath/flash/

Joukkojen notaatio
Joukko-operaatiot
Vastaesimerkkien luomista joukko-opissa
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3.2 Joukkojen karteesinen tulo ja relaatio

Kun A ja B ovat joukkoja, niin jarjestetty pari (pair, tuple) on olio muotoa (a, b), missi a € A ja
b € B. Kaikkien mahdollisten talldisten parien joukkoa kutsutaan joukkojen A ja B karteesiseksi
tuloksi, merkitédén A x B. Tulojoukon koko |A x B| = |A]| - |B].

Toisin ilmaisten A x B = {(a,b) | (a € A) A (b€ B)}.
Olkoot esimerkiksi A = {x,y} ja B = {1,2,3}.

Ax B ={(z,1),(z,2),(x,3),(y, 1), (,2), (y,3)}
BxA={(Lx),(1,y),(22),(2,9),3,2),(3,9)}

Ax A={(z,2),(x,y), (y,2), (y.y) }.
Voimme my0s piirtdd kuvan karteesisesta tulosta A x B:

Al (1) (%2) (z,3)
y| (1) (92) (9.3)

] 1 2 3 \
B
Karteesinen tulo joukoille Ay, Ay, ..., A, on joukko A; X As x ... x A, = {(a1,aq,...,a,) |
a; € A;,i=1,2,...,n}. Talldisen joukon alkiota sanotaan &dérelliseksi listaksi tai n-monikoksi

tai n-jonoksi (n-tuple). Kun karteesisen tulon molemmat (tai kaikki) osat ovat sama joukko
(esim. A x A) puhutaan myos potenssijoukosta (power set), merkitdéin A2 Potenssi voi olla
suurempikin A x A x A x A = A*. Yleisemmin n-monikko samasta joukosta on A".

Esimerkiksi R x R, eli R? muodostaa (karteesisen) tason.

Esimerkiksi kun B = {1,0}, niin B" on kaikkien n:n mittaisten bittijonojen joukko.

Relaatio Joukkoa n-monikoita sanotaan (n-ariseksi) relaatioksi. Relaatiot (relaatiotietokan-
noissa) on yksi yleisimmista tavoista tallettaa tietoa.

Kuvaus Jos kaikille relaation M alkioille (aq,b1), (ag,by) patee (a1 # ag) tai (by = by), ky-
seessd on kuvaus. Toisin sanoen relaatio on kuvaus jollei sithen voi sisdltya kahta alkiota joiden
ensimmaéiset alkiot olisivat samat (tai myos toiset jasenet samat). Talloin sanotaan, ettd b on
a:n kuva, merkitddn M (a) = b. Jos kuva on mééritelty, se on yksikésitteinen.

4 Predikaattilogiikka

Propositiologiikalla saatoimme todistaa monenlaisia loogisia johtopd#atcksia, mutta emme l&-
heskddn kaikkia. Esimerkiksi seuraava paattely on téysin jarkevé, mutta propositiologiikka ei
taivu siihen.

1. Kaikilla kissoilla on hénta

2. Tom on kissa.

3. Tomilla on hanté.

Predikaattilogiikka lisdéd keinoihimme tavan kuvata olioiden (esineiden, henkildiden, eldinten,
jne) ominaisuuksia ja/tai suhteita.
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Predikaatti P(x) perusjoukossa D on lause joka sisiltdd muuttujan x siten, ettd aina kun x
korvataan milld tahansa perusjoukon D alkiolla, predikaatin P(z) tulos on johdonmukaisesti
tosi tai epatosi.

Luonnollisen kielen kieliopin predikatiivi?

Predikaatilla voi olla usea parametri, esim P(z,y). Télloin predikaatti P kytkee z:n y:hyn
nimenomaan téssa jarjestyksessid. Kyseessa on siis relaatio.

Predikaatti P(z) vastaa propositiologiikan atomilausetta. Predikaattilogiikan komponentteja
yhdistellaén kuten propositiologiikan komponentteja. Lisdksi kiytetdan kvanttoreita: V (kaikille,
for all), 3 (on olemassa, there exists an) ja joskus A (ei ole olemassa, there does not exists an). "Ei
ole olemassa” merkitdan kuitenkin kiayttaméassdmme materiaalissa negaatiota kayttéden —3... .

2011 luennot: kiytetddn materiaalina Logic in Action -verkkokirjan lukua 4 "The World accor-
ding to Predicate Logic” http://www.logicinaction.org/docs/ch4.pdf ja sen kalvosarjaa
http://www.logicinaction.org/slides/LiA-chp04-en.pdf. Linkit 16ytyvit myos tamén kurs-
sin verkkosivulta. Logic in Action kiyttaa predikaatista merkintdd Px eikd P(x).

Lisamateriaalia

Joukko-opista tuttuja Venn-kaavioita (tai ehkd tarkemmin kaaviot aiemmin esittdneen Leon-
hard Eulerin mukaan Euler-kaavioita) voidaan kiyttda myos predikaattilogiikan havainnollista-
miseen:

E E E E
B @
Kaikki A on B Mikaan A ei ole B Jokin Aon B Jokin A eiole B

Harjoitus: ilmaise tarkemmin kvanttoreiden avulla.

Samoin kaavioita voi kiyttaéd predikaattilogiikan paéttelyn havainnollistamiseen:

B E
A

©)

Kaikki A4 ovat B.
Kaikki C ovat A.
Niinpé, kaikki C' ovat B.

Mikéén A ei ole B. @

Kaikki C' ovat B.
Niinpé, mikdan C' ei ole A.



http://www.logicinaction.org/docs/ch4.pdf
http://www.logicinaction.org/slides/LiA-chp04-en.pdf

Euler /Venn-kaavioiden puute on siiné, etté jos lauseet eiviat madrittele kaikkea yksikésitteises-
ti, niin kaavioon sitd on vaikea piirtda tekemétta litkaa "uusia vaitteitd”. Erityisesti kvanttori
"jokin” sisdltyy kvanttoriin "kaikki”, mutta tilanteet ovat erilaiset perusmallisessa Euler/Venn-
kaaviossa. Tamé oli ndhtavissé jo ensimmaéisessi kuvassa (s. 35).

Niinpa néité kaavioita ei yleensa voi kayttda minkéaén kaavan todistamiseen, esimerkiksi kahden
kaavan ekvivalenttiuden toteamiseen!

Samoin, kaavioilla on vaikea tai mahdoton havainnollistaa relaatiota (kahden tai useamman
parametrin predikaattia).

Esimerkiksi seuraavan paattelyn havainnollistamiseen ei yksi kuva oikein riitéd vaan kaikki kolme
kuvaa sopivat samaan paattelyyn.

Mikdan A ei ole B.
Jokin C on A.
Niinpé, jokin C' ei ole B.

) O||CO T

Joukko-opin termein tdmé voidaan selventéé seuraavasti: A ja B ovat erilliset (AN B = @). A
ja C' leikkaavat (ANC # @). Niinpé jokin C:n alkio kuuluu A:han ja siten ei kuulu B:hen. B:n
ja C'n keskindisestd suhteesta ei voida sanoa mitdén muuta kuin, ettd C' ei ole B:n alijoukko
(CZB).

Venn-kaavioista on olemassa téydennettyja versioita (Peirce, Shin, Venn-II) joilla ndmé eri
mahdollisuudet voidaan yhdistda samaan kuvaan. Taydennetyt versiot perustuvat erilaisiin

merkintoihin osajoukkojen mahdollisesta tyhjyydestd tai useamman kaavion yhdistdmiseen.
Katso esim. Logic in Action, kohdat 3.4 ja 3.5.

Alla syksyn 2007 DR-kurssin materiaali.

Predikaattilogiikka

Predikaattia sanotaan n-paikkaiseksi predikaatiksi, jos siihen liittyy n argumenttia.

) K(x) “x on kissa” on 1-paikkainen
Esim. “

A(U,H) “Ulla on Heikin &iti” on 2-paikkainen

Joskus argumenttien méara voi olla tilanteen mukaan muuttuva.

SUM2(x1, z2,y) ‘it =19

Fisim: SUM?’(%, T2,T3, y) Ty a3 =Y

Téassad kummallekin summalle on oma predikaatti. Voimme myos ajatella SUMMA-predikaatin
sellaiseksi, etté siinéd kaikki muut luvut ovat yhteenlaskettavia ja viimeinen luku on niiden sum-
ma

SUMMA (21, ..., 2Zn, y)
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Predikaatti ja siihen liitetty argumenttien lista on atomilause. Atomilauseen (predikaatin) ar-
gumentit voivat olla muuttujia tai vakioita. Kun argumenttien arvoksi sijoitetaan vakiot, saa
atomilause totuusarvon (TOSI tai EPATOSI).

Mikali perusjoukko, josta argumenttien arvot voidaan sijoittaa, on &aérellinen, voidaan ato-
milauseen totuusarvot esittad taulukkona:

Esim: Predikaatti “x on y:n #iti” A(x,y)

x\y | Jenni | Heikki | Tuuli | Miina |

Ulla T T B E
A(z,y) Saara | E E T T
Ville E E E E
Kaisa E E E E

Esim: Predikaatti “x on suurempi kuin y” SK(z, y)

x\y ‘ 1 ‘ 3 ‘ 10 ‘
2 T|E| E
00| T | T | T

Esim: Predikaatti “x ja y ovat sisaruksia” SI(z,y)

x\y | Heikki | Jenni | Miina |

Heikki ? T E
Sl(z,y) Jenni T ? E
Miina E E ?

Yleisesti, n-paikkaisen predikaatin totuusarvot voidaan esittdd n-ulotteisena taulukkona, jos
tarkastellaan vakioita darellisestd joukosta. Jos sijoitettavien vakioiden joukko ei ole darellinen,
on totuusarvo maédritettava kunkin sijoituksen kohdalla erikseen.

Atomilauseella on siis totuusarvo, kun sen argumenteille on sijoitettu vakioarvot. Pelkélle ar-
gumenttilistalle muuttujia totuusarvoa ei ole méaaritelty.

Esim A(z,y), SK(z,y), SI(z,y), SUMMA (z1, ..., 2, )

Sen sijaan patevia loogisia lausekkeita voidaan maaritelld, vaikka atomilausessa on muuttu-
jat.

Esim:

Kissa(r) = OnHénté(z)
Koira(x)A Ruskea(y)

Arvosana(z) = (z > 0) A (z < 3)
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Esimerkkeja

Predikaattiesimerkkejé
Predikaattiesimerkkejé kaanteisesti

4.1 Kvanttorit

Muuttujien arvo voidaan valita jostakin arvojen joukosta. Tata valintaa kuvaamaan otamme
kiyttaan kaksi uutta merkintéé, joita kutsutaan kvanttoreiksi.

1. universaalikvanttori, ¥ (A ylosalaisin) : Viite on tosi kaikille perusjoukon alkioille, ts.
“kaikille”.

2. olemassaolokvanttori, 3, (E védrinpéin) : Vaite on tosi joillekin perusjoukon alkioista, ts.
“on olemassa’.

Katsotaanpa vield véitetta Kissa(x) = Héntéd(z). Jos viite koskee kaikkia kissoja, merkitaan
V Kissa(z) = Héanté(z).

Jos taas tieddmme, ettd on olemassa ainakin yksi kissa, jolle viite péatee, mutta emme ole
varmoja pateeko véite aina, niin merkitsemme

3 Kissa(z) = Hénté(x).
Néppéarastipa se kivikin. Mutta nyt meilld on taas yksi asia lisdé huolehdittavana, nimittain

miké kulloinkin on perusjoukko. Totuus nimittain riippuu x:sti: koska x € F, ja jos E on hén-
néllisten kissojen joukko, niin V pétee. jos taas E on kaikkien eldinten joukko, niin V ei pade.

Universaalikvanttoria (V) kiytettdesséd on huomioitava (tiedettdvéd) mikéd on perusjoukko, silla
“Vx” viittaa aina siihen ja totuusarvo riippuu siten perusjoukon valinnasta!

Tama selvidd kun katsotaan kahta melkein samanndkoista lausetta (perusjoukkona kaikki ih-
miset):

Vo Aiti(x, ) vy Aiti(z,y)

Vasemmanpuoleinen tarkoittaa “Kaikki ihmiset ovat jonkun &itejd”. Toinen puolestaan “Kai-
killa ihmisilld on &iti”. Eli silld, mihin kvanttorin panee, on eroa. Téastd ndhdddn myos, etta
kvanttori kohdistuu lausekkeissa tiettyyn muuttujaan. Téllainen muuttuja on sidottu muuttu-
ja. Kvanttorien vaikutus kohdistuu vain ennen seuraavaa konnektiivia oleviin atomilauseisiin.
Mikali vaikutus halutaan laajemmaksi, on kiytettiva sulkuja.

Esimerkiksi V2P (x) V Q(x) on eri asia kuin Vz(P(x) vV Q(z)). Tosin téssa tilanteessa kannattaa
kayttaa jalkimmaisen muuttujan esittdmiseen eri kirjainta, vaikkapa y:té, jolloin siitd nékee
helpommin ettei muuttuja olekaan sidottu. Yleensé néin tehdédénkin, mutta on hyva tietda, et-
ta asian voi esittad myos nain.

Katsotaanpa seuraavaa lausetta, ja tutkitaan mitkd muuttujista ovat sidottuja ja mitké ei-
vat.

VaIy((P(x) A Q(y)) V Q(2))
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Melko helposti erottuu, etta x ja y ovat sidottuja, ja z on vapaa muutttuja.

Ajatellaanpa seuraavaksi lausetta:

“On olemassa ihminen, joka tuntee kaikki ihmiset”

Jos perusjoukkona on kaikki maailman ihmiset, niin lause ei ole mielekés, sillda kukapa nyt
tuntisi jokaikisen muun ihmisen. Jos taas kyseessa on suppeampi joukko ihmisié, vaikkapa tie-
tyn tyopaikan ihmiset, niin lause voikin olla mielekés (jos tyontekijoita ole kovin paljon).
Lauseen formalisointiin kiytetddn nyt predikaattia Tuntee(x,y): “x tuntee y:n”.

Ensimmainen osa on siis “on olemassa ihminen” - Jz. “(x) tuntee kaikki ihmiset on” puolestaan
VyTuntee(x, y). Joten ne yhdistamalld saamme formaaliksi muodoksi

JzVyTuntee(x, y)

Entéapé jos vaihdetaan kvanttorit toisin péin Vz3yTuntee(z,y)? Sehdn tarkoittaa luonnolli-
sella kielella kutakuinkin

“Jokainen tuntee jonkun” tai
“Kaikki ihmiset tuntevat jonkun ihmisen”.

Eli tarkkana on oltava.
Tarkastellaan lausetta “Kukaan ei ole taydellinen.” Tamaéakin lause sisdltdd kvanttorin ja il-

maisee ominaisuuden, joka liittyy kaikkiin perusjoukon (ihmiset) alkioihin. Se sisdltdd myos
negaation. Niinpa lause voidaan ajatella kahdella eri tavalla:

—3JxTéaydellinen(x) V-Téydellinen(x)
“Ei ole olemassa ihmisté, “Kaikille ihmisille péatee,
joka on taydellinen” ihminen ei ole taydellinen”

Mutta lauseiden totuusarvo ovat aivan samat, joten voimme todeta niiden vélilld olevan loogi-
sen ekvivalenssin:

—JxTaydellinen(x) = Vz—Téydellinen(z)
Mutta tama péatee vain télle yhdelle tapaukselle. Yritetdédnpa todistaa se yleisesti. Yleisesti
kvanttoreita késitellessé ajattelemme aina jotain perusjoukkoa. Edellisen toteamuksen voimme

todistaa yleisemmin néin:

Olkoon perusjoukko E = {ay, as, as,...,a,}.
Olkoon myos olemassa jokin predikaatti T(x). Ajatellaan, etta

JxT(x) : T(ay) VT(az) V...V T(a,) on TOSI (ainakin yksi arvo on TOSI), seké
VaT(x): T(a1) NT(ag) A ... ANT(a,) on TOSI (kaikki arvot pitda olla TOSI).

Siis toisin sanottuna, tapaus voidaan kirjoittaa
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—J2T(x) = ~(T(a1) VT(az) V...V T(a,))
= —T(a;) AN—=T(az) A ... N—=T(ay) (de Morgan)
= Vaz—T(x)

Joten kyllahan se on yleisesti voimassa.

4.2 Looginen paattely predikaattilogiikassa

Predikaattilogiikkaa kiytetdan tuomaan koneeseen “&ly”. Esimerkiksi ohjelmointikielet, kuten
prolog, pohjautuvat predikaattilogiikkaan. Ihmisten on yleisesti helppo pééatelld asioita, mut-
ta koneelle tehtéava on paljon vaikeampi - sen on mentava sddntojen mukaan yksi asia kerrallaan.

Seuraavaksi katsomme muutaman esimerkin avulla, kuinka predikaattilogiikassa tehdaan loogi-
sia johtopaatoksia. Padttelyn sdannot ja idea ovat samat kuin propositiologiikassakin. Nyt on
vain osattava yhdistda loogiset ilmaisut, jotka koskevat yleisesti muuttujaa ja ilmaisut, joissa
on vakiot.

Kvanttoreita kiytettiessd totuusarvoja ajatellaan kuten aiemminkin loogisen paattelyn yhtey-
dessé, eli padttelysddnnot ovat yhé péatevid riippumatta lauseiden totuusarvosta. Kun lauseke
on premissind, odotetaan sen olevan tosi. Siten

vV (Kissa(r) = Héantd(z))

tarkoittaa, ettd implikaatio patee kaikille x. Siten se pétee erityisesti Pekalle. N&in x:n pai-
kalle voidaan sijoittaa “Pekka” ja lause on tosi.

Esim:

1. Va(Kissa(z) = Héanté(z)) (yleinen saanto)
2. Kissa(Pekka) (premissi)

3. Kissa(Pekka) = Héntd(Pekka) (1.

4. Hantd(Pekka) (2.43.)

Loogisen lauseen sanotaan olevan wvalidi, jos se on tosi kaikille perusjoukon alkioille. Loogisen

lauseet A(x) ja B(z) ovat loogisesti ekvivalentit, jos A(z) < B(x) on validi kaikille perusjoukon
alkioille. Propositiologiikassa, jossa ei ole kvanttoreita, tata tilannetta vastaa tautologia.

Esim: Tarkastellaan predikaatteja

L(z) : x laulaa
O(z) : x on onnellinen, sekd lauseketta

a) Vz(L(y) = O(z)) = L(y) = VzO(x)

Huomaa, ettei x koske y:té, eli kun y laulaa, kaikki ovat onnellisia. Jos sidomme myos en-
simmaisen muuttujan, saamme

b) Va(L(x) = O(x))
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Siis: Kaikki, jotka laulavat, ovat onnellisia.

Propositiologiikalla todistus olisi hyvin samanlainen: P: “y laulaa”
O: “Kaikki ovat onnellisia”

R: “Kaikki laulavat”

P = O (mutta koskee vain y:té, jota ei voi korvatal

Esim: Todistetaan ettd Sokrates on kuolevainen.

Kaikki ihmiset ovat kuolevaisia
Sokrates on ihminen

K(z) : “x on kuolevainen”

I(z) : “x on ihminen”

1. Vz(I(z) = K(x))
2. I(Sokrates)
3. I(Sokrates) = K (Sokrates) (1.)

4. K (Sokrates) (2,3) padttelysdéntdjen ja premissien 2,3 avulla

Siis Sokrates on kuolevainen.

Esim: Tarkastellaan esimerkkia:

Matti on Villen isa.
Ville ei ole Matin tytér.
Jokainen ihminen, jonka isd on matti, on Matin poika tai tytér.

Muodostetaan predikaatit:

I(x,y) : “x on y:n isd”
T(x,y) : “x on y:n tytar’
P(z,y) : “x on y:n poika”

1) Va(I(Matti, z) = (P(z, Matti) A T'(x, Matti)))

) v
2) I(Matti, Ville)
3) =T (Ville, Matti)
4) I(Matti, Ville) = P(Ville, Matti) A T'(Ville, Matti) (1)
5)
)

6

P(Ville, Matti) A T'(Ville, Matti)  (2,4)
P(Ville, Matti)  (3,5)

Siis Ville on Matin poika.
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Esim. Prolog-esimerkki:

Prolog-ohjelmointikielessd ongelma kuvataan loogisena paéttelynéd. Tehtéva esitetdan premis-
sien ja tosien lauseiden joukkona, ja kone hoitaa loogisen péaéttelyn niiden perusteella. Taméa
tekee Prologista logiikkaohjelmointikielen.

Olkoon annetut premissit:

vanhempi(x,y) <« isi(x,y)
vanhempi(x,y) « &iti(x,y)
jalkeldinen(y,x) <— vanhempi(x,y)

Logiikkaohjelmoinnissa merkintdtapa on vakiintunut tdmmoiseksi, eli paattelysddnnot merki-
taan “vadarin pain”. Sen lisdksi konjunktiota merkitdan pilkulla.

Ongelmaksi muodostuu riittédvan tarkkojen péattelysddntojen madrittdminen. Nyt kone ym-
mértéisi jalkeldiseksi vain vanhemman lapset. Mutta laajemmin ajateltuna, lapsenlapsetkin
ovat saman ihmisen jélkeldisié, esimerkiksi “Matti on isodidin jalkeldinen”. Siispd esitdmme
padttelysadnnon toisin:

jalkelainen «— vanhempi(x,z),jalkeldinen(y,z)
(Esim. jéalkeldinen < vanhempi(x,z),vanhempi(z,w),jalkeldinen(y,w))

Kyseesséd on rekursio, johon palaamme myohemmin - eli ei tarvitse huolestua, jos asia ei viela
taysin aukene.

Joka tapauksessa, jos haluamme 16ytéé jalkelaisid, sijoitamme tiedot (premissit)

isé(Juhani,Mari)
isé(Jukka, Kurt)
aiti(Mari, Jukka)
aiti(Tiina, Kurt)

Ja esitamme kysymyksen jilkedinen(Jukka, Juhani)?

vanhempi(Juhani,Mari) <— isé(Juhani, Mari)

jalkeldinen(Mari, Juhani) <— vanhempi(Juhani,Mari)

vanhempi(Mari, Jukka) < &iti(Mari, Jukka)

jalkeldinen(Jukka, Mari) < vanhempi(Mari, Jukka)

jalkeldinen(Jukka, Juhani) <— vanhempi(Juhani, Mari), Jélkeldinen(Jukka,Mari)

Ja siindhan se onkin!

Esimerkkeja

Kvanttoriesimerkkeja
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5 Lukujarjestelmat

Lukujarjestelma kuvaa sen miten lukuja esitetdédn luettavassa muodossa. Meille tuttu kymmen-
jarjestelma kayttdd numeroita 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ja 9. Kymmenjarjestelméan kantaluku
(base) on siis 10. Muita tietotekniikassa kaytettévid lukujérjestelmid ovat bindérijérjestelmé
(kantaluku 2), oktaalijarjestelmé (kantaluku 8) ja heksadesimaalijirjestelmé (kantaluku 16).

Koska luvusta voi olla mahdoton ndhda mité lukujirjestelméd se kayttaa, kaytetdan lukujér-
jestelméan merkitsemiseen alaindeksia, esim 619 = 616 = 1105.

Jos alaindeksié ei jossain tilanteessa (esimerkiksi ohjelmakoodissa) voi kéyttés, kiytetddan etu-
liitetta "0x” heksadesimaaliluvuille, 00" oktaaliluvuille ja "0b” bindariluvuille.

Mita vikaa on kymmenjarjestelméssa?

Tietokoneen laskenta, logiikka ja muistit toimivat bindérijarjestelmallé, biteilld. Yhdella bitilla
voidaan esittad kaksi eri lukua (0 ja 1), kahdella bitilla 4 (2%) (00=4, 01=1, 10=2, 11=3),
kolmella bitilld 8 (23), neljilld bitilld 16 (21), jne.

Kymmenjérjestelmén yhden numeron esittdmiseen kolme bittid ei riitd ja neljinnestd menee osa
"hukkaan”. "Osittaisten bittien” kiyttdminen taas on hankalaa (tosin niin itseasiassa tehdaén).
Niinpa tietokone kiyttad sisdisesti bindarijarjestelméd. Kéytettdessd lukujen esittdmiseen tu-
lostettuna oktaali (8) tai heksadesimaali (16) -jarjestelmid, kukin 3 tai 4:n bitin ryvés aina
vastaa yhté oktaali/heksadesimaalilukua.

Tietokoneen muistit on nykyéaéan poikkeuksetta jaoteltu kahdeksan bitin tavuihin (jotka on ryh-
mitelty yleensi neljan tavun (32-bit) sanoihin ja 8 tai 16 -tavun (64,/128-bit) kaksois/neloissanoihin.
Heksadesimaalilukuja menee sopivasti tasan kaksi yhteen tavuun. Oktaalilukuja sensijaan me-
nee myosvain kaksi ja kaksi bittia jad kayttaméttda. Edes kokonaiseen sanaan ei saa tasalukua
oktaalilukuja.

Oktaalilukujen hyoty onkin ihmiselle helpompi hahmotettavuus, ja niita kdytetdankin yleensa
kun ihmisen on tarkoitus esittda jokin bittikuvio. Palataan tdhén alempana (s. 46).

Luvun esittaminen
Olkoon lukujarjestelméan kantaluku b. Luku esitetddan merkkijonona a,a,_;...a1a¢ ja lukua
vastaava (kymmenjarjestelmén) arvo lasketaan seuraavasti:

n

ApQp_i - .. Q100 = Z (ai X bi)

1=0

Muistetaan, ettd z° = 1 Vo > 0.

Esimerkiksi:

51310 = 5 x 10241 x 10" +3 x 10°
= 5x100+1x10+3x1
= 500+10+4+3
= b513q9
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1010, = 1x2240x22+1x2140x2°
= 1x84+0x44+1x2+0x1
= 84+0+2+4+0

513 = 5 x84+ 1x8 +3x8°
= 5x64+1x8+3x1
= 320+8+3
— 33110

51316 = 5 x 16241 x 16" +3 x 16°
= Hx26+1x164+3x1
= 1280 +16+3
= 1299,

Numerosymbolit

Binaarijarjestelméssa kiaytetddn vain numeroita 0 ja 1. Oktaalijarjestelméssa kiytetdan nume-
roita 0, 1, 2, 3,4, 5,6 ja 7.

Heksadesimaalijarjestelméssa tarvitaan enemmén numeroita (symboleja) kuin meille tutut kym-
menjarjestelmén 0, ...,9. Kaytossa on lisdksi kuusi kirjainta, eli symbolit ovat 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9, A, B, C, D, E ja F. Siis A16 = 1010, Blg = 1110, C]_ﬁ == 1210, D16 = 1310, E16 = 1410
ja Fig = 1519. Esimerkiksi:
CB3is — 12x16%+11 x 16* 4+ 3 x 16°

= 12x2564+11x16+3 x1

= 3072+ 176 + 3

— 325110

(Kymmenjirjestelmén) luvun muuntaminen haluttuun muotoon

Menetelmd 1 : Vihennetaén jaljelld olevasta luvusta mahdollisimman suuria kantaluvun po-
tenssin monikertoja. Kun vahentdminen onnistuu, ko kohdalle tulee se ko. monikerta. Kun vé-
hennetdin onnistuneesti & x b*, niin numero 7 lopusta alkaen on k, muuten 0. Toistetaan kaikille
¢ alaspéin.

Binaariluvuilla monikerta voi olla vain 1, joten menetelmé on vield hieman yksinkertaisempi:
Viéhennetdan jaljelld olevasta luvusta mahdollisimman suuria kakkosen potensseja. Kun vahen-
netdin onnistuneesti 2¢, niin numero 4 lopusta alkaen on 1, muuten 0. Toistetaan kaikille 4
alaspéin.

Esimerkiksi, muutetaan luku 71y bindarijarjestelméaan:

(1) Onnistuuko vithentid 27 = 128, ei.

(2) Onnistuuko vihentid 2° = 64, kyll4, tulee numero 1,
Jiljelle jid 71 — 64 = 7.

(3) Onnistuuko vihentid 2° = 32, ei, tulee numero 0.

(4) Onnistuuko vihentid 2* = 16, ei, tulee numero 0.

(5) Onnistuuko vihentid 2% = 8, ei, tulee numero 0.

(6) Onnistuuko vihentéd 22 = 4, kyll4, tulee numero 1,
Jaljelle jaa 7 — 4 = 3.
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(7) Onnistuuko vihentia 2! = 2, kylld, tulee numero 1,
Jéljelle jaa 3 —2 = 1.

(8) Omnistuuko vihentis 2° = 1, kylld, tulee numero 1,
Jéljelle jaa 1 — 1 = 0.

Luku luetaan alusta loppuun, se siis 10001115.

Menetelmé 2 : Jaetaan alkuperdistd lukua kantaluvulla toistuvasti kunnes saadaan nolla ja
otetaan jakojadnnokset talteen.

Esimerkiksi, muutetaan luku 71y bindarijarjestelméaén.

(1) 71/2 = 35, jakojdénnos 1.
(2) 35/2 = 17, jakojdénnos 1.
(3) 17/2 = 8, jakojadannds 1.
(4) 8/2 = 4, jakojaannés 0.
(5) 4/2 = 2, jakojaannés 0.
(6) 2/2 =1, jakojdénnés 0.
(7) 1/2 =0, jakojaannés 1.

Luku luetaan lopusta alkuun, se siis 10001115,.

Muistetaan, ettd luvun alussa olevat nollat eivit ole merkitsevia.

Bindériluvuilla jakojaéannos on helppo néhdé (oliko jaettava luku parillinen vai pariton). Suu-
remmilla kantaluvuilla se pitda erikseen laskea. Kéaytannosséa on laskettava operaatiot

e[

luku,
luku, = luku, | — [“ Z 1J b

Tai, toisin ilmaisten
luku; = luku;_; mod b

misséd mod on jakojaannos (modulo).

Esimerkiksi, muutetaan luku 49124, heksadesimaalijéirjestelméan:

49124/16 = 3070, jakojaannos 4 = 4.
3070/16 = 191, jakojaannos 14 = E.
191/16 = 11, jakojadnnos 15 = F.

(1
(2
(3
(4) 11/16 = 0, jakojadnnos 11 = B.

S N N

Siis 4912410 = BFE416

Esimerkiksi, muutetaan luku 49124,, oktaalijarjestelmaan:
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(1) 49124/8 = 6140, jakojésnnos 4.
(2) 6140/8 = 767, jakojaannos 4.
(3) 767/8 = 95, jakojadnnos 7.

(4) 95/8 = 11, jakojiinnds 7.

(5) 11/8 =1, jakojaddnnés 3.

(6) 1/8 =0, jakojaannos 1.

Bittikuviot

Oktaaliluvusta on helppo muodostaa suoraan binaériluku kun kukin oktaalinumero vastaa kol-
mea, bittii:

137744¢ = 001011 111 111 100 100s.

Sama onnistuu heksadesimaaliluvustakin, joskin muistettavia numero-bittikuvio -pareja on
enemmaéan kun kukin numero vastaa neljaa bittia:

BFE4,6 = 1011 1111 1110 0100,.

Vastaavasti muunnos binadriluvusta oktaali- tai heksadesimaaliluvuksi onnistuu ryhmittelemal-
la bitit lopusta alkaen kolmen tai neljan bitin ryhmiin. Esimerkiksi:

001110 001 010 1005 = 16124s.
0001 1100 0101 01005 = 1C545.

Namé muutokset sujuvat kivuttomasti ja ndppéristi kunhan oppii lukujen 0-7 (tai jopa 0-15)
bindariesitykset.

5.1 Logaritmi ja eksponentti

Eksponenttifunktiossa jokin vakio b (kantaluku, base) korotetaan muuttuvaan potenssiin n, siis
b™. Jos b on ykkostd suurempi, eksponentti kasvaa nopeasti n:n kasvaessa. Aina kun n kasvaa
yhdella, ekponenttifunktio kasvaa b -kertaiseksi. Esimerkiksi kantaluvulle 2:

128
256
012
1024

[—
L O O 00O Ul W~ O S
w
o
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n 2n

20 1 048 576
30 1073 741 824
40 1 099 511 627 776
20 1 125 899 906 842 624

60 1152 921 504 606 846 976

Logaritmi

Eksponenttifunktion kddnteisfunktio on logaritmi. Kun eksponentin kantaluku on b, sitd vastaa
b-kantainen logaritmi. Olkoot b > 1,n > 1, niin

b" =z & logyxz =n

log, (b") = n ja bl&" = n.

Matematiikassa logaritmin kantalukuna kéytetdan yleensa ns. Neperin lukua, merkitdan e. e =
2,71828 . ... Vastaavaa logaritmia kutsutaan luonnolliseksi logaritmiksi ja merkitdan yleensa
In = log,.

Teknisissa sovelluksissa logaritmin kantalukuna kdytetdén yleensé lukua kymmenen (10). Mer-
kitaan log,,, joskus myos log.

Tietojenkasittelytieteessi logaritmin kantalukuna kiytetddn yleensé lukua kaksi (2). Merkitdan
log,, yleensa vain log, kun kantaluvusta ei ole epaselvaé.

Logaritmin laskusiéntéja

log x
logd *

Huom: osaméarassi voidaan kiyttad mitd tahansa logaritmial

log, x =

Niinpé esimerkiksi

Inz _ logjpzx

n2 log1g2 °

log, x =
Koska yo kaavoissa In2 ja log,, 2 ovat vakioita, niin ne voidaan laskea valmiiksi:

In2 ~ 0.69315, ﬁ ~ 1.442695 . Niinpa log, x =~ 1.4 x Inx .
log, 2 ~ 0.30103, @ ~ 3.3219. Niinpa log, x ~ 3.3 X log,,x .

Eri logaritmit siis eroavat toisistaan vain vakiokertoimella!

Toinen laskusaanto:

log (z x y) = logz + logy
Ja sen johdannaisia:

log, (b x z) = log, = + 1
log, (2 x ) =logyx + 1
log (z?) = 2 X log x
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log (z%) = k x log x
Merkintoja:

log® z = (log x)2.
loglog = = log (log x).

Logaritmin laskusdantoji tietojenkasittelijille

Tarkastellaan aluksi kymmenkantaista logaritmia:

n 10" log;, 10™
0 1 0
1 10 1
2 100 2
3 1000 3
4 10000 4
10 10000000000 10

Kymmenkantainen logaritmi siis kertoo luvun nollien méaran! Tarkkaanottaen luvun x nume-
roiden maara 10-jarjestelméssa esitettyna on [loglo T+ 1J.

Tarkastellaan seuraavaksi kaksikantaista logaritmia:

n_ (2" (2")2 log, 2"
0 1 1 0
1 2 10 1
2 4 100 2
3 8 1000 3
4 16 10000 4
10 1024 10000000000 10

20 1048576 100000000000000000000 20

Kaksikantainen logaritmi siis kertoo luvun bindéariesityksen nollien méardan! Tarkkaanottaen
luvun x numeroiden méaaré 2-jarjestelmassé esitettyné on Llog2 x4+ IJ .

Kaksikantaisen logaritmin laskeminen 10-jirjestelmin luvusta

Kaytetdaan téasta lahtien kaksikantaista logaritmia jollei muuta mainita.

Kun muistetaan, ettd log 1000 ~ 10 ja log(z x y) = logx + logy, voidaan approksimoida
helposti minké tahansa luvun kaksikantainen logaritmi:

log (12 345 678 901 234)

log (12 x 1000 x 1000 x 1000 x 1000)

log 12 + log 1000 + log 1000 + log 1000 + log 1000
log 12 + 40 muista: log8 = 3, log 16 = 4
3.5 440
43.5

Q

Qo
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Tarkempi vastaus olisi ~ 43.48907140744148870184 ..., mutta tietojenkésittelijalle pyoristys
(suunnilleen) lahimpéadn tai ylempéén riittdéd. Riittda vain osata litania 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64,
128, 256, 512, 1024 ja katsoa mihin viliin haettavan luvun tuhansien potenssista yli jaava osa
sijoittuu. Katso esimerkiksi sivun 46 taulukko.

Viela yksi tulkinta 2-kantaiselle logaritmille

2-kantainen logaritmi kertoo montako kertaa luvun voi puolittaa ennenkuin padstaan nollaan.

Esimerkiksi puolitushaku puolittaa syotteen kahtia jokaisella iteraatiolla. Niinpé iteraatioita
tulee enintdén |[logn| + 1 kappaletta jos n on syotteen alkioiden mééaré.

6 Funktiot ja rekursio

Materiaali perustuu osin Maija Marttila-Kontion Kuopion kampuksen materiaalin, osin kal-
vosarjaan kirjasta Discrete Mathematics: Mathematical Reasoning and Proof with Puzzles,
Patterns and Games, by Doug Ensley and Winston Crawley. Osin Jussi Parkkisen luentoihin.

Palautetaan mieleen relaation ja kuvauksen méaaritelmat:

e Karteesinen tulojoukko A x B muodostaa uuden perusjoukon.

e Relaatio R C A x B on joukko jirjestettyjd pareja (monikoita) joissa parin ensimméinen
osa kuuluu A:han ja toinen osa B:hen.

— Joukko A on relaation lahtojoukko
— Joukko B on relaation maalijoukko

e Relaation R madrittelyjoukko M (R) on se A:n osajoukko jolle relaatio on mééritelty

M(R) ={x € A|Jy (z,y) € R}.

e Relaation R arvojoukko A(R) on se B:n osajoukko joihin relaatio on mééritelty
A(R) ={y € B |3z (z,y) € R}.

e Relaation kaanteisrelaatio on relaatio

R ={(y,z) | V(z,y) € R}.

Esimerkki Olkoon M miesjoukko ja N jokin naisjoukko sekd relaatio R C M x N méaéri-
telty siten, ettd xRy < x on y:n aviomies. Moniavioisuus tai sen kieltdminen ei vaikuta téssa
esimerkissa.

Nyt relaation R:

lahtojoukko on kaikki M:n miehet,

maalijoukko on kaikki N:n naiset,

maéérittelyjoukko on kaikki M:n aviossa olevat miehet (aviomiehet),
arvojoukko on kaikki N:n aviossa olevat naiset (aviovaimot),

kidnteisrelaatio R™! on relaatio y Rz < y on x:n aviovaimo.
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e Relaatio on kuvaus eli funktio, jos jokainen ldht6joukon alkio a € A kuvautuu enintdian
yhdelle maalijoukon B alkiolle. Toisin sanoen M C A x B on kuvaus jos (a,b) € M, (a,c) €
M=0b=c.

e Usein edellytetddn, ettd jokainen a € A kuvautuu tésmailleen yhdelle joukon B alkiolle.
Toisin sanoen M C A x B on funktio jos Vo € A3y (z,y) € M.
Merkitédén f: A — B, y = f(x).
Talloin méarittelyjoukko on sama kuin ldhtéjoukko.

e Jos vaatimusta funktion méérittelysta jokaiselle laht6joukon A alkiolle lievennetéén (t.s.
voi olla olemassa ldht6joukon alkioita = joille f(z) ei ole mééritelty lainkaan), tarvitaan
erikseen maarittelyjoukko (domain)

D(f)={reA|IyeBy= f(x))
Talloin méarittelyjoukko on lahtéjoukon osajoukko.

Relaatioita ja funktioita voidaan kuvata ns. nuolikaaviolla. Esimerkkejé. [Ensley 4-1, s. 3-|

Relaatioita R C A x A voidaan kuvata myds verkolla, eli graafilla, joihin palataan talla kurssilla
myShemmin ja TRAII kurssilla.

Reaaliarvoisia funktioita ja relaatioita voidaan kuvata myos tutulla x,y koordinaatistolla.

Injektio, surjektio ja bijektio

e Funktio f : A — B on injektio jos kullekin maalijoukon alkiolle kuvautuu vain yksi
maédrittelyjoukon alkio, ts

fz1) = f(xe) = 21 = 29, eli 1 # 29 = f(x1) # f(x2).

e Funktio f : A — B on surjektio jos kullekin maalijoukon alkiolle kuvautuu véhintaan yksi
madrittelyjoukon alkio, eli

Vye Bdr e Ay = f(x).

e Funktio f : A — B on bijektio jos se on injektio ja surjektio.

Yhdistetty funktio

Kun yhden funktion maalijoukko on sama kuin (tai osajoukko) toisen funktion méérittelyjoukko
(siis f: A — Bjag: B — C, voimme yhdistdd nadmé funktiot siten, funktion f tulosta
kiytetaan suoraan funktion g parametrina, siis y = g(f(x)). Yhdistettyd funktiota merkitdan
gof:A— C.Esim. y=go f(x).

Vastaavasti yhdistetty relaatio.

Esimerkkejé. [Ensley 4-2]
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Jarjestys- ja ekvivalenssirelaatio

Kéytetaan merkintétapaa (z,y) € R < xRy.

Olkoot R 2-relaatio joukossa A, siis R C A x A). R on osittainen jérjestys (partial order) jos
seuraavat ehdot péatevat.

1. zRxVxe A reflektiivisyys
2. zRyjayRr = x =1y antisymmetrisyys
3. zRyjayRz = xRz  transitiivisyys

Osittaista jarjestystd voidaan kuvata suunnatulla syklittomalld verkolla. Verkkoihin palataan
kurssin lopussa, mutta téssa pieni esimerkki. Joskus kiytetddn myos ns. Hassen kaaviota joka
on kuten verkko, mutta nuolenpéiden sijaan kiytetdan pystysuuntaista sijoittelua siten, etté
jos xRy, niin kaaviossa x on y:n alapuolella ja naiden vélilla on viiva.

Liséa variaatiota jarjestysrelaatiosta:

e Jos ~dz xRz, jarjestystd sanotaan aidoksi (7) jéarjestykseksi (strict order).

e Jos lisiksi Vo Vy xRy V yRzx, jarjestysti sanotaan taydelliseksi jarjestykseksi (total order).

Esim. reaalilukujen vertailu < antaa taydellisen jarjestyksen.

6.1 Rekursio
Hivenen aivonystyroiden hierontaa: miké on seuraava numero alla mainituissa numerojonoissa?
a) 1,3,5,7, ...

b) 2,4,8,16,32,. ..
¢) 1,2,6,24,120, ...

Ongelman ratkaisuun liittyy lukujonojen mallin (pattern) l6ytdminen. Mallin voi muodostaa
téassa tapauksessa kolmella eri tavalla (mutta ei valttamétta kaikilla):

1. Jokainen luku muodostetaan aritmeettisella operaatiolla edellisiin lukuihin ndhden.
2. Jokainen luku voidaan muodostaa tietamalla sen paikka lukujonossa.

3. Kertomalla sanallisesti miten malli muodostuu (esim. lukujono muodostetaan luettelemalla
parittomat kokonaisluvut.)

Kun puhumme rekusiota, huomio kohdistuu ensimmaéiseen tapaan.
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Maéaritelma  Rekursiivinen kaava, joka méarittad lukujonon, on kaava missa jokainen luku on
kuvattu edellisiin termeihin (tai edelliseen termiin) nédhden. Jotta rekursiivista kaavaa voidaan
kdyttad, on jonon kuvaukseen liityttava riittavésti tietoa miten ensimméiset luvut muodostuvat.

Notaatio Lukujonojen luettelussa kidytdmme pienelld kirjoitettuja kirjaimia (a,b,z,y,jne) ja
alaindeksid ilmaisemaan luvun paikkaa jonossa. Naiden ehtojen mukaisesti e; merkitsee :nnetta
lukua jonossa e.

Tarkastellaan seuraavaksi lukujonoa 1,3,5,7,.... Nayttda siis, ettd lukujono koostuu positiivi-
sista parittomista kokonaisluvuista, alkaen ykkosestéd. Tarkkasilméinen voi huomata, etté edel-
liseen lukuun lisdtdan aina 2 saadaksemme seuraavan luvun. Naista tiedoista voimme johtaa
lukujonon rekursiivinen kaavan:

a; = 1sekd a; = a;—1 +2,Vi > 1.
Jotkut funktiot ovat helpompia méaritella rekursiivisti kuin mitenkd&n muuten. Esimerkik-

si funktio F' : N — N, jonka perdkkiiset arvot muodostavat Fibonaccin luvut, méaritellaan
rekursiivisesti néin:

F(0) = 0;
F(1) =1;
F(i+1)=F(i)+ F(i—1),Vi e N

F2)=F(1)+F0)=1+0=1;
FB)=F2)+F(1)=1+1=2;
F(4)=F3)+F(2)=2+1=3;
F(b)=F(4)+F(3)=34+2=5;

ja niin edelleen. Muutama ensimmaéinen Fibonaccin luku on helppo laskea, ne ovat 0, 1, 1, 2,
3,5,8 13, ....

Rekursio ohjelmointimielessa

Rekursiota kiytetddn myos itse ohjelmoinnissa, jolloin silla tarkoitetaan tilannetta, jossa me-
todi (tai proseduuri) kutsuu itsedén toistuvasti tietyn ehdon ollessa voimassa, joko suoraan tai
jonkun toisen metodin valitykselld. Rekursio on yleisen ongelmanratkaisuperiaatteen erikoista-
paus (engl. recursion). Reduktiivisessa eli osittavassa ongelmanratkaisussa ongelma ratkaistaan
jakamalla se osiin, ratkaisemalla osaongelmat ja yhdistelemélld osaongelmien ratkaisut koko
ongelman ratkaisuksi. Tétd kutsutaan myos nimelld hajoita-ja-hallitse (divide-and-conquer).
Reduktiota sanotaan rekursioksi, jos ainakin yksi osaongelma on alkuperéisen ongelman kaltai-
nen.
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Monien ongelmien ratkaiseminen rekursiivisesti on yleensa selvasti helpompaa kuin iteratiivi-
selld (ei-rekursiiviselld) algoritmilla. Ohjelmasta tulee néin selvésti selkedmpi ja huomattavasti
lyhyempi. Kuitenkin rekursiiviset ratkaisut ovat aika- ja tilavaatimuksiltaan iteratiivisia ratkai-
suja raskaampia jos rekursiolla (vahingossa) aiheutetaan monikertaista turhaa tyotéa. Esimerk-
kina téalldisesta vaadrdstd rekursion kaytostd on pseudokoodi Fibonaccin lukujen laskemiselle
rekursiivisesti suoraan maaritelman mukaan. Ohessa myo0s iteratiivinen tehokas ratkaisu.

Function FIBONACCI_TEHOTON (n:integer) RETURNS fibonacci : integer;
begin
if n < 3 then return n - 1;
else return (FIBONACCI(n-1) +
FIBONACCI(n-2));
end if
end

Function FIBONACCI_IT (n:integer) RETURNS fibonacci : integer;

begin
if n < 3 then return n - 1;
else
i = 3;
first := 0:
second := 1;
while i<=n do
temp := second;
second := second + first;
first := temp;
i:=1i+1;
end while
return second;
end if
end
Rekursiotyypit

Rekursiosta on olemassa erilaisia variaatioita, epéasuora, suora, lineaarinen ja héntarekursio.
Néama méareet ovat osin toisistaan riippumattomia. Voidaan siis kiyttéa esim. suoraa lineaarista
rekusriosta.

Epasuora rekursio

e Rekursio tapahtuu jonkin toisen aliohjelman kautta.

e Vaikka mikéd&n ongelman osista ei olisikaan alkuperéisen ongelman kaltainen, voi ositusta
jatkettaessa osoittautua, ettd jokin osaongemista siséltda edelleen alkuperéisen ongelman
kaltaisen osaongelman.
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Esimerkki. Moduuli M1 ei suoraan kutsu itseddn, vaan se voi kutsua moduulia M2, joka
kutsuu edelleen moduulia M3, jne.. kunnes lopulta moduuli Mn kutsuu moduulia M1. Epésuora
rekursio ei ole luonnollisestikaan hyvéksi algoritmin selkeydelle, eika sita sen vuoksi tulisikaan
kdyttad ilman erityisen hyvéa syyté.

Suora rekursio

e Aliohjelma kutsuu itse itsedan.

Esimerkki. Kertoman laskeminen rekursiivisesti.

Function kertoma (n:integer) RETURNS kertoma : integer;

begin
if n = 0 then
return 1
else
return (n * kertoma(n-1))
end

Suoran rekursion kutsu (kutsu itseensé) on viimeiselld rivilld eli n * kertoma(n — 1) Kun ker-
tomaa kutsutaan arvolla n, suoritetaan kutsu uudelleen arvolla n — 1, jonka jédlkeen edetain
eteenpdin eli suoritetaan kutsu arvolla n — 2, jne.. Jatketaan nédin kunnes n saa arvon 0, jolloin
ehtolauseessa suoritetaankin toinen haara ja saadaan palautusarvo 1. Kutsut ovat muodosta-
neet jonon, joka alkaa purkautumaan eli kun ohjelmaa kutsuttiin arvolla 0, sai n arvon 1. (
kutsu on siis muotoa: kertoma(0) ). Tdmé jatkuu edelleen seuraavana kutsuna eli kertoma(1),
jolloin n:n arvoksi saadaan 1. Téstéd edelleen eteenpén kutsulla kertoma(2), vastauksena n:n
arvo 2, jne... kunnes paadytadn kertomakutsuun, joka oli laskennan kohteena.

Suorituksen kulku esimerkin avulla:

)
kertoma(3) = 3 * kertoma(2)
kertoma(2) = 2 * kertoma(1)
kertoma(1l) = 1 * kertoma(0)
kertoma(0) = 1
kertoma(l) =1 * 1 =
kertoma(2) = 2 * 1 =
kertoma(3) = 3 * 2 =
kertoma(4) =4 * 6 = 24

Tulokseksi saadaan, ettd neljan kertoma (4!) on 24.

Lineaarinen rekursio

Lineaarisessa rekursiossa aliohjelma kutsuu itseddn vain kerran. Yleensa lineaarinen rekursio
on helppo korvata toistolla.
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Ei-lineaarinen rekursio

Aliohjelma kutsuu itsedén useasti (esim. kahdesti tai 0..k kertaa). Rekursio yllapitaé eri "haa-
roja” suorituksessa. Téllaisen rekursion korvaaminen suoraan toistolla ei ole helppoa, yleensa
tarvitaan apurakenteeksi keskenerdisten toiden pino tai lista. Kts. alla binddripuun lapikaynti.

Hantarekursio

e Lineaarisesti rekursiivisen aliohjelman rekursiivinen kutsu on samalla viimeisin aliohjel-
massa suoritettava lause.

e Hiéntédrekursio on oikeastaan vain piilotettu toistorakenne.
e Hintédrekursio rasittaa aivan turhaan suoritusaikaista muistitilaa, ja néin sen kayttoa tu-

lisikin valttaal

Esimerkki. Katso edelld olevaa kertoma-esimerkkia. Siind rekursiokutsu on viimeinen suori-
tettava lause ohjelmassa eli kyse on myos hantarekursiosta.

Bindiripuun liapikiaynti rekursiivisesti

Binddripuu on yksinkertainen, sykliton ja yhtenédinen suunnattu verkko, jonka jokaisen solmun
tuloaste on korkeintaan yksi ja lahtoaste korkeintaan kaksi. Jokaiseen binaédripuun solmuun
johtaa ainoastaan yksi polku. Bindaripuun juurisolmu on solmu, jonka tuloaste on nolla. Bi-
nadaripuun solmua sanotaan lehtisolmuksi, mikéli sen lahtdaste on nolla. Jokainen binadripuun
solmu voidaan ajatella omaksi puukseen.

Binaaripuun kaikki solmut voidaan késitelld kolmella eri tavalla: esi-, sisé-, ja jalkijarjestyksessa.
Nama on helpoin maéritella rekursiivisesti, kidyttden hyviaksi tietoa ettd jokainen solmu on
muodostaa oman bindaripuunsa.
Esijarjestys

(i) Késittele juurisolmu.

(ii) Késittele vasen alipuu esijérjestyksessa.

(iii) Kasittele oikea alipuu esijérjestyksessa.

Sisajarjestys
(i) Kasittele vasen alipuu sisajirjestyksessa.
(ii) Késittele juurisolmu.

(iii) Kasittele oikea alipuu sisdjarjestyksessa.
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Jalkijarjestys
(i) Kaésittele vasen alipuu jélkijérjestyksessa.
(i) Kasittele oikea alipuu jalkijarjestyksessa.

(iii) Kasittele juurisolmu.

(1)
OO
@ B ©
OO
(9. W@
) @

Jos kuvan bindaripuu késiteltéisiin esijarjestyksessé, aloittaisimme seuraavasti. Kasitelldan juu-
risolmu 1. Sitten siirrymme vasemmanpuoleiseen alipuuhun (jonka juuri on 2), ja jaitdmme sol-
mun 1 oikean alipuun odottamaan kunnes vasen alipuu on kiyty kokonaan lapi. Kéasittelemme
vasemman alipuun juuren (2). Jatdmme sen oikean alipuun odottamaan, edeten vasempaan
alipuuhun, jonka juuri on 4. Késittelemme juuren, ja huomaamme ettei vasenta alipuuta ei ole,
eikd lilemmin oikeaakaan. Palaamme takaisin solmuun 2, jonka vasen alipuu on nyt kasitelty
kokonaan. Siispé jatkamme solmun 2 oikeaan alipuuhun, jonka juuri on 5. Késittelemme juuren
(5). Siirrymme sen vasemmpaan alipuuhun (jonka juuri on 7), ja ...

Solmut kéytaisiin siis 1dpi seuraavassa jarjestyksessa:
1,2,4,5,7,9,11,12,10,3,6,8.

Hanoin tornit

Perinteinen esimerkki aidosti rekursiivisesta tehtéavéistd on Hanoin tornien ongelma. Témaéa on-
gelma on saanut alkunsa Hanoissa sijaitsevaan munkkiluostariin liittyvasta legendasta. Tari-
nan mukaan luostarin munkit saivat jumalallisessa ilmestyksessa tehtéavikseen siirtad 64 kivista
kiekkoa lahtotolpasta (A, katso kuva alla) maalitolppaan (B). Apunaan munkit saivat kiyttaa
aputolppaa (C). Jumalallisten ohjeiden mukaan suoritusta pitdd pystyd vartioimaan ylh&&lta
késin, joten isompi kiekko ei saa peittdd pienempad missadn tilanteessa. Munkkien kasityksen
mukaan kivikiekkojen siirtely on hengellisesti kohottavaa toimintaa, ja legendan mukaan teh-
tavin paatyttyd (kaikki 64 kiekkoa maalitolpassa) koittaa maailmanloppu. Vield ei kuitenkaan
kannata ahdistua téstd, malta mielesi tdmén jakson loppuun.
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A Cc

Ongelman riisuttu formaalinen asetelma on seuraava: Kolmessa tolpassa on kiekkoja. Kiekkoja
voidaan siirtda yksi kerrallaan missa jérjestyksessa tahansa tolpasta toiseen silla rajoituksella,
ettd isompi kiekko ei saa peittdd pienempéd. Alussa kiekot ovat ldhtotolpassa suuruusjirjes-
tyksessd kuvan mukaisesti (kuvassa ei ole ongelman yksinkertaistamiseksi ja piirtoteknisista
seikoista johtuen 64 kiekkoa).

A B Cc

Tehtava voi tuntua aluksi vaikealta, jos sitd ldhdetdadn ajattelemaan iteratiivisen ratkaisun
pohjalta. Sen sijaan reduktiivinen ajattelu tuo tulosta:

1. Siirrd n — 1 kiekkoa (alkuperéisessd ongelmassa 63, kuvassa kolme) laht6tolpasta aputolp-
paan

2. Siirrd pohjimmainen kiekko maalitolppaan

3. Siirra aputolpassa olevat n — 1 kiekkoa maalitolppaan

Koska alkuperéinen ongelma oli siirtaé kaikki n kiekkoa ldhtétolpasta maalitolppaan, huoma-
taan etté yo. algoritmin 1. ja 3. vaiheet ovat selvisti rekursiivisia kutsuja ongelman ratkaisevalle
moduulille. Kiekkojen méaéré pienenee aina yhdelld, ja nédin alitehtavit ovat aidosti alkuperaista
yksinkertaisempia. Rekursiokutsuissa tulee myos huomioida tolppien muuttuvat roolit suorituk-
sen aikana; lisdamalla moduulin kutsuun tiedot tolppien rooleista voimme tarkentaa vaiheita 1
ja 3 seuraavasti:

e hanoi(méaéara-1, 16hto, apu, maali)
e hanoi(méédra-1, apu, maali, 1&hto)

Kun tahén algoritmiin lisdtdan vield toiminta triviaalin tapauksen sattuessa, olemme jo ratkai-
sun ytimessé (tdssd yhteydessé esitetty pseudokoodina):

hanoi(md&drd, 1&htd, maali, apu)

{
JOS (maara = 1)
{
Siirrd kiekko 18hdostd maaliin
}
MUUTEN
{
hanoi(md&drs-1, 1lihto, apu, maali);
hanoi(1, l&hto, maali, apu);
hanoi(md&dra-1, apu, maali, 1l&hto);
}
}

Suoritettavaksi koodiksi muutettuna tama algoritmi tuottaa kolmella kiekolla seuraavanalaisen
tulosteen:

Siirrd kiekko tolpasta A tolppaan B
Siirrd kiekko tolpasta A tolppaan C
Siirrd kiekko tolpasta B tolppaan C
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Siirrd kiekko tolpasta A tolppaan
Siirrd kiekko tolpasta C tolppaan
Siirrad kiekko tolpasta C tolppaan
Siirrad kiekko tolpasta A tolppaan

W we=w

Algoritmin ollessa rekursiivinen sen aikavaativuus (yo. tulosteen yksi rivi vastaa yhté kiekon
siirtoa) kasvaa eksponentiaalisesti. Tarkkaan ottaen algoritmin aikavaativuus on 2" — 1 (kts.
Punainen kirja sivu s. 85-86), missé n on kiekkojen méaara. Nain voidaan laskea, ettéd 64 kiekolla
ongelman ratkaisemiseen menee 26* — 1 = 18446744073709551615 siirtoa!

Jos oletetaan yhteen siirto-operaatioon kuluvan aikaa yksi sekunti, kestaa ratkaisu 64 kiekolla
n. 600 miljardia vuotta. Maailmanloppu ei ole siis tulossa ainakaan huomenna.

6.2 Induktiotodistus
Johdatteleva esimerkki induktion kaytosta

Esimerkki: Olkoon tehtédvina laskea n:n ensimmaéisen parittoman positiivisen kokonaisluvun
summa 1 4+ 3+ ... + (2n — 1), kiiyttdméatta aritmeettisen sarjan summan kaavaa. Tutkitaan
miten summa kayttaytyy pienilla arvoilla:

1=1
1+3=4
1+3+5=9

1+34+5+7=16
1+3+5+7+9=25

Téastd huomataan, etta oikealla puolella on lukujen 1, 2, 3, 4 ja 5 toinen potenssi. Mutta
tama on todistettava jotenkin. Kaikkien arvojen laskeminen ei ole mahdollista, silla lukuja on
adarettomasti. Taytyy siis 16ytdé jokin parempi tapa.

Olkoon s, lause 1 +3 + ...+ (2n — 1) = n?. Aiemmin laskimme (todistimme) ettd ainakin
tapaukset s, s, ..., S5 ovat tosia. Arvon sg todistaminen kiy aiemman lauseen totuuden (ss)
avulla, silld

14+3+54+7+9+11=(14+3+5+74+9)+11=25+11=136

(.

S5
Tata voidaan soveltaa taaksepéin, eli s;:n totuus tulee osittain s4:n totuudesta, ja loppujen
lopuksi huomaamme ettd kaikki ldhtee s;:n totuudesta. Kuitenkin meitd kiinnostaa nyt sg:n
totuuden todistaminen. Vastaavalla tavalla kuin s5:n totuudesta seuraa sg:n totuus, niin mie-
livaltaisen si:n totuudesta seuraa si.1:n totuus. Ja koska k& on mielivaltainen,niin kaikki arvot
tulevat kiatevasti todistetuksi samalla kertaa.
Oletetaan, ettd s, on tosi arvolla n = k, siis s, = 14+ 3+ ... + (2k — 1) = k?. Seuraavaksi
johdetaan arvo s,:n arvolle n = k + 1:
St =143+... +2k—=1)+2k+1)-1)
=}+3+...+(2k—1)+(2k+1)
Sk: V: k2
=k +2k+1

= (k+1)

Nyt s; on tosi, s;:n totuudesta seuraa s,:n totuus, sp:sta ss:n, ja niin edelleen. Yleisesti siis
sg:n totuudesta seuraa siyq:n totuus. Téstd voimme péadtelld matemaattisella induktiolla, etta
S, on tosi Vn € Z.,, ja viite on todistettu.
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Induktioperiaate

Olkoot {Sm, Sm+1,- .. | m € Z} lauseita. Olkoon tehtévana todistaa, etté lause s, on tosi kaikilla
n € {m,m+1,...}. Menettelemme seuraavasti:

1) Perusaskel: osoitetaan etta s, on tosi arvolla n = m.

2) Induktioaskel: tehdédén induktio-oletus etté s, on tosi arvollan = k (k > m), ja todistetaan
induktiovdite, etta s, on tosi my6s arvolla n =k + 1.
Vaihtoehtoisesti voi osoittaa, ettd s;_i:n totuudesta aina seuraa sp:n totuus.

3) Johtopéitos: tdmén jilkeen alkuperiinen viitos seuraa induktioperiaatteesta.

Jokaisessa induktiotodistuksessa on nama kolme vaihetta.

Esimerkki 1 Todista induktiolla, ettd n? + n on parillinen Vn € N.
Olkoon f(n) =n?+ n.
Perusaskel: f(1) = 2 on parillinen.
Induktio-oletus: f(k) on parillinen, eli f(k) =2p|p € N.
Induktiovéite ja sen todistus:
flk+1)=(k+1)°+(k+1)
=k +2k+1+k+1
= E+k +2(k + 1)
——
Taméahén on sama kuinf (k)
=2p+2(k+1)
=2(p+k+1),
joten f(k + 1) on parillinen.
Johtopédétos: induktioperiaatteen nojalla f(n) on parillinen kaikilla n € N. [J

Esimerkki 2 Todista induktiolla, ettd n® — n on jaollinen kolmella Vn € N.
Olkoon f(n) =n® —n.
f(1) = 0 on jaollinen kolmella.
(f(2)=23—-2=8—-2=06=3x 2 on jaollinen kolmella.)
Oletetaan ettéd f(k) on jaollinen kolmella, eli f(k) =3p | p e N.
Silloin my6s k£ + 1:n pitdé olla jaollinen kolmella:
flk+1)=(k+1)>— (k+1)
=k +3k +3k+1-k—1
=k — k+3(k* + k)
——
f(k)=3p
=3p+3(k*+ k) =3(p+ k> + k),
josta huomaamme, ettd néin on. Induktioperiaatteen nojalla f(n) on jaollinen kolmella Vn €

N. [
[Liséé esimerkkeja Ensley kohdat 2.2-2.4].
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7 Kombinatoriikkaa ja todennakoisyyslaskentaa

Vuoden 2011 luennoilla kiytetdadn Ensley&Crawley -kirjan kalvomateriaalia. Linkki kurssin
www-sivuilla.

Alla hieman materiaalia yhdistetty ym materiaalista ja UEF/Maija Marttila-Kontion DR-
materiaalista.

7.1 Kertosaanto AAAA

AAAB
Tarkastellaan aluksi seuraavaa ongelmaa: Kuinka mon- AABA
ta nelikirjaimista koodisanaa voidaan tehd&d kahdesta AABB
kirjaimesta A ja B? Ratkaistaan ongelma tdmén puu- ABAA
diagrammin avulla. ABAB
ABBA
Sanoja tulee yhteensé 16 kappaletta. ABBB
BAAA
BAAB
BABA
BABB
Kertosadnto Oletetaan, ettd tehddan t kertaa valin- BBAA
toja (poimintoja), s.e. 1. valinnassa on n; eri mahdol- BBAB
lisuutta valita, 2. valinnassa on ny eri mahdollisuutta BBBA

valita, ..., t. valinnassa on n; eri mahdollisuutta valita. BBBB
Néin eri valintamahdollisuuksien koko mééara on:

N=n; XngX...xn

Tama itseasiassa on tuttu joukkojen karteesisesta tulosta.

Kertosaanto antaa vaihtoehtojen maaran kun sallitaan toisto ja alkioiden jarjestykselld on mer-
kitys.

7.2 Jarjestetty otos ja permutaatio

Tutkitaan aluksi seuraavaa esimerkkid: Kuinka monella eri tavalla joukosta A, B, C, D voidaan
valita kaksi kirjainta s.e. (poiminta)jarjestykselld on merkitysta? (ts. AB # BA jne).

Tehtéva ei ole esitetty téaysin yksiselitteisesti, silla ratkaisu riippuu nyt siita, onko toisto sallittua
(sallitaanko esim. AA tai DD).

AA BA CA DA
AB BB CB DB
AC BC CC DC
AD BD CD DD

AB BA CA DA
2) Toistoa ei sallita: AC BC CB DB (12 kpl)
AD BD CD DC

1) Toisto sallitaan: (16 kpl)
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Jirjestetty k-otos jossa toisto on sallittu joukosta A on k-jono (xy,zo, ..., xy) siten, etté:

2. Jarjestykselld on merkitysté, ts. ab # ba.

3. sama alkio voi esiintya 0..k kertaa.

Kertosaannon nojalla jérjestettyjen k-otosten (toisto sallittu) kokonaismédrd joukosta A =

ai,Qg,...,0, on: N =nxnx...xn=nk

Permutaatio

Kielletdan nyt toisto, eli kun yksi alkio on valittu, sitd ei voida endd valita uudelleen. Jarjes-
tykselld on edelleen merkitysté.

1. Kun n alkioisesta joukosta valitaan yksi alkio otoksen ensimmaéiseksi, sen voi tehda n
tavalla.

2. Kun n — 1 alkioisesta jélkelld olevasta joukosta valitaan yksi alkio otoksen toiseksi, sen
voi tehda n — 1 tavalla.

k. Kun n — k + 1 alkioisesta jélkella olevasta joukosta valitaan yksi alkio otoksen k:nneksi,
sen voi tehda n — k + 1 tavalla.

!

(n—k)!

eli n-alkioisen joukon k-mittaisten permutaatioiden maéara.

Yhteensi valintoja voitiin tehda n(n—1)(n—2) ... (n—k+1) = kappaletta. Merkitaan
n!
P(n,k) = ——

7.3 Ei-jarjestetyt otokset, binomikerroin

Kun permutaatioista tulkitaan eri jarjestykset samanlaisiksi, niiden méaara viahenee. k-mittainen
jono voidaan laittaa k! jarjestykseen. Niinpa erilaisia k-alkioisia osajoukkoja n-alkioisesta jou-

kosta on P(n. k) |
n,k) n!
B R k)!kappaletta.

Tata lukua sanotaan binomikertoimeksi ja merkitaan
|

C(n,k) = (Z) = m Luetaan "n yli k:n”.
Se siis kertoo monellako tavalla £ alkiota voidaan valita n alkiosta.

C(n, k) kertoo myos sellaisten n mittaisten bindédrilukujen méaéran joissa on tasan k ykkostél
Siis monellako tavalla voidaan valita k positiota n:std mahdollisesta.
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Ei-jarjestetty otos, toisto sallittu

Edellisessd permutaatiossa valintojen maéra vaheni jokaisella kierroksella. Kun toisto sallitaan,
n+k— 1)

valintoja on enemmaéan. Naita on < I

7.4 Todennakoisyyslaskentaa

Klassisen todennikdisyyslaskennan méiéritelmia:

e Sanotaan, ettd alkeistapahtumat ovat symmetrisii.

e Tapahtuman A C S, missé |A| = k todennékdisyys on
Pr(A) =%

n

e Pr(@)=0jaPr(sS)=1.

Esimerkkeja:

e Lapsen sukupuoli: S = {Tytto, Poika}.
Kolikonheitto: S = {Kruuna, Klaava}.

Nopanheiton tulos: S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Kahden nopanheiton tulokset: S = {1,2,3,4,5,6}%.

Hajautusfunktion arvot valilla {0 ... M — 1}.

Joukko-oppi ja tapahtumat

A ei tapahdu (komplementti) A°={se S |sg A}

A tai B tapahtuu AUB={seS|se€ AVse B}
A ja B tapahtuvat ANB={seS|se€ ANs€ B}
A tapahtuu, mutta B ei A\B={seS|se ANsZDB}

Venn-kaavioita voidaan kiyttda myos todennékoisyyslaskennassa.

Tapahtuman komplementin todenniikdisyys : Pr(A¢) =1 — Pr(A).
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Toisensa poissulkevat tapahtumat

e Jos AN B = & ne ovat toisensa poissulkevia.

e Jos A ja B ovat toisensa poissulkevia, niin:

— Pr(AnNB) =0
— Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B)
— Pr(A\ B) =Pr(A)

Lisada laskusdantoja
e Pr(AUB) =Pr(A) + Pr(B) — Pr(AN B) (yleinen yhteenlaskuséanto)
e Pr(A\ B) =Pr(An B°) =Pr(4) — Pr(AN B)

e Jos B C A, niin Pr(A) > Pr(B) ja
Pr(A\ B) = Pr(A) — Pr(B).

Ehdollinen todennikdisyys
e Tapahtuman A todennékéisyys silla ehdolla, ettd B on tapahtunut:
Pr(AnN B)
Pr(A|B) = — - A1 B Pr(A| B)=Pr(A).
(A1 B)= "L & Pr(4| B) = Pr(4)
e Pr(A|A)=1

Usean tapahtuman todennikdisyys
Usea riippumaton tapahtuma

e Oletetaan tapahtumat A ja B joiden tapahtuminen ei riipu toisistaan, merkitddn A 1 B.
e Nyt Pr(An B) =Pr(A) x Pr(B).
e Vastaavasti k riippumatonta tapahtumaa A, As, ..., Ax:

° Nyt PI‘(Al N AQ N...N Ak) = PI'(Al) X PI‘(AQ) X ... X PI'(Ak)

Usea tapahtuma yleisessi tilanteessa

e A ja B tapahtuvat:
Pr(AN B) =Pr(A) x Pr(B | A)

e vastaavasti k£ tapahtumalle.
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Esimerkkeja

[Ensley]

Syntymapaiviaparadoksi ja sen sovelluksia

Olkoon perusjoukko S lukuja 1...n, milld todennakdisyydelld satunnaisesti valituissa k£ luvussa
on vahintddn kaksi samaa lukua?

Milld todennékoisyydella tulee torméys?

Pr(1) = ei voi tulla torméysta
Pr(2) = % torméyksen todennékoisyys toiselle luvulle
Pr(3)=-+2 (Véérin!) torméyksen todenn. toiselle tai kolmennelle???

Toisen alkion mahdollinen torméys on huomioitava!
Pr() = S5, 77

Kun tehtéaviand on laskea todennédkéisyys jolla "vihintadn kaksi samaa lukua”, on helpompi
laskea sen komplementti ja vihentaé tulos yhdesta.

Lasketaan siis milld todennéakoéisyydelld ei tule tormaéaysta ja vahennetdan se yhdesta.

Milla todennéakoisyydelld tulee tormays, uusi yritys:

Pr(l) = 1-(2)= mikéén alkio ei t6rméd
Pr(2) = 1-(%=2) n — 1 torméamétonta mahdoll. 2. alkiolle
Pr(3) = 1— (%1 -22) n -2 tormiémétontd mahdoll. 3. alkiolle
Prl) = 1 ()
n!
-1 (n—Fk)!-nk

Esimerkkeja tormayksen todennakoisyydesté:

n k Pr
365 5 0.014
365 10 0.12
365 20 0.41
365 23 0.51
365 30 0.71
365 35 0.81
365 40 0.89
365 50 0.97
365 60 0.994
365 80 0.99991
365 100 0.9999997
100000 100 0.048
100000 1000 0.993
1000000 100 0.0049
1000000 1000 0.39
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Mité téastd opimme?

e Satunnaisella datalla tormayksia tulee.
e Tuuriin ei voi luottaa.
e Hajautuksen tormayskasittely

e Tiedoston, tietokannan, kommunikaatiovéiylan, jne lukitukset

8 Verkot eli graafit

Tarkoituksenahan on etsid tiedon esitysmuotoja, jotka voidaan muuntaa biteiksi, joita tieto-
kone voi kasitella. Erilaisiin tarkoituksiin tarvitaan erilaisia tiedon esitysmuotoja. Monet reaa-
limaailman asiat eivit luonteeltaan ole perdkkiisia (listarakenteeseen sopivia) tai hierarkkisia
(puurakenteeseen sopivia), vaan olioiden suhteet voivat olla monimuotoisempia. Niinpé esitte-
lemme verkot eli graafit joilla voidaan mallintaa monimutkaisia suhteita. Matematiikassa graa-
fiteoria on oma tutkimusalansa ja sen menetelmét ja tulokset hyodyttavét tietojenkésittelijan
reaalimailman ongelmien ratkaisemista.

Graafiteoriaa ja erityisesti graafialgoritmeja sekd niiden toteuttamista késitellidn enemmén
Tietorakenteet ja algoritmit IT -kurssilla.

Esimerkkeja tiedosta jota graafeilla mallinnetaan:

(Tieto)liikenteen mallinnus.

— Tietoliikenneverkko, tieverkko,
virtapiirit, prosessikaaviot.

— Reititys, liikkennesuunnittelu,
virtasuunnittelu.

e Relaatiokaaviot, luokkakaaviot,
olio-suhdekaaviot, kiyttotapauskaaviot,
organisaatiokaaviot, sukupuut, jne.

e Hypertekstit, viittaukset.

o Kemialliset, fysikaaliset, tekniset, biologiset, sosiologiset, taloudelliset verkostot ja niiden
suhteet ja vuorovaikutukset.

Maéiritelmé:  Graafi G = (V, E) koostuu joukosta V' solmuja (vertex, node) ja niitd yhdista-
vistd kaarista (E) (edge). Jos kaaren madritteleviat solmuparit ovat jarjestettyja, on kyseessd
suunnattu graafi, muuten graafi on suuntaamaton. Joten V' on itse asiassa luettelo solmuista ja
E on luettelo kaarista. Suuntaamattoman graafin kaaret merkitdén {a, b} ja suunnatun (a,b).
Huomaa, etté (a,b) # (b, a), mutta {a,b} = {b,a}.
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Huom! Kiytetddn myos merkintdda G = (V, E, f), missd f on solmujen vélisen yhteyden
madrittelevd kuvaus. Suunnatussa graafissa £ CV x V.

Esim:

Joukko V

1 2 G:({1,2,\3/,4,5},

Solmu

1. pari, kaari
O—D—® {22469, W5 )

Joukko E

G = <{1> 2, 3}7 {(17 2)? (37 1)7 (37 2)})

Kaaret

Jos pari e € E on jarjestetty, niin merkitsemme (u, v), ei-jarjestettyé paria merkitsemme {u, v}.
Téssa u,v € V.

Kaaren yhdistdmié solmuja sanotaan ldhtdsolmuksi ja maalisolmuksi (tai padtesolmuksi).

Jos kaari alkaa ja loppuu samasta solmusta, muodostaa se silmukan. Kahden solmun valilla voi
tarvittaessa olla useampia kaaria. Graafi, jossa on rinnakkaisia kaaria, on multigraafi. Vastaa-
vasti yksinkertaisessa graafissa on vain yksi kaari solmujen valilla.

Sovelluksesta riippuen silmukan ja rinnakkaiset kaaret voidaan sallia tai kieltaa.

Esim:

kaksi paria rinnakkaisia kaaria ja silmukka
b)

yksi pari rinnakkaisia kaaria

c) 4\9

ei rinnakkaisia kaaria
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Painotetut kaaret

Mikali liitdmme kuhunkin graafin kaareen painon (luvun), on kyseessa painotettu graafi. Kaa-
reen voi liittyd muutakin ongelmaan liittyvaa tietoa. Téalloin puhutaan semanttisesta verkosta.

Tarvittaessa myos solmut voidaan varustaa painolla ja/tai varustaa muulla sovelluksen kannalta
hyodyllisella tiedolla.

Yleensd myos algoritmin on yllapidettéavé viliaikaista tietoa solmuista ja/tai kaarista. Nappé-
rintd on jos tiedot voi tallentaa suoraan solmuna/kaaren objektiin.

Esim:
1) painotettu graafi,

esimerkiksi kaukoliikenteen

linja-autovuorojen ajat

2) on piilld nojaa semanttinen verkko, kuvaa
@ miten laatikot sijoittuvat
on vierelld toisiinsa ndhden
2
1 3
4

Solmujen asteet

Solmu, joka ei liity mihinkd&an solmuun, on isoloitu eli eristetty solmu. Suunnatun graafin kusta-
kin solmusta ldhtevien kaarien mééra on ldhtdaste (outdegree) ja tulevien kaarien mééré tuloaste
(indegree). Niiden summa on solmun aste eli (total degree). Suuntaamattomassa graafissa sol-
mun aste on siihen liittyvien kaarien lukuméaréd. Eristetyn solmun aste on 0. Solmun, johon
liittyy silmukka, mutta ei muita kaaria, aste on 2.

‘ Graafin solmujen asteiden summa on kaksi kertaa kaarien lukuméaara.

Aligraafit

Koska graafit esitetdan solmujoukkojen avulla, on luonnollista kiayttda joukko-opin ilmaisuja ja
sdantoja tiettyjen asioiden méarittelemiseen.

Olkoon V(H) graafin H solmujen osajoukko ja V(G) graafin G solmujen joukko siten ettd

V(H) C V(G). Jos kaikki graafin H kaaret ovat myos G:n kaaria, eli E(H) C E(G), on H
graafin G:n aligraafi ja sitd merkitdan yksinkertaisemmin H C G.
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Esim:
G

Graafi on téaydellinen (complete), jos kukin solmu on liitetty kaarella kaikkiin muihin solmuihin.
Merkitaan K,,.

0 00 o &3

K K, K3 Ky K

Graafi on kaksijakoinen (bipartite), jos solmut voidaan jakaa kahdeksi sellaiseksi osajoukoksi,
ettd osajoukon sisilld solmuja ei yhdista kaari.

H HCG

8.1 Polut

Graafeihin liittyvéd ongelmanratkaisu on esimerkiksi lyhimmén polun etsimisté.

Olkoon G = (V, E) suunnattu graafi. Kaarien jonoa kutsutaan poluksi, jos kunkin kaaren
paatesolmu on seuraavan kaaren lahtésolmu.

Polku on siis jono ((vy, va), (ve, v3), (v3,V4), ..., (Vn—1,Vn)), jasitd merkitdédn lyhyemmin (vy, ve, v3, ..., Up).
Polkuun kuuluvien kaarien mééra on polun pituus. Suunnatun graafin polkua, jonka kaikki kaa-

ret ovat erillisid, kutsutaan yksinkertaiseksi poluksi (simple path). Polkua, jonka solmut ovat

erillisia, kutsutaan alkeispoluksi (elementary path). Kaikki alkeispolut ovat myds yksinkertai-

sia. Polku, joka alkaa ja pééttyy samaan solmuun, on sykli. Suunnattu graafi voi olla sellainen,

ettd siiné ei ole yhtdan syklié.

Esim:

polku:(3, 2, 3, 6), pituus 3.
yksinkertainen polku:(3,2, 1, 3,6), pituus 4.
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alkeispolku:(3, 1, 2, 6), pituus 3
sykli:(3,4,5,6,3), pituus 4

Solmujen vilinen etiisyys

Solmujen u ja v vélisen lyhimmaén polun pituutta sanotaan solmujen u ja v vdliseksi etdaisyy-
deksi ja merkitdén d(u,v). Huomaa, ettd etdisyys solmusta itseenséd on d(u,u) = 0. Kaikille
verkoille pétee, ettéd jos on polku wu:sta v:hen ja v:std w:hen, niin on polku wu:sta w:hen. Mutta
tassakin pitda olla tarkkana, suunnatussa graafissa ei valttamatta olekaan polkua w:sté w:hun.

Etaisyydelle pétee

d(u,v) >0
d(u,u) =0
d(u,v) + d(u,w) > d(u, w)

Jos solmusta u ei ole polkua solmuun v, merkitdan d(u,v) = oo.

Huom! Vaikka olisikin polku (u,v) ja polku (v, u), ei valttamétta pade d(u,v) = d(v, u).

Suunnatussa graafissa kunkin alkeispolun pituus on korkeintaan n — 1, kun graafissa on n
solmua. Alkeissyklin pituus ei ole suurempi kuin n.

Jos graafin kaarilla on painot, polun pituuten késitellaan yleensé polun kaarten painojen sum-
maa.

8.2 Yhtenaiisyys

Suuntaamaton graafi G on yhtendinen ( connected ) jos kaikkien graafin solmujen valilld on
olemassa polku.

Yhtendinen:  Ei-yhten&inen:

O—B @
O—®

Aiempaan tulokseen

Z aste(v) = 2|E|

veV

liittyen saamme suuntaamattomassa graafissa ja multigraafissa paritonta astetta olevien sol-
mujen lukuméaraksi parillisen luvun.

Suunnatun graafin yhtendisyys

Suunnatun graafin sanotaan olevan vahvasti yhtenéinen jos jokaisesta solmusta on polku jokai-
seen muuhun solmuun.
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Suunnatun graafin sanotaan olevan yhdensuuntaisesti yhtenédinen jos jostakin solmusta on polku
jokaiseen muuhun solmuun.

Suunnatun graafin sanotaan olevan heikosti yhtendinen jos se olisi yhtendinen kun jokainen
kaari olisi kaksisuuntainen.

8.3 Piirit

“Konigsbergin sillat” on tunnettu graafiteorian ongelma.

Voidaanko sunnuntaikévelylla kulkea kaikki sillat tdsmaélleen kerran ja palata lahtopisteeseen?
Lahtopiste voi olla missé vain. Ongelma voidaan esittééd graafin lapikdyntiongelmana:

Onko olemassa sellaista polkua, jossa mistéd tahansa solmusta ldhtien vie-
reinen multigraafi kdydaan lapi niin, ettd kukin kaari kidydaan ldpi vain

kerran? Graafin solmujen asteet ovat aste(a) = aste(c) = aste(d) = 3 ja ?‘

aste(b) = 5.
i

Midritelmd Olkoon G = (V, E) suuntaamaton graafi tai multigraafi, (¢
jossa ei ole eristettyja solmuja. G:std sanotaan l10ytyvan Eulerin piiri, jos

G':ssé on piiri, joka kiy lapi graafin kaaret tédsmalleen kerran. Jos G:ssé

on avoin polku solmusta a solmuun b, joka kulkee kunkin kaaren tdsmélleen kerran, polkua
sanotaan Fulerin polukst.

S,

Hamiltonin polku ja piiri

Vuonna 1859 irlantilainen matemaatikko Hamilton kehitti
pelin dublinilaisille lelutehtaille. Tehtavina oli kulkea olla
oleva graafi niin, ettd kussakin solmussa kiydéan vain ker-
ran ja polku muodostaa piirin (siis pddttyy samaan solmuun
kuin misté alkaa).

Maéritelmé  Olkoon G = (V) F) graafi tai multigraafi, jolle
pétee |V| > 3. Graafin piirid sanotaan Hamiltonin piiriksi,
jos on olemassa piiri siten, ettd se kiy lapi kaikki solmut
tasmélleen kerran. Hamiltonin polku on polku, joka kiy lapi kaikki graafin solmut tdsmaélleen
kerran.
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Huom! Hamiltonin piiristd saadaan Hamiltonin polku, kun poistetaan mika tahansa kaari.

Eulerin ja Hamiltonin polkujen 16ytadminen

Kuinka voimme sitten péadtelld, onko jossakin graafissa Eulerin tai Hamiltonin polkua tai piiria?

Esim: Graaﬁstam

loytyy Hamiltonin piiri, mutta ei Eulerin piiria.

Olkoon G = (V, ') suuntaamaton graafi tai multigraafi, jossa ei ole eristettyja solmuja. Talloin
G':stéd 1oytyy Eulerin piiri jos ja vain jos G on yhtendinen ja kaikkien (G:n solmujen aste on
parillinen.

Nyt huomaamme myos, ettd Konigsbergin sillat-ongelmaan vastaus on kielteinen, kysyttya
reittia ei 16ydy.

Olkoon GG suuntaamaton graafi tai multigraafi, jossa ei ole eristettyja solmuja. Tall6in graafista
16ytyy Eulerin polku jos ja vain jos graafissa on tdsmaélleen kaksi solmua, joiden aste on pariton
(ellei graafissa ole piirié, joka lasketaan poluksi).

Esim. Piirrd kirjekuori kynda nostamatta ja kukin viiva vain yhteen kertaan.

b aste(a) = aste(c) =4
aste(b) = 2
a C aste(e) = aste(d) = 3
e d

Konigsbergin siltoja ei siis voi kiertda FEulerin polkuakaan pitkin.

Edelld kivimme graafia léapi kiinnittden huomion kaariin. Tietyssé solmussa voidaan kiyda
useammin kuin kerran. Tama sopi Konigsbergiin, silla tarkasteltiin siltoja, jotka luontevasti
vastaavat kaaria. Jos ajattelemme joukkoa kaupunkeja, joissa meidén tulisi kiyda, siirrymme
graafin solmujen tarkasteluun.

Esim: Graafista

16ytyy Eulerin piiri, mutta ei Hamiltonin piiria.
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Huom! Eulerin polku ja piiri vaatii, ettd kaaret kiydaan 1api vain kerran. Solmussa voidaan
kiiydd useammin. Vastaavasti voidaan graafia tarkastella my6s solmujen kannalta; Hamiltonin
polku ja piiri vaatii, ettd solmussa kidydadn vain kerran, kaari voidaan kulkea useamminkin —
tosin Hamiltonin piirille ja polulle ei ole samanlaisia olemessaololauseita kuin Eulerin piirille ja
polulle.

Maaritelma  Graafia, jossa ei ole syklejé, sanotaan puuksi. Jos puussa kullakin solmulla on
korkeintaan kaksi kaarta, on se binaéripuu.

8.4 Solmuista ja kaarista

Verkossa G = (V, G) solmun z € V naapurisolmuiksi kutsutaan niitd solmuja, jotka ovat suo-
raan yhteydessa solmuun x. Solmun asteluku on siihen liittyvien kaarten lukumaéaéra. Edelleen
jos solmun asteluku on 0, niin solmu on eristetty.

Jos edelleen verkon kaikki solmut ovat eristettyja, niin verkko on degeneroitu eli nollaverk-
ko. Jos solmun poistaminen jakaa verkon kahteen erilliseen osaan, niin solmu on leikkaus- eli
artikulaatiosolmu. Liséksi jos verkon kaikkien solmujen asteluvut ovat samat, niin verkko on
(n-)sdanndéllinen verkko, missé n on solmujen asteluku.

Esim: 3- ja 4-sdannolliset verkot:

3-saannollinen graafi 4-sadnnollinen graafi

Jos kaaren poistaminen jakaa graafin kahteen erilliseen osaan, niin kaarta kutsutaan sillaksi. Jos
kaari alkaa ja loppuun samaan solmuun, niin kaarta kutsutaan silmukaksi eli lenkiksi. Jos taas
kahdella (tai useammalla) kaarella on sama alku- ja loppusolmu, niin kaaria sanotaan rinnakkai-
siksi. Sellaista graafia, jossa ei ole silmukoita tai rinnakkaisia kaaria sanotaan yksinkertaiseksi
graafiksi.

8.5 Verkon matriisiesitys

Ihmisten on helppo ymmaértéia graafin rakenne katsomalla siité piirrettya kuvaa. Mutta koneelle
asia on hankalampi, ja graafi pitda esittdd jossakin muodossa, joka voidaan esittda bin&ddrises-
ti. Yksi tallainen esitysmuoto on matriisi, jossa matriisin sarake- ja rivitunnukset vastaavat
solmujen tunnuksia.
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Vierusmatriisi

Olkoon G = (V, E') yksinkertainen suunnattu graafi, jonka solmujen joukko V' = {vy, vq, ..., v,}
on jarjestetty vysté v,:44n. Talloin n x n-matriisia A, jonka i:nnen rivin j:nnen sarakkeen alkion
arvo on 1, mikdli V:n v;:nnestd solmusta on kaari v;:een solmuun ja muussa tapauksessa 0,
sanotaan graafin G' vierusmatriisiksi (adjacency matrix).

Matriisin A <. rivi maaraytyy v;:std lahtevien kaarten perusteella. Rivilla olevien ykkosten
maara on yhtasuuri kuin solmun v;:n ldhtoaste. Vastaavasti, j:nnen sarakkeen ykkosten méaara
on yhtasuuri kuin solmun v; tuloaste.

Suuntaamattoman graafin G = (V, E) vierusmatriisin esitys riippuu joukon V' alkoiden jér-
jestyksesté. Eri jarjestykset tuottavat erilaiset vierusmatriisit. On kuitenkin huomattava, etta
miké tahansa vierusmatriisi saadaan muunnettua toiseksi vaihtamalla matriisissa rivien ja vas-
taavien sarakkeiden paikkaa kesken&an.

Jos graafi ei ole yksinkertainen, niin sen matriisiesityksessd numerot kertovat rinnakkaisten
kaarten méadrdn. Jos kaaren alku- ja loppusolmut erotetaan toisistaan, eli joukko E(G) ei ole
symmetrinen relaatio, niin graafi on sunnattu.

Esim: G = (V, F) on suunnattu matriisi, jossa V' on jarjestetty joukko {vy,ve, v3, vy, v5}. Sen
vierusmatriisi on A.

L2 3 40 00010
1000 1 0

2|10 1 0 0 Lo Lo

G A=1000 0 1
310 000 1

01101

410 11 0 1 00100
@@ 510 010 0

Jotkin yksinkertaisen suunnatun verkon ominaisuuksista on heti ndhtédvissé sen vierusmatrii-
sista. Mikéli suunnattu verkko on refleksiivinen, niin sen vierusmatriisin lavistajan alkiot ovat
kaikki ykkosid. Symmetriselle suunnatulle verkolle ja suuntaamattomalle verkolle vierusmatrii-
si on my0s symmetrinen, siis a;; = aj V 7,j. Suunnatun graafin matriisiesitys ei ole yleensé
symmetrinen.

Vierusmatriisi pidemmille poluille

Edella tarkastelimme vierusmatriisia vain yhden kaaren pituisille poluille. Nyt tieddmme, et-
td ykkonen vierusmatriisin i:nnen rivin ja jmnnessid sarakkeessa tarkoittaa kaarta (v;,v;), eli
polkua v;:stéa v;:hin, jonka pituus on 1. Tarkastellaanpa seuraavaksi vierusmatriisin potensseja.
Merkitddn matriisin A toisen potenssin A2 alkioita a?j. Talloin alkioiden arvot méaaraytyvat
seuraavan kaavan mukaan. .
a?j = Z aikakj
k=1

Jollekin méérdtylle k:lle a;ar; = 1, jos (ja vain jos) molemmilla alkioilla a;; seké ay; on ar-
vo 1. Toisin sanoen, jos ja vain jos (v, vx) ja (vg,v;) ovat kyseisen verkon kaaria. Jos (v;, vy)
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ja (vg,v;), niin on olemassa polku v;:stéd v;:in jonka pituus on 2. Siispd A*m alkion af; ar-
vo on yhtdsuuri kuin pituudeltaan 2 olevien polkujen lukuméira, jotka johtavat v;:std v;:in.
Tarkastellaan seuraavien A:sta johdettujen matriisien arvoja:

01101 10201
00011 01201
A2=10 0100 A=100001
1 0101 00112
00001 00100
00112 0130 2
1020 2 00212
A'=10 0 1 00 A=1000 0 1
0130 2 10303
00001 00100

Graafissa G on pituudeltaan 2 oleva polku v;:sti vs:een, joten A%:n ensimméisen rivin toises-
sa sarakkeessa on arvo 1. Vastaavasti graafissa on kolme kappaletta pituudeltaan nelja olevia
polkuja solmusta vy solmuun vs; (4,2,3,5,3), (4,2,1,4,3), ja (4,5,3,5,3), joten aj; = 3. Tami
voidaan yleistda seuraavasti:

Olkoon A suunnatun verkon G vierusmatriisi. Matriisin A"(n > 0) ¢:nnen rivin jmnen
alkion arvo on sama kuin n-pituisten polkujen maara 2:nnesté solmusta j:een solmuun.

Polkumatriisi

Vierusmatriiseja voidaan kdyttda apuna kun halutaan selvittdd onko yhdestd solmusta yhteys
toiseen. Jos graafissa on n solmua, riittda ettd laskemme vierusmatriisit enintdan n:n pitui-
sille poluille, silld jokaisesta polusta voimme muodostaa alkeispolun poistamalla syklit (jolloin
pituudeksi tulee enintddn n — 1) ja jos polku on sykli, niin tarkastelu rajoitetaan ainoastaan
alkeisykleihin (pituus enintédén n). Kaikki polut ja syklit lasketaan matriisiin

B,=A+ A2+ A+ ...+ A" jossa

¢:nnen rivin j:s sarakkeen arvo kertoo enintddn n-mittaisten polkujen lukumééran solmusta v;
solmuun v;. Jos tdmén alkion arvo on erisuuri kuin 0, on selvdi ettd solmusta v; padsee sol-
muun v;.

Olkoon G = (V, E) yksinkertainen suunnattu verkko, jonka solmujen lukumééri on n
ja solmujoukko on jarjestetty. Olkoon liséksi P n x n-matriisi, jonka alkiot méaraytyvét
seuraavasti
» {1, mikéli on olemassa polku v;:sté v;:in
ij

0, muutoin.

Té&ll6in matriisia P nimitetddn verkon G polkumatriisiksi (path matrix, reachability mat-
rix).
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P saadaan laskettua vierusmatriisien summamatriisista B,, asettamalla

muutoin

jos alkion arvo b;; > 0

Vaihtoehtoinen tapa muodostaa polkumatriisi on kayttaa laskutoimituksissa suoraan Boolen

algebraa, jolloin sallitut arvot ovat 0 ja 1. Huomaa, ettd polkumatriisin lavistajan alkio p; = 1
jos ja vain jos solmusta v; on kaari itseensa.

9

Sanastoa

A? -

n

2
A5 = \/ Ak N A

n
n. n __ n—1

k=1
P=AV A2V A3V ...VA"

9.1 Logiikan ja diskreettien rakenteiden sanastoa

English "suomennos" | suomennos

atomic atomaarinen | jakamaton

axiom aksiooma selkeéisti tosi ilmaisu, peruslause, lahtokohta
connective konnektiivi looginen yhdysmerkki (operaatio)
contradiction | kontradiktio | lauseke joka on aina epéatosi

graph graafi verkko

inference paattely padttely premisseistéd johtopaatokseen
permutation | permutaatio | jarjestykset

predicate predikaatti méare jollekin

premise premissi lahtokohta

propositio propositio vaitelause, totuusarvoinen lause

quantifier kvanttori "méadréilmaisu” (suomennos hakusessa)
satisfialble toteutuva lauseke joka on tosi jollakin valuaatiolla
tautology tautologia lauseke joka on aina tosi

valuation valuaatio muuttujien arvojen yhdistelma, totuusjakauma

9.2 Logiikan ja diskreettien rakenteiden merkintoja

Merkki ‘ merkitys

A ‘ AND, JA, konjunktio, molemmat
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Merkki | merkitys

OR, TAI, disjunktio, edes toinen

XOR, JOKOTAI, exclusive-or, tdsmaélleen toinen, myos &
EI, negaatio

‘jos, niin’, implikaatio, riittdva ehto

‘jos ja vain jos’, ekvivalenssikonnektiivi

‘jos ja vain jos’

ekvivalentti, sama kuin

mallintaa, valuaatiolla lauseke on tosi; tdsta seuraa
paattelysté seuraa

joukkojen leikkaus (intersection)

joukkojen yhdiste (union)

joukkojen erotus (difference)

(joukon) negaatio

osajoukko

aito osajoukko

tyhja joukko

kaikille

on olemassa

ei ole olemassa, my6s —3

phi, kreikk. aakkonen, kiytetdan symbolina logiikan kaavasta
psi, kreikk. aakkonen, kiytetdan symbolina logiikan kaavasta
chi, kreikk. aakkonen, kiytetdan symbolina logiikan kaavasta
kertoma, 1 Xx 2 X3 X ... Xn

k-mittaisten permutaatioiden méara n alkioista,
nn—1)(n—-2)...(n—k+1)=nl/(n— k).

S esMWCNINL—COTTHNE T 1<

|
£
=

k-alkioisten kombinaatioiden maéré, P(n,k)/k!, myos C(n, k)

Miké oli todistettava.

Luonnollisten lukujen joukko {0,1,2,3,...}
Positiivisten kokonaislukujen joukko {1,2,3,...}
Kokonaislukujen joukko {...,—3,—2,-1,0,1,2,3,...}
Reaalilukujen joukko

Riippumaton (todennékoisyyslaskennassa)

VRS
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