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1 Johdanto

Kauppamatkustajan ongelmassa on tarkoituksena 16ytdd lyhin reitti, jolla padstddn
vierailemaan jokaisessa verkon solmussa tasan yhden kerran. Kéytdnnon esimerkkini

on myyjé, joka haluaa 16ytdd lyhimmaén reitin kaupunkien l4dpik&ymiseksi [14].
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Kuva 1: Kiiytinnon esimerkki kauppamatkustajan ongelmasta ja siihen tehdysti ratkaisusta.

Kauppamatkustajan ongelmalle on monia muita kdytdnnon sovelluksia. Muutamia
lisdesimerkkejd ovat ajoneuvojen reititys, piirilevyjen poraus ja varastosta tavaran
kerddminen tehokkaasti. Ajoneuvojen reitityksessd on tarkoituksena 10ytdd lyhin
mahdollinen reitti, jolla voidaan kdyda kaikissa vierailtavissa kohteissa. Postin jakelu

on hyvé esimerkki tastd. [8]

Kiinnostavan kauppamatkustajan ongelmasta tekee se, ettd se on helppo mééritelld
sekd ymmartdd, mutta ongelmaan ei ole helppoa ratkaisua. Ongelman vaikeus
atheuttaa sen, ettd algoritmi joko toimii nopeasti ja antaa epdoptimaalisen tuloksen, tai

vaihtoehtoisesti toimii hitaasti, mutta antaa optimaalisen tuloksen. Molempia on



mahdotonta saada. Ongelman ratkaisemiseen on kuitenkin kehitelty useampia erilaisia

ratkaisuja. Tarkoituksena on yleensé saada ldhes optimaalinen tulos nopeasti. [8]

Seuraavana on esimerkkejd heuristisesta ldhestymistavasta, jolla on saatu hyvid
tuloksia. Yksi tapa on lisdtd kaaria yksi kerrallaan valmiin reitin muodostamiseksi.
Ensin valitaan lyhin kaari. Tdmén jélkeen valitaan lisdd kaaria tulosverkkoon jonkun
ehdon mukaan. Tamai ehto voi olla esimerkiksi se, ettd valitaan aina lyhin kaari, joka
kdy tulosverkon pddhdn. Toinen reitin muodostus tapa on ensin tehdd TSP-reitti milla
tahansa tavalla ja sitten muokata sitd poistamalla huonoja kaaria ja yhdistimaélla

solmut jarkevimmin. [14]

Avoimen kierroksen kauppamatkustajan ongelma liittyy pienimpddn virittdviin
puuhun. Avoimen kierroksen kauppamatkustajan ongelmassa alku- ja loppupiste ei
tarvitse olla sama. Télloin voidaan ajatella, ettd kauppamatkustajan reitti on virittava

puu. Ei kuitenkaan vélttimaéttd pienin virittdva puu.

Téssd tutkielmassa esiteltdvin algoritmin ja sen eri versioiden pddidea on se, ettd
muokataan pienimmén virittivdn puun tuottavaa Kruskalin algoritmia sopivaksi.
Algoritmia muokataan niin, ettd saadaan muodostettua avoimen kierroksen
kauppamatkustajan ongelman ratkaiseva reitti. Taima tehd4édn muutaman ehdon avulla,
jotka vaikuttavat siithen, miten kaaria valitaan. Tarkoituksena on siis saada aikaan

algoritmi, joka antaa ldhes optimin tuloksen, kuluttamatta liikaa aikaa.

Seuraavassa luvussa kisitellddn kauppamatkustajan ongelmaa, sen vaikeutta sekd
kaytdnnon sovelluksia. Kolmannessa luvussa kasitellddn pienintd virittivad puuta,
sekd tutkitaan Kruskalin algoritmia. Neljds luku esittelee tutkielman padasian eli
muokatun Kruskalin algoritmin kdyton avoimen kierroksen kauppamatkustajan
ongelman ratkaisemiseen. Viidennessd luvussa esitellidn satunnaistettu versio
muokatusta Kruskalin algoritmista. Kuudes luku késittelee tuloksia. Viimeisessd

luvussa vedetéddn johtopaitokset.



2 Mika on kauppamatkustajan ongelma?

Kauppamatkustajan ongelmaa eli travelling salesman problem (TSP) pidetddn yhtend
kuuluisimmista kombinatorisista optimointiongelmista [1]. Kyseisestd aiheesta on
tehty huomattavan paljon kirjallisuutta. Suosiota voi selittdd se, ettd ongelma on
helppo maédritelld, mutta laskennallisesti se on vaikea. Ratkaisusta olisi hyotya

monessa kdytdnnon asiassa. [1]

Kauppamatkustajan ongelmassa tarkoituksena on saada selville lyhin reitti, niin ettd
jokaisen verkon solmun lavitse kuljetaan [1]. Verkko koostuu ddrellisestd maardsti
solmuja ja kaaria. Kaaret yhdistdvit solmuja toisiinsa. Kaaret eli solmujen véliset
matkat ovat symmetrisi, eli matka A:sta B:hen on yhté pitka kuin matka B:std A:han
[2]. Konkreettisesti ilmaistuna kauppamies haluaisi kulkea kaupunkien Ildpi

mahdollisimman lyhytti reittia.

Ongelmasta on olemassa kaksi eri versiota. Suljetun kierroksen (closed loop) versiossa
aloitus- ja pditepiste on oltava sama. Eli on piistdvd samaan kaupunkiin mistd 14hti

matkaan. Avoimen kierroksen (open loop) versiossa loppupiste ei tarvitse olla sama.

Kuten kuvasta 2 nikyy, huonossa avoimen kierroksen TSP-reitissd solmujen jarjestys
on valittu niin, ettd tapahtuu turhaa matkustamista. Huonoimmassa tapauksessa reitissi

on my®ds risteyskohtia. Namé aiheuttavat sen, ettd reitin pituus ei ole optimaalinen.



7,0

Pituus = 54,0

Kuva 2: Huono avoimen Kierroksen TSP-reitti

Kuvassa 3 nikyy hyvd avoimen kierroksen reitti. Siind on huomattavasti vihemmén
turhaa matkustamista. Tdssd tapauksessa reitin kaarien yhteen laskettu pituus on

optimaalinen.

Pituus = 38,8

Kuva 3: Hyvi avoimen kierroksen TSP-reitti



2.1 Termin synty

Ensimmadisen kerran Kauppamatkustajan ongelma -termié on kiytetty matemaattisissa
piireissd 1930-luvun alkupuolella. 1940-luvulla ongelma tuli suosituksi, koska se oli
hankala ja kiinnostava ongelma. Se myds liittyi muihin kombinatorisiin ongelmiin.
Suosiota selitti my0s se, ettd ongelman nimi muistutti klassista amerikkalaista
henkil6d. Henkilo tarkoittaa tdssd yhteydessi siis arkityyppid, jolle on oma osastonsa

amerikkalaisessa huumorissa. [6]

2.2 Miten kauppamatkustajan ongelmaa on yritetty ratkaista?

Ensimmaiinen kdannekohta ongelman ratkaisussa saatiin vuonna 1954 kun artikkeli
”Solution of a large-scale travelling-salesman problem” ilmestyi [11]. Kyseisessd
tutkimuksessa saatiin selville, ettd lineaarisia ohjelmointialgoritmeja voidaan kiyttaa
sijoitusongelman ratkaisemiseen [6]. Varsinainen TSP-ongelma ei kuitenkaan vield
ratkennut. Tutkimuksen tulokset kuitenkin antoivat toivoa, silld sijoitusongelmaa

voidaan kuvata hyvin samankaltaisena kuin kauppamatkustajan ongelma [6].

2.3 Kauppamatkustajan ongelman vaikeus

1960-luvun lopulla ymmérrettiin, ettd on olemassa helppoja ongelmia ja vaikeita
ongelmia [6]. Helppoihin ongelmiin on loydetty algoritmi, joka toimii korkeintaan
polynomiaalisessa ajassa suhteessa ongelman kokoon [6]. Vaikeissa ongelmissa
sopivat algoritmit ovat luonteeltaan kaikki mahdolliset ratkaisuvaihtoehdot lapikédyvia
[6]. Naytti siltd, ettd TSP-ongelmana on niin monimutkainen, ettd mikd tahansa
ratkaisu vaatisi superpolynomiallisen ajan verrattuna ongelman kokoon eli solmujen
madrddn [6]. Eli ongelman ratkaisu vaatisi vahintdan eksponentiaalisen ajan suhteessa
solmujen méérddn. Toisin sanoen, jos ongelmassa on syotteeni n solmua, niin

aikavaativuus olisi vahintdan 2™



Kauppamatkustajan ongelma kuuluu NP-vaikeisiin ongelmiin. On hyvin
epatodennikoistd, ettd kyseiselle ongelmalle on edes olemassa polynomiallista

algoritmia [6].

NP-vaikeata ongelmaa voidaan yrittdd ldhestyd kahdella tapaa. Joko halutaan
optimaalinen ratkaisu, jolloin saatetaan joutua kuluttamaan paljon aikaa. Toinen
vaihtoehto on tinkid optimaalisuudesta. Talloin voidaan saada ratkaisu nopeasti, mutta

ratkaisun laatu voi olla huono [6].

2.4 Kauppamatkustajan ongelma sovelletussa matematiikassa

Kauppamatkustajan ongelman tutkiminen on auttanut 16ytdméaédn yleiskaytdnnollisia
tekniikoita sovelletussa matematiikassa [7]. Se on auttanut kehittiméin
optimointitekniikan mixed-integer programming (MIP), joka sisdltdd lineaarisen
optimointiongelman, mutta lisdrajauksena on se, ettd jotkut muuttujista ovat
kokonaislukuja. Tdma on auttanut MIP-optimointitekniikkaa soveltumaan ongelmiin,

joissa on diskreettejé valintoja.

Kauppamatkustajan ongelma on myds Branch and bound -hakumetodin luonnin
takana [7]. Branch and boundissa jokainen askel jakaa haettavan alueen kahteen tai
useampaan osaongelmaan. Tarkoituksena on, ettd nimé osaongelmat ovat helpompia
ratkaista kuin alkuperdinen ongelma. Bound vaiheessa taas poistetaan sellaiset
osaongelmat, joiden hakeminen kokonaan on turhaa. Eli kyseisessd vaiheessa
poistetaan sellaiset osaongelmat, joiden ratkaisu ei voi olla parempi kuin jo laskettu

osaongelma.

Kauppamatkustajan ongelma on ollut mukana myds heurististen hakualgoritmien
kehityksessé [7]. Heurististen algoritmien tarkoituksena on ratkaista ongelma nopeasti.
Tarkoituksena olisi saada my0s suhteellisen hyvd ratkaisu. Tuloksen laatu ei

valttdmatti ole kuitenkaan hyvé.

Kauppamatkustajan ongelmalla on ollut rooli DNA-laskennassa [7]. Vuonna 1994

Leonard Adleman aloitti kyseisen alan tutkimuksellaan, jossa ratkaistiin seitsemén



kaupungin kauppamatkustajan ongelma DNA-laskennalla [12]. Pieneen méérdén
DNA:ta pystytddn tallentamaan paljon informaatiota. Tutkijoiden mukaan,
tulevaisuudessa voi olla mahdollista kayttdd molekulaarisia laitteita sellaisten

ongelmien ratkaisussa, joita tavan tietokoneilla ei pystyté ratkaisemaan [7].

2.5 Kauppamatkustajan ongelman kaytiannon sovelluksia

Kauppamatkustajan ongelmalle on monia kdytdnnon sovelluksia, silld monet ongelmat

voidaan muokata sopimaan kauppamatkustajan ongelmalla ratkaistavaksi [6].

Yksi selvd sovellus on logistiitkka, josta esimerkkind on ajoneuvojen reititys.
Ongelmana on se, ettd miten kuluttaa vdhiten polttoainetta, kun on olemassa monta
ajoneuvoa ja monta asiakasta. On saatava selville milldi ajoneuvolla on ajettava
kenenkin asiakkaan luo ja missd jérjestyksessd. Yleensd rajoitteina voivat olla

ajoneuvojen kapasiteetti ja erilaiset aikarajat asiakkaiden tilauksille. [6]

Toinen sovellus on piirilevyjen poraus. Erilaisten piirilevyjen ldpi tulee porata
erikokoisia reikid, jotta saadaan yhdistettyd eri kerroksien johtimet. Téssé on otettava
huomioon, ettd poranterén vaihto vie aikaa. Eli samankokoiset reidt on syytd porata
kerralla ja sitten vaihtaa terdd. Ongelma voidaan kuvata kauppamatkustajan
ongelmana. Reidt ovat solmuja ja kaaret solmujen vilisid etdisyyksid Tarkoituksena

on minimoida poran liikkumisaika. [8]

Kolmas sovellus on lentokoneen turbiinien huolto. Jokaisessa suihkulentokoneen
turbiinissa on sisdlld suuttimen ohjaussiivekkeitd. Niilld ohjaussiivekkeilld on
jokaisella omat ominaisuutensa. Oikeilla sdddoilld voidaan saada merkittdvid
hyotyvaikutuksia, esimerkkind tirindn pienentyminen ja polttoaineen kulutuksen
vihentyminen. Ohjaussiivekkeiden sddtdiminen parhaimmalla tavalla voidaan kuvata

kauppamatkustajan ongelmana. [8]

Muitakin sovelluksia on kuten kristallien rakenteen analysointi, tietokoneen johdotus,

robotin litkkeiden ohjaus [8].



3 Pienin virittiva puu

Pienin virittivd puu eli minimum spanning tree (MST) on myo6s yksi tunnetuimmista
kombinatoorisista optimointiongelmista [3]. Pienin virittdva puu on virittdvdin puun

erityistapaus.
3.1 Virittavi puu

Virittdva puu on verkon osajoukko, jossa jokainen verkon solmu on liittyneend tdhén
puuhun [5]. Kéytettyjen kaarien yhteen laskettu pituus ei ole vélttiméttd minimi.
Virittdvéssd puussa voi olla useita lehtisolmuja eli solmuja, joihin on yhdistyneend
korkeintaan yksi kaari. Virittavéssd puussa ei voi olla syklejd eli kierroksia. Virittdva
puu on siitd hyddyllinen, etté sitd voidaan kiyttdd moneen asiaan. Virittivilld puulla
voidaan luoda harvempi aliverkko, joka kuitenkin muistuttaa paljon alkuperdisti
verkkoa. Virittdva puu on tirked suunniteltaessa tehokkaita reititysalgoritmeja. Lisdksi
joihinkin laskennallisesti vaikeisiin ongelmiin voidaan saada l&helld optimia oleva

ratkaisu. Virittdvid puita voidaan soveltaa myds dataverkkojen suunnittelussa [5].
3.2 Pienin virittavi puu

Pienimmén virittdvdn puun ero tavalliseen virittivddn puuhun on se, ettd siind
kaytettyjen kaarien yhteenlaskettu pituus on pienin mahdollinen [5]. Pienimmalle
virittdvélle puulle l0ytyy paljon kiayttokohteita. Optimaalisen ratkaisun pystyy
muodostamaan aina ahneella (greedy) algoritmilla kuten Kruskalin algoritmilla [4].
Kuitenkin on otettava huomioon, ettd ratkaisu ei valttdmaittd ole ainut mahdollinen.

Verkosta saattaa pystyd muodostamaan useamman erilaisen virittivin puun, joiden



kaikkien painot ovat yhti pienid. Kuvassa 4 nékyy pienin virittdva puu. Siind jokainen

solmu on yhdistettynd ja kaarien pituudet ovat mahdollisimman pienet.

Lehtisolmu

Kaari

Pituus = 34

Kuva 4: Pienin virittivi puu

3.3 Historiaa

Ensimmdinen tunnettu algoritmi pienimmén virittdvin puun rakentamiseen on
vuodelta 1926 oleva Borivka:n algoritmi [9], joka keksittiin huomattavasti ennen
Kruskalin (1956) [4] ja Primin (1957) algoritmeja [10]. BorGvkan algoritmissa
yksittdisessd vaiheessa jokainen solmu valitsee itsestdén ldhtevdn lyhimmén kaaren
lopputulokseen. Néin saadaan alijoukkoja, jotka sitten yhdistetdén samalla tavalla
lyhimmalla kaarella [5]. Kuitenkin sekd Primin ettd Kruskalin algoritmeja pidetédén
ensimmadisind tehokkaina ratkaisuina pienimmaén virittdvan puun rakentamiseen [3].
Primin algoritmissa alussa valitaan satunnainen solmu. Sen jdlkeen valitaan lyhin
kaari, joka liittyy kyseiseen solmuun. Algoritmin jokaisessa vaiheessa valitaan lyhin
kaari, joka liittyy 1d4himpédn solmuun, joka ei ole jo lopputuloksessa [5]. Kruskalin

algoritmia tutkitaan enemmin seuraavassa kappaleessa.



3.4 Kruskalin algoritmi

Kruskalin algoritmi on yksi tunnetuimmista ratkaisuista pienimmén virittivin puun
rakentamiseen. Algoritmin toimintaa voidaan kuvata yksinkertaisesti niin, ettd valitaan
aina lyhin kaari verkosta. Tdssd on kuitenkin muutamia ehtoja. Sykleji ei saa syntyd
jo valittujen kaarien kanssa [4]. Lisdksi kaari ei saa olla jo ennestiin valittu [4]. Syklit
voidaan tunnistaa osajoukkojen avulla. Mikéli lisdttavin kaaren alku- ja loppusolmut
kuuluvat samaan osajoukkoon, niin liséttdvan kaaren lisidminen synnyttdisi syklin.

Algoritmi ei tarvitse tdydellistd verkkoa toimiakseen eli verkko voi olla monenlainen.

Kuten kuvasta 5 nidhdéddn, ensimmdiiseksi on valittu lyhin kaari. Tama lisdtddn
lopputulokseen. Seuraavaksi valitaan toiseksi lyhin kaari. Kaaren lisddminen on
sallittua, silla lisittdvan kaaren alku- ja loppusolmut ovat eri osaverkoista. Lyhimmin
kaaren valitsemista jatketaan, kunnes lopputulos on saatu. Alimpana kuvassa nakyy
valmis pienin virittdva puu. Valmiissa lopputuloksessa kaikki verkon solmut siséltyvit

puuhun ja sykleja ei ole.

Pituus = 20,0

Kuva 5: Kruskalin algoritmin vaiheet
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3.5 Pienimmain virittivan puun yhteys kauppamatkustajan

ongelmaan

Pienimmén virittdvdn puun avulla voidaan luoda ratkaisu kauppamatkustajan
ongelmaan. Esimerkiksi Christofideksen algoritmi [21] toimii niin, ettd ensin luodaan
pienin virittdvd puu ja sen jédlkeen puuta muokataan, jotta saadaan TSP-ratkaisu.
Pienimmén virittdvan puun luonnin jilkeen etsitdén solmut, joista ldhtee pariton mééra
kaaria. Naistd solmuista tehdddn oma aliverkko. Aliverkon ldhimmét solmut
yhdistetddn toisiinsa pareiksi lyhimmilld mahdollisilla kaarilla. Sen jélkeen aliverkko
yhdistetddn pienimpddn virittivddn puuhun. Tdmén jilkeen puusta muodostetaan
Eulerin polku. Sen jilkeen yliméariisi kaaria poistetaan ja lehtisolmuja yhdistetién,

kunnes saadaan TSP-ratkaisu. [14]

3.6 MST-solmujen méirin yhteys TSP:n vaikeuden arviointiin

Pienimmén virittdvan puun solmujen maéran yhteyttd kauppamatkustajan ongelmaan
on tutkittu [16]. Tutkijoiden tarkoituksena oli arvioida TSP:n vaikeutta MST-
solmukohtien méirin perusteella. Tdma tehtiin luomalla ensin pienin virittdva puu ja
sen jilkeen laskemalla solmukohdat puusta. Solmukohtia ovat solmut, joista ldhtee
kolme tai useampi kaarta. Tutkijoiden hypoteesi oli, ettd mitd enemmain solmukohtia,
sitd hankalampi TSP-reitti oli luoda. Lopputulokseksi saatiin, ettd MST-solmukohtien
maéra korreloi erittdin hyvin optimaalisen TSP-reitin muodostamiseen tarvittavan ajan

kanssa [16].
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4 Kruskalin algoritmi avoimen kierroksen

kauppamatkustajan ongelmaan

Kruskalin algoritmia voidaan soveltaa muutamalla muutoksella avoimen kierroksen
kauppamatkustajan ongelmaan. Seuraavaksi esitetdin yksityiskohtaisesti, miten tima

tapahtuu. Algoritmista kdytetdén nimed Kruskal-TSP.
4.1 Algoritmin toiminta

Algoritmin ensimmadisessd vaiheessa luetaan syoétetiedosto. Syotetiedosto on
mydhemmissé esimerkeissd tekstitiedosto, joka siséltda jokaisen solmun koordinaatit.
Tiedoston data luetaan matriisiin. Témén jilkeen luodaan tdydellinen verkko luetusta
datasta. Téydellisessd verkossa on kaari jokaisesta solmusta jokaiseen toiseen
solmuun. Téaydellinen verkko luodaan kdymailld ldpi kaikki verkon solmut ja
laskemalla etdisyydet verkon solmuista jokaiseen toiseen verkon solmuun.

Etdisyyksien laskemiseen kéytetddn Haversine-funktiota

i i , A=A
d = 2rarcsin (\/ sin2 (£1222) cos(g,) cos(g,) sin? (2572)).

Kyseisessd kaavassa d on lopputulos eli kahden pisteen vélinen matka pallolla. Kaavan
r on maapallon sdde, joka on 6356,752 Suomessa. ¢; on pisteen 1 leveysaste
radiaaneina ja @2 on pisteen 2 leveysaste radiaaneina. A; on pisteen 1 pituusaste

radiaaneina ja 42 on pisteen 2 pituusaste radiaaneina.

Seuraavassa vaiheessa tiydellisen verkon kaaret jarjestetdén pienimmastd suurimpaan,
sekd jokainen verkon solmu lisdtdin omaan osajoukkoonsa. Nididen valmistelujen

jélkeen siirrytdén varsinaiseen reitin luomiseen.

Aluksi valitaan lyhin kaari ja lisdtddn se tulosverkkoon sekd yhdistetddn kyseisen
kaaren solmut samaan osajoukkoon. Seuraavaksi valitaan toiseksi lyhin kaari. Jokaisen
valitun kaaren kohdalla tarkistetaan aiheuttaako kyseinen kaari syklin eli kierroksen
tai haarauman lopputulokseen. Mikili ndin tapahtuu, kaarta ei lisdtd lopputulokseen

vaan se ohitetaan. Syklin ja haaraumien tarkistus tapahtuu osajoukkoja
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tarkastelemalla, sekd tarkistamalla, onko liséttdvd kaari yhdistymdssd verkon
paétepisteisiin. Lyhimmaian mahdollisen kaaren valitsemista jatketaan, kunnes TSP-

reitti on valmis.
4.2 Esimerkki algoritmin toiminnasta

Kuten esimerkkikuvasta 6 nikyy, tdydellisessi verkossa jokainen solmu on suoraan
yhteydessd toiseen verkon solmuun. Tamé on tirkeéa, jotta saadaan selville jokaisen
kaaren pituus. Verkon luonnin jdlkeen verkossa olevat kaaret jarjestetdén pienimmésta
suurimpaan. Myoskin jokaiselle verkon solmulle luodaan oma osajoukko sen kaarista.
Tamén jilkeen valitaan pienin kaari, ja tarkistetaan, voidaanko se lisdti

lopputulokseen.

am=="

—— - rl (] -
--—'-. d“ o ’ ®
.=::--------.----.--—-----’ﬁn-w:----bon-----
- - - L4 -

- o - U ---
- - ’ -ae
- -~ - - %4
*

Kuva 6: Esimerkki tiydellisesti verkosta

Kaarta lisdttdessd on taytettdva kaksi lisdysehtoa:

1. Valittavan kaaren yhdistimit solmut eivit saa olla jo valmiiksi samassa
osajoukossa

2. Valittava kaari saa yhdistdd vain osajoukkojen paitepisteitd
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Kuvassa 7 on esimerkki lisdysehdoista. Kuvasta ndkyy kuinka lyhimmén kaaren
valitseminen aiheuttaisi syklin. Osajoukkoja tarkastelemalla saadaan kuitenkin

selville, ettd kyseistd kaarta ei voida lisdtd lopputulokseen.

Kuvassa 7 ndkyy my0s, kuinka kaaren lisdys sallitaan vain silloin kun lisittdva kaari
liittyy osajoukkojen paitepisteisiin. Tamd on merkittivd ero normaaliin Kruskalin
algoritmiin, sillé siind sallitaan kaaren lisdys my0s osajoukon keskelle. Tuloksena on,
ettd toisinaan joudutaan valitsemaan pidempid kaaria kuin normaalisti pienintd

virittdvad puuta muodostettaessa.

Ei kdypa kaari
Ei kdypa kaari U

3,3 3,3
’ SR

Kaypa kaari

7,4
33

Kuva 7: Esimerkki syklistii, haaraumasta ja sallitusta kaaresta

Jos lisdtty kaari ei aiheuta syklid verkossa, eikd myoskddn luo haaraumaa, niin kaari
voidaan lisdtd tulokseen. Ensimmadisen kaaren kohdalla ndin ei voi kdydd, kuten

kuvassa 8, joten seuraavaksi siirrytdén toiseksi pienimpéén kaareen.
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Kuva 8: Lyhimmén kaaren valitseminen

Kuvasta 9 nikyy, ettd my0hemmassi vaiheessa eli viidettd kaarta lisittdessd, algoritmi
valitsisi kaaren, joka muodostaisi haarauman (kuvassa keltaisella pitkdlld
katkoviivalla). Haarauma kuitenkin tunnistetaan laskemalla, kuinka monta kaarta
liittyy lisdttdvan kaaren alku- ja loppusolmuihin. Algoritmi tulee sithen tulokseen, etti
liséttdvan kaaren toiseen solmuun on jo liittyneend kaksi kaarta. Néin nyt valittu kaari

tidytyy ohittaa.

Kuva 9: Haarauma
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Kun pédstddan loppuun asti, kdydddn lidpi tulosverkko ja tallennetaan reitti sekd
kokonaispituus tulostiedostoon. Reitistd etsitddn lehtisolmu ja se asetetaan
lahtosolmuksi. Sen jilkeen kdydddn ldpi solmut ja lisdtddn ne kulkujarjestyksessd

varsinaiseen lopputulokseen.

Kuva 10: Lopullinen reitti

4.3 Kruskal-TSP-algoritmin ero verrattuna Kruskalin algoritmiin

Kruskal-TSP-algoritmi muistuttaa hyvin paljon normaalia Kruskalin algoritmia.
Merkittavid eroja kuitenkin on. Seuraavassa kuvataan vaihe vaiheelta, kuinka kaarien
valinta eroaa samanlaisella syoteverkolla. Tdmaén jélkeen vertaillaan, miten lopputulos

eroaa algoritmien vélilld ja kuinka lopputulosten kokonaispituudet eroavat.

Kuten kuvan 11 yldosista nékyy, niin kummallakin algoritmilla valitaan aluksi samat
kolme lyhintd kaarta. Samat kaaret pystytddn valitsemaan Kruskal-TSP:ssd, silld
kaaret voidaan aina lisétéd edellisen alipuun péihin, jolloin ei aiheudu haaraumia eika

sykleja.

Esimerkkiverkon neljis kaari valitaan kuitenkin jo eri tavalla. Normaalissa Kruskalin
algoritmissa valitaan yksinkertaisesti seuraavaksi lyhin kaari, joka ei aiheuta syklid.
Kruskal-TSP:ssd ei voida tehdd ndin, silld verkkoon syntyisi haarauma. Algoritmi

valitsee siis lyhimmaén kaaren, joka voidaan lisdtd puun reunoihin.
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1 Sydteverkko 2 Ensimmadiset kolme valittua kaarta

3a Kruskal-TSP:n neljis kaari 3b Normaalin Kruskalin neljas kaari

Kuva 11: Kaarien valitseminen

Kuvasta 12 nédkyy, miten lopputulokset eroavat. Normaalissa Kruskalin algoritmissa
valitaan viimeisessdkin vaiheessa lyhin kaari, joka ei aiheuta syklid. Kruskal-TSP:ssd
ei voida ottaa samaa kaarta, silld myds se muodostaisi haarauman. Kruskal-TSP
valitsee siis tissdkin vaiheessa lyhimmain kaaren, joka voidaan lisiti olemassa olevan
puun pdihin. Kruskal-TSP:n antaman tulosverkon kokonaispituudeksi tulee 21,0.
Normaalin Kruskalin algoritmin antaman tulosverkon pituus on 20,6. Kruskal-TSP:n

tulos on isompi, mutta ero on melko pieni eli vain 1,9 %.
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Pituus = 21,0 Pituus = 20,6

Kuva 12: Kruskal-TSP:n antama tulos verrattuna normaalin Kruskalin algoritmin antamaan
tulokseen

4.4 Esimerkkeja tapauksista, jossa algoritmi ei tuota hyvaa

ratkaisua

Algoritmilla on olemassa myds tapauksia, jolloin ei pdéstd hyvdin lopputulokseen.
kuvassa 13 olevalla verkolla algoritmi ei tuota optimaalista ratkaisua. Verkosta
valitaan lyhin kaari ja lisdtddn se lopputulokseen. Seuraavaksi valitaan toiseksi lyhin
kaari. Se ei aiheuta haaraumaa eikd syklid, joten se voidaan lisétd lopputulokseen.
Kolmanneksi lyhimménkdidn kaaren valitseminen ei aiheuta syklid tai haaraumaa,
joten se voidaan lisdtd lopputulokseen. Neljdnneksi lyhin kaari aiheuttaisi syklin, joten
se ohitetaan. Viidenneksi ja kuudenneksi lyhimmét kaaret aiheuttaisivat haarauman,
joten ne ohitetaan. Lopulta paddytdén lyhimpddn kaareen, joka ei aiheuta haaraumaa

tai syklid. Kuten kuvasta 13 nédkyy optimaalista ratkaisua ei saavuteta.
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Vaihe 1 Vaihe 2

Kruskal-TSP pituus = 17,4

......

- -
e? oo
-

Optimaalinen pituus = 15,0

crssscccsssea

Kuva 13: Esimerkki huonosta lopputuloksesta verrattuna optimaaliseen lopputulokseen

Algoritmi voi tuottaa my0s hyvin huonoja ratkaisuja. Seuraavana on esimerkki tésta
tapauksesta. Kuvasta 14 ndkyy, kuinka algoritmi valitsee aina lyhimpid kaaria
ahneesti, kunnes joudutaan valitsemaan yksi hyvin pitkd kaari. Tamid johtaa

ristedmiseen ja huonoon lopputulokseen.
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4,5 . 43

’ 3,3
3,6

. 5,6
Pituus = 52,3

Kuva 14: Kruskal-TSP:n tuottama ratkaisu

Kuvassa 15 olevassa optimaalisessa ratkaisussa ei ole ristedmid kuten kuvassa 14 eikd
hyvin pitkid kaaria. Kaarien yhteenlaskettu pituus on huomattavasti viahemmén.

Huono tulos Kruskal-TSP:114 on noin 15 % pitempi kuin timéa optimaalinen.

Pituus = 45,5

Kuva 15: Optimaalinen ratkaisu
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Kuten esimerkkikuvista 14 ja 15 ndahddéin algoritmi ei tuota hyvia ratkaisua jokaisella
verkolla. Algoritmi valitsee kaaria ahneesti lopulliseen reittiin. TAma saattaa johtaa
sithen, ettd valitaan lopputuloksen kannalta epdedullisia kaaria. Joissain vaiheissa olisi
lopputuloksen kannalta edullisempaa valita hieman pidempi kaari, jotta voidaan valita
seuraavaksi huomattavasti lyhyempi kaari. Tdméd voitaisiin toteuttaa esimerkiksi

satunnaisuuden avulla.

4.5 Esimerkki tapauksesta, jossa algoritmi toimii hyvin

Kruskal-TSP-algoritmi toimii kuitenkin usein hyvin. Seuraavana on téllainen
esimerkkitapaus. Kuvassa 16 Kruskal-TSP 16ytdd optimaalisen reitin kaikkien
solmujen ldpikdymiseksi. Optimaalisen reitin pituus on 1345,3 m ja Kruskal-TSP
16ytad kyseisen reitin. Optimaaliseen lopputulokseen pdéstiin, vaikka kaaria valitaan
ahneesti, silld kaarien valinta ei aiheuta myohemmin huonoa valintaa. Kuten kuvasta
ndkyy niin solmujen etdisyydet ja paikat sattuvat sopivasti niin, ettd ahneet valinnat

eivit haittaa.
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Kuva 16: Esimerkki Kruskal-TSP:n antamasta optimaalisesta reitista

4.6 Pseudokoodi ja aikavaativuus

Seuraavaksi esitellddn algoritmin tirkeimmait osat pseudokoodin muodossa seké

analysoidaan aikavaativuutta. Ensimmadisend vuorossa on tiydellisen verkon luonti.

Algoritmin alussa tarkistetaan syGtematriisin koko seki lasketaan sen avulla kaarien
madrd. Tdmén jélkeen luodaan verkko seké alustetaan lapikdytdvien solmujen méaara,
aloitussolmu ja kaarten madrd nollaksi. Lisdksi luodaan lista solmujen yhteyksista.
Tastd padstddn sisdkkiisiin silmukoihin, joissa lasketaan jokaisen solmun etdisyys
jokaiseen toiseen solmuun. Yksittdisen kaaren alku- ja loppusolmu tallennetaan

molemmin péin tekstind valuel ja value? -muuttujiin. Ndiden avulla voidaan testata,
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ettd kaarta ei olla lisétty jo alemmin verkkoon. Mikili kaarta ei olla jo lisétty niin kaari
lisdtadn verkkoon ja sille merkitdén alku- ja loppusolmu seka pituus. Verkon luonnissa
on kaksi sisikkdistd silmukkaa, joten aikavaativuudesta tulee O(n?). n on solmujen

lukumaara.

GenerateGraph 0(n?)
GenerateGraph(Matrix)

Dimension <- size of Matrix
Edges <- calculate from dimension //(dimension * (dimension-1))/2

Tspgraph <- NewKruskal_tsp (dimension, edges)
Nodestogothrough <- ©

Startingnode <- ©

Edgecount <- ©

ArraylistOfConnections

WHILE Nodestogothrough != Dimension
Destinationnode <- ©

WHILE Destinationnode != Dimension
IF Destinationnode != Startingnode
THEN

Distance <- HaversineDistance(Startingnode,
Destinationnode, Matrix)

Valuel <- StringOfStartingnode + StringOfdestinationnode
Value2 <- StringOfdestinationnode + StringOfStartingnode

IF Distance != 0.0 AND ArrayListOfConnections !CONTAINS
Valuel AND ArraylistOfConnections !CONTAINS Value2
THEN
ADD valuel TO ArraylistOfConnections
ADD value2 TO ArraylistOfConnections
Tspgraph[Edgecount].source <- startingnode
Tspgraph[Edgecount].destination <- destinationnode
Tspgraph[Edgecount].weight <- distance
Edgecount++
Destinationnode++
Startingnode++

Nodestogothrough++

RETURN Graph
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Seuraavana vuorossa on algoritmin péddosa eli reitin muodostaminen. Kéytetyisté
symboleista V' on solmujen méadrd verkossa ja e valittujen kaarien maara.
Pseudokoodin alussa luodaan taulukko, johon lisdtddn kaikki kaaret. Tdmén jdlkeen
kaaret jarjestetddn lyhimmasta pisimpaén. Sen jélkeen luodaan taulukko alijoukoille.
Jokainen solmu lisdtddn omaan alijoukkoonsa. Tdmén jilkeen alkaa pédsilmukka,
jossa valitaan lyhin kaari taulukosta, seka etsitddn kaaren alku- ja loppusolmu. Tadmén
jélkeen alkaa toinen silmukka, jossa etsitddn haaraumia. Sen jidlkeen tarkistetaan, etti
voidaanko kaari lisdtd lopputulokseen. Mikili voidaan, niin kaari lisdtddn
lopputulokseen ja valitun kaaren solmujen alijoukot yhdistetddn. Lopulta valmis

lopputulos palautetaan.

Kruskal-TSP padfunktiossa on kaksi sisdkkéistd while-silmukkaa, joten tistd saadaan
jo aikavaativuus O(n?). Lisiksi kaarien méiri suhteessa solmuihin on nelidllinen.
Apufunktiokutsut eivét ole enemmén kuin O(n) ja ne ovat ulomman while-silmukan

sisilld, joten padfunktion aikavaativuudeksi tulee O(n?)

KruskalTSP 0(n3)
ArrayOfResult
FOR i <- @ TO V-1
ArrayOfResult[i] <- NewEdge()
SortEdges()
ArrayOfSubsets

FOR i <- © TO V-1
ArrayOfSubsets[i] <- NewSubset()

FOR v <- 8 TO v = V-1
ArrayOfSubsets[v].parent <- v
ArrayOfSubsets[v].rank <- ©

e <-0

i<-0

LoopLength <- @

WHILE e < V -1

NextEdge <- NewEdge()
NextEdge <- Edges[i++]

X <- Find(ArrayofSubsets, NextEdge.source)
y <- Find(ArrayOfSubsets, NextEdge.destination)

Samenodefound <- ©

Samenodefound2 <- @
Loops <- ©
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WHILE Loops < LoopLength
IF ArrayOfResult[Loops].source CONTAINS NextEdge.source
THEN
Samenodefound++
IF ArrayOfResult[Loops].source CONTAINS NextEdge.destination
THEN
Samenodefound2++
IF ArrayOfResult[Loops].destination CONTAINS NextEdge.source
THEN
Samenodefound++
IF ArrayOfResult[Loops].destination CONTAINS
NextEdge.destination
THEN
Samenodefound++

Loops++

IF (x != y) AND (samenodefound < 2) AND (samenodefound2 < 2)

LoopLength++
Result[e++] <- next_edge
Union(subsets,x,y)

RETURN Result

Apufunktiokutsussa Find etsitddn rekursiivisesti mihin alijoukkoon solmu kuuluu.
Rekursio aiheuttaa apufunktiolle O(n) aikavaativuuden.

Find O(n)
find(ArrayOfSubsets, nodenumber)

IF (ArrayOfSubsets[nodenumber].parent != nodenumber) THEN

ArrayOfSubsets[nodenumber].parent <- find(ArrayOfSubsets,
ArrayOfSubsets[nodenumber].parent)

RETURN ArrayOfSubsets[nodenumber].parent

Apufunktiokutsussa Union yhdistetdén kaksi alijoukkoa toisiinsa. Find-funktion
kutsuminen aiheuttaa O(n) aikavaativuuden.

Union O(n)

union(ArrayOfSubsets,nodenumber,nodenumber2)

xroot <- find(ArrayOfSubsets, nodenumber)
yroot <- find(ArrayOfSubsets, nodenumber2)

IF (ArrayofSubsets[xroot].rank < ArrayOfSubsets[yroot].rank) THEN
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ArrayOfSubsets[xroot].parent <- yroot
ELSE IF (ArrayOfSubsets[xroot].rank > ArrayOfSubsets[yroot].rank) THEN

ArrayOfSubsets[yroot].parent <- xroot

ELSE

ArrayOfSubsets[yroot].parent <- xroot;
ArrayOfSubsets[xroot].rank++

Algoritmi tiivistettyna:

GenerateGraph() 0(n?)
KruskalTSP() total 0(n?®)
SortEdges() 0(n?logn?)
While-loop (until enough edges in result) 0(n?)
Find() o(n)
Find() o(n)
While-loop (test for branching) 0O(n)
PathFinder() 0(n?)
DistanceCount() 0(n)

Algoritmissa on kaksi vaihetta, jotka vaikuttavat eniten aikavaativuuteen.
Ensimmadinen niistd on tdydellisen verkon luominen. Tdydellisen verkon luomisessa

on kaksi sisikkiisti silmukkaa, joka aiheuttaa itsessdin 0(n?) aikavaativuuden.

Toinen eniten aikavaativuuteen vaikuttava vaihe on itse TSP:n ratkaisu. Siind
tuloskaaritaulukon luominen seké sithen kaarien alustaminen on aikavaativuudeltaan
0(n), kaarien jirjestiminen pienimmisti suurimpaan 0(n?logn?) ja alijoukkojen
luonti O(n) sekd sopivien kaarien valitseminen O(n3), koska kaaria on nelidllinen

méird verrattuna solmuihin. Tdmai aiheuttaa tihin osaan O(n®) aikavaativuuden.

Lopuilla vaiheista ei ole juurikaan vaikutusta, silli polun 18ytiminen on O(n?) ja
pituuden laskeminen O (n) . Tastd voidaan laskea, ettd lopulliseksi aikavaativuudeksi

jaa 0(n3).
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5 Satunnaistettu Kruskal-TSP

Kruskal-TSP-algoritmia voidaan muokata lisdd, jotta saadaan aikaan parempia
tuloksia. Parempia tuloksia voidaan saada kéyttdmilld satunnaisuutta avuksi.

Seuraavaksi esitetdédn, kuinka tima tapahtuu.

5.1 Algoritmin toiminta ja pseudokoodi

Satunnaistetussa versiossa algoritmi ei valitse aina lyhintd mahdollista kaarta.
Algoritmi valitsee kaaren satunnaisesti kolmesta lyhimmaéstd kaaresta. Talloin on
mahdollista saada aikaan parempia ratkaisuja kuin ilman satunnaisuutta. Ongelmana
on kuitenkin se, ettd satunnaistaminen hyvin useasti tuottaa huonompia ratkaisuja.
Tatd pystytddn hieman korjaamaan toistamalla algoritmia useampaan kertaan ja
ottamaan lopulliseksi ratkaisuksi paras lopputulos. Satunnaistetun version
pseudokoodi on muuten samanlainen kuin perus-Kruskal-TSP:ssd, mutta se sisdltda

muutaman lisdyksen, jotka esitelldén seuraavaksi.

Randomized KruskalTSP

IF random = 1 THEN
size <- length of Edges
NewIndexesArray

IF random = 1 THEN
NextEdge = PickRandomizedEdge(e)

PickRandomizedEdge(e)
NewChosenIndexesArray
NumbersToTake <- length of ChosenIndexesArray
NumbersTaken <- ©

j <- 0

WHILE NumbersTaken < NumbersToTake
IF e = V-2
THEN

NumbersToTake <- 1

IF Indexes[j] = ©

THEN
ChosenIndexes[NumbersTaken] <- j
NumbersTaken++

j++
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NewRandom( )

Number <- Random.Integer(NumbersToTake)
ChosenIndex <- ChosenIndexes[Number]
NextEdge = Edges[ChosenIndex]
Indexes[ChosenIndex] <- 1

Return NextEdge

5.2 Esimerkki satunnaistetun Kruskal-TSP-algoritmin toiminnasta

Kuvasta 17 ndkyy, ettd satunnaistetulla Kruskal-TSP-algoritmilla on mahdollista
padstd parempaan lopputulokseen kuin perus-Kruskal-TSP:11d. Kuvasta nékyy kuinka
satunnaistettu Kruskal-TSP valitsee aina satunnaisesti kolmesta lyhimmasta kaaresta
(merkitty katkoviivalla). Kun yksi kaari on valittu kolmesta lyhimmasta, siirrytdin
seuraavaan vaiheeseen, jossa taas valitaan sattumanvaraisesti kaari kolmesta
lyhimmaistd. Samaa jatketaan, kunnes TSP-reitti on valmis. Kun valmiista reitistad
puuttuu endid yksi kaari, voidaan valita suoraan lyhin kaari. Satunnaisuutta ei tarvita,

silld lyhimmaén valitseminen takaa parhaimman lopputuloksen.

\t o
— @ /

o ¢ PN *—o
° §

—

Kuva 17: Verkko, johon on merkittyni kolme lyhinta kaarta
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Kuvassa 18 vasemmalla on mahdollinen lopputulos kéyttden satunnaisuutta. Tdma
lopputulos on vain yksi mahdollisista. Téssd tapauksessa se on parempi kuin perus-
Kruskal-TSP:n antama lopputulos. Jotta kyseiseen lopputulokseen padstdén tarvitaan
useampia algoritmin toistoja. Kuvan 10 oikealla puolella nékyy, ettd perus-Kruskal-

TSP:n antama lopputulos on huonompi.

Satunnaistettu Kruskal-TSP Kruskal-TSP

Lopputulos = 17,8 Lopputulos = 18,9

Kuva 18: Mahdollinen valmis lopputulos satunnaistetulla Kruskal-TSP:1l4 (vasen) seké perus-
Kruskal-TSP:n antama lopputulos (oikea)
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6 Kokeelliset tulokset

6.1 Testiasetelma

Kruskal-TSP-algoritmia testattiin my0s kdytdnndssd. Algoritmi toteutettiin Java-
ohjelmointikielelld. Testaukseen kéytetyt datajoukot olivat O-Mopsi [ 13], joka sisdltdd
oikeita koordinaatteja ja Dots [15], joka sisdltdd xy-koordinaatteja (kaksiulotteinen
karteesinen koordinaatisto). O-Mopsi on pieni datajoukko, sillé se sisdltdd 147 reittia.
Dots on huomattavasti isompi, silld se sisdltdd 6447 reittid. Dots-datajoukon ajamista
varten Haversine-funktio vaihdettiin Euclidinean distance -funktioksi. Algoritmin
toimivuutta ja suoritusaikaa mitattiin Windows 10 -tietokoneella, jossa on Intel core
17-8700k prosessori. Suoritusajan testauksessa ajot toistettiin 100 kertaa tuloksien
luetettavuuden parantamiseksi. Saaduista tulosajoista valittiin aina mediaani
varsinaiseen lopputulokseen. Sen lisdksi analysoitua aikavaativuutta verrattiin
mitattuihin arvoihin. Liséksi testattiin, kuinka paljon saadut etdisyystulokset erosivat

verrattuna optimituloksiin.

Satunnaistettua Kruskal-TSP-algoritmia testattiin samalla tavalla kuin perus-Kruskal-
TSP:td. Satunnaistetussa Kruskal-TSP:ssd kaaria valittiin satunnaisesti kolmesta
lyhimmastd. Jokainen datajoukko ajettiin 100 kertaa ja ndistd tuloksista valittiin lyhin
reitti. Satunnaistetun Kruskal-TSP:n datajoukkoina toimivat O-Mopsi ja Dots. Saatuja
tuloksia verrattiin aiempiin perus-Kruskal-TSP:11d saatuihin tuloksiin. Liséksi
molempien algoritmien tuloksia verrattiin muutaman muun kauppamatkustajan

ongelman ratkaisevan algoritmin antamiin tuloksiin.

6.2 Esimerkkitulos O-Mopsi testidatasta

Yksittdisestd O-Mopsi-esimerkistd voidaan nédhdé kuinka satunnaistettu Kruskal-TSP
voi antaa optimaalisen tuloksen, vaikka perus-Kruskal-TSP ei kyseiseen pysty.
Kruskal-TSP:n antaman reitin pituus on 674 m. Satunnaistettu Kruskal-TSP antaa

tulokseksi 637 m, joka on my0s optimireitin pituus. Satunnaisuuden avulla paistidén
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eroon huonosta toisen kaaren valinnasta. Valitsemalla hieman pitempi kaari téssd

vaiheessa mahdollistaa paremman kaaren valitsemisen seuraavaksi.
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Kuva 19: Optimireitti, Kruskal-TSP:n ja satunnaistetun Kruskal-TSP:n antama tulos
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6.3 Kokonaistulokset

Taulukko 1: Kruskal-TSP:lli ja satunnaistetulla Kruskal-TSP:11é saatuja tuloksia O-Mopsi ja
Dots -datajoukoilla

Datajoukko O-Mopsi Dots
Algoritmi Kruskal-TSP | Satunnaistettu | Kruskal-TSP | Satunnaistettu
Kruskal-TSP Kruskal-TSP
Maksimiero 23,64 % 9,70 % 28,40 % 13,46 %
optimaaliseen
Keskimairdinen 4,63 % 0,65 % 2,66 % 0,26 %
ero
optimaaliseen
Optimireittien 36,73 % 74,15 % 56,93 % 87,82 %
méara
prosentteina

Kuten taulukosta 1 nékyy, niin tulokset satunnaistetulla Kruskal-TSP:11d ovat paljon
parempia kuin perus-Kruskal-TSP:11d. O-Mopsi-datajoukolla huonoimman reitin
pituuden ero optimaaliseen tulokseen tippui 23,64 %:sta 9,70 %:iin, mikd on
huomattava parannus. Dots-datajoukolla huonoin tulos tippui huomattavasti 28,40

%:ta 13,46 %:iin.

Keskiméddrdinen ero optimaaliseen tulokseen laski myds selvdsti. Perus-Kruskal-
TSP:114 keskiarvo oli 4,63 % pitempi kuin optimaalinen tulos O-Mopsi-datajoukolla,
satunnaistetulla Kruskal-TSP:114 pédstiin 0,65 %, joka on jo ldhelld optimaalista.

Optimaalisia reittejd saatiin perus-Kruskal-TSP:n avulla 36,73 % kaikista reiteistd O-
Mopsi-datajoukossa. Satunnaistetulla Kruskal-TSP:114 vastaava tulos on 74,15 %, joka
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on huomattavasti parempi tulos. My0s Dots-datajoukolla pédstiin samankaltaisiin

tuloksiin kaikilla mittaustavoilla.

Kuvasta 20 ndkyy perus-Kruskal-TSP:n antamat yksittdiset tulokset jokaiselle O-
Mopsi-reitille. Eli Kruskal-TSP ajettiin jokaisella O-Mopsi-reitilld ja saatu tulos
piirrettiin hieman lidpindkyvind pallona kuvaan. Kuvasta nékyy, ettd 5—12 solmun
reiteilld on paljon pédllekkéisid optimaalisia arvoja. Lisdksi mittausarvot ovat
jakautuneet muodostamatta mitéén selvda muotoa. Eli lopputuloksissa on hyvin suurta
vaihtelua. Regressiosuorasta voidaan kuitenkin havaita, ettd solmuméérian kasvaessa

keskiméérdinen ero optimaaliseen tulokseen kasvaa hieman.
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Kuva 20: Reittien ero optimaaliseen tulokseen perus-Kruskal-TSP:1li O-Mopsi-datajoukolla

Satunnaistetun Kruskal-TSP:n antamissa tuloksissa on vihemmén vaihtelua. Kuvasta
21 ndkyy ettd 5-16 solmun reiteilld on paljon pééllekkiisid arvoja ldhelld optimia.
Yksittdisia huonompia tuloksia on huomattavasti vihemmén kuin perus-Kruskal-
TSP:n antamissa tuloksissa. Lisdksi ndhddin, ettd huonoinkin tulos on kohtuullinen
verrattuna perus-Kruskal-TSP:n antamiin tuloksiin. Regressiosuorasta nihdédan, etta
myds satunnaistetulla Kruskal-TSP:1la ero optimaaliseen tulokseen kasvaa

solmumaéirin noustessa.
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Kuva 21: Reittien ero optimaaliseen tulokseen satunnaistetulla Kruskal-TSP:1li O-Mopsi-
datajoukolla

Kuvasta 22 nékyy, ettd lyhyité reittejd on datassa paljon. Kuvaajasta nikyy myos, ettéd
vaikka optimireitti olisi lyhyt, niin Kruskal-TSP antaa useasti siltikin huonoja tuloksia.
Tuloksissa ndyttdd olevan hyvin paljon vaihtelua reiteilld, joiden optimipituus on
lahelld toisiaan. Kuvan regressiosuorasta ndkyy, ettd keskimédrin optimireitin

pituuden kasvaessa lasketun reitin ero optimaaliseen tulokseen kasvaa hieman.
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Kuva 22: Lasketun reitin pituuden ero optimaaliseen tulokseen eri reittien pituuksilla O-Mopsi-
datajoukolla perus-Kruskal-TSP:1li

34



Vastaavassa kuvassa 23 satunnaistetulla Kruskal-TSP:114 huomataan, ettd muoto on
hyvin samanlainen, mutta ero optimaaliseen tulokseen on huomattavasti pienempi

kaikilla reiteilla.
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Kuva 23: Lasketun reitin pituuden ero optimaaliseen tulokseen eri reittien pituuksilla O-Mopsi-
datajoukolla satunnaistetulla Kruskal-TSP:114

Taulukko 2: Kymmenen solmun reittien arvoja Kruskal-TSP:lle

Keskiarvo | Mediaani Minimiarvo | Maksimiarvo

6,31 % 4,85 % 0% 18,71 %

Taulukosta 2 nékyvét perus-Kruskal-TSP:n antamat tulokset 10 solmun reiteille O-
Mopsi-datajoukolla. Kymmenen solmun reitit valittiin lisdtutkintaan sen takia, etti
niitd oli kyseisessd datajoukossa eniten. Ndin voidaan analysoida vaihtelua saman
solmuméiirdn sisiltdvien reittien sisilld. Reittejd on 22 kappaletta. Tuloksissa on
havaittavissa hyvin suurta vaihtelua. Tulokset vaihtelevat hyvin rajusti 0 % ja 20 %
vélilld. Téstd voidaan siis padtelld, ettd verkon muodolla on hyvin iso vaikutus

lopputulokseen.

Kuvassa 24 nidkyy perus-Kruskal-TSP:n antama keskimddrdinen ero optimaaliseen
tulokseen jokaiselle solmumaiirdlle. Eli jokaisen solmumiédrdn oma keskiarvo ero
optimaaliseen tulokseen on piirretty taulukkoon. Téssd on myds suurta vaihtelua.

Solmujen lukuméérélld ei ndytd olevan suurta vaikutusta lopputuloksen huonouteen,
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mutta isommilla solmumairilld lopputulos ndyttdd eroavan optimaalista enemman.
Toisaalta vaihtelu on myds suurta. Tama voi kuitenkin johtua siitd, ettd laskettuja
reittejd kyseisilld solmuméérilli on vain muutama. Eli yksittdisen huonon tai hyvén
reitin vaikutus on suuri. Korrelaatiokerrointa tarkastelemalla saadaan selville, ettd
huolimatta suuresta vaihtelusta, korrelaatio on olemassa solmujen lukuméérén ja eron
optimaaliseen tulokseen vililld. Korrelaatiokertoimen arvo 0,47 kertoo ettd korrelaatio
on havaittavissa. Pahin keskiarvo on 10,68 % 22 solmun reiteilld. Keskimaardinen
Kruskal-TSP:n muodostaman reitin pituus on O-Mopsi-datajoukkoa kéyttiessi 4,63%

pitempi kuin optimaalisen reitin.
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Kuva 24: Jokaisen solmumiirin reittien keskiméiriinen ero optimaaliseen tulokseen perus-
Kruskal-TSP:1li ja satunnaistetulla Kruskal-TSP:1li O-Mopsi-datajoukolla

Kuvasta 24 ndkyy myds satunnaistetun Kruskal-TSP:n antamat tulokset. Satunnaisuus
paransi huomattavasti tuloksia O-Mopsi-datajoukkoa kayttidessd. Jokaisella
solmumaéérilld keskimddrdinen tulos aleni huomattavasti verrattuna perus-Kruskal-
TSP:hen. Erityisesti 4-9 solmun reiteilli pééstiin  optimaalisiin tuloksiin.
Korrelaatiokerrointa tarkastelemalla saadaan selville, ettd korrelaatio kasvaa
huomattavasti solmujen lukuméérdn ja eron optimaaliseen tulokseen vélilld
satunnaisuutta kayttdessd. Korrelaatiokertoimen arvo 0,68 kuvaa jo selkedmpéi

korrelaatiota. Huonoin keskiarvo tippui 10,68 %:sta 3,47 %:iin.
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Mydskin Dots-datajoukolla voidaan ndhdé kuinka satunnaistettu Kruskal-TSP paransi
tuloksia. Jokaisen solmumédrin keskiméédrdinen tulos aleni huomattavasti.
Pahimmasta ldhes 8 % erosta optimipituuteen paistiin alle 3 % eroon. Kuvasta 25
nidkyy kuinka perus-Kruskal-TSP:1ld ero optimiin alkaa nousta huomattavasti
selkedimmin isommilla solmumaarilld, verrattuna satunnaistettuun Kruskal-TSP:hen.
Satunnaistetulla versiolla ero optimiin nousee hyvin lievisti ja 18 solmuun asti ollaan
hyvin ldhelld optimia. Korrelaatiokerroin sekd perus- ettd satunnaistetulle Kruskal-
TSP:lle on hyvin korkea. Perus-Kruskal-TSP:n korrelaatiokerroin on 0,96 ja
satunnaistetun 0,93. Dots-datajoukolla solmujen méédrd korreloi ldhes tdysin

lopputuloksen huonouteen.
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Kuva 25: Jokaisen solmuméirin reittien keskiméiridinen ero optimaaliseen tulokseen perus-
Kruskal-TSP:1li ja satunnaistetulla Kruskal-TSP:114 Dots-datajoukolla

Perus-Kruskal-TSP:n suoritusaikaa testattiin myds kaytdnnossd. Kuvassa 26 niakyvit
isommalla eli Dots-datajoukolla luotujen reittien tekemiseen kulunut aika
millisekunteina. Aikaisemmin analysoin algoritmin aikavaativuudeksi pseudokoodia
tutkimalla O(n®). Dots-datajoukon testauksella aika niyttii kasvavan enemmin kuin

lineaarisesti, vaikkakin tuloksissa ndkyy hyvin paljon vaihtelua.
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Kuva 26: Solmujen méiri ja reitinmuodostamiseen kiytetty aika Dots-datajoukolla

Kuvassa 27 ndkyy pienemmailld datajoukolla eli O-Mopsi-datajoukolla ajettujen
reittien muodostamiseen kulunut aika. Tadssd kuvassa on mydskin havaittavissa samaa

muotoa kuin Dots-datajoukolla saaduissa tuloksissa.
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Kuva 27: Solmujen méiré ja reitin muodostukseen kiytetty aika O-Mopsi-datajoukolla
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6.4 Kruskal-TSP verrattuna muihin algoritmeihin

Kruskal-TSP:td ja satunnaistettua Kruskal-TSP:td vertailtiin pariin muuhun
kauppamatkustajan ongelman ratkaisevaan algoritmiin. Vertailtavina algoritmeina oli
Ant Colony Optimization (ACO) [17] ja Tabu Search (TS) [18] -algoritmit. ACO:n ja
TS -algoritmien vertailu tehtiin jo olemassa olevilla toteutuksilla [19][20]. Alla
olevissa taulukoissa 3 ja 4 nikyvit olennaisimmat tulokset algoritmeista O-Mopsi ja

Dots -datajoukkoa kéytettdessa.

Taulukosta 3 nédhdddn, ettd perus-Kruskal-TSP ei pidrjdd vertailussa muille
algoritmeille O-Mopsi-datajoukolla, vaan jdd aina huonoimmaksi selviélld erolla.

Satunnaistettu Kruskal-TSP pdrjdd huomattavasti paremmin. Se voittaa vertailussa T'S-

algoritmin, mutta jaa kuitenkin selvisti ACO:sta.

Taulukko 3: Algoritmien vertailua O-Mopsi-datajoukolla

O-Mopsi tulokset

Keskimdairiinen ero

Optimaalisten reittien

optimaaliseen maéra prosentteina
Kruskal-TSP 4,63 % 36,73 %
Satunnaistettu Kruskal-TSP, 0,65 % 74,15 %
100 toistoa
ACO 0,14 % 89,12 %
TS 2,14 % 55,78 %
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Taulukosta 4 ndhdidin Dots-datajoukolla hyvin samankaltaiset tulokset kuin O-Mopsi-
datajoukolla. Perus-Kruskal-TSP on selvésti huonoin. Paremmuusjirjestys on sama
kuin aiemmin. Kuitenkin Dots-datajoukolla satunnaistettu Kruskal-TSP pidisee
lahemmaéksi ACO:n tuloksia.

Taulukko 4: Algoritmien vertailua Dots-datajoukolla

Dots tulokset Keskimiiriinen ero Optimaalisten reittien
optimaaliseen madra prosentteina
Kruskal-TSP 2,66 % 56,93 %
Satunnaistettu Kruskal- 0,26 % 87,82 %

TSP, 100 toistoa

ACO 0,03 % 96,22 %

TS 0,96 % 72,78 %
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7 Yhteenveto

Tyossd esiteltiin ja toteutettiin avoimen kierroksen kauppamatkustajan ongelman
ratkaiseva algoritmi Kruskal-TSP kéyttden pohjana Kruskalin algoritmia. Lisdksi
algoritmista tehtiin satunnaistettu versio, jonka tarkoituksena oli parantaa perus-

Kruskal-TSP:n tuloksia.

Tuloksista sai selville sen, ettd Kruskalin algoritmia voidaan kdyttdd avoimen
kierroksen kauppamatkustajan ongelman ratkaisemiseksi. Perus-Kruskal-TSP:n
antamat tulokset jittdvat kuitenkin toivomisen varaa sekd O-Mopsi ettd Dots -
datajoukoilla. O-Mopsi-datajoukolla algoritmin antama keskimddrdinen ero
optimaaliseen tulokseen on 4,63 %. Huonoin tulos on 23,64 % pitempi kuin
optimaalinen tulos. Lisdksi vain 36,73 % tuloksissa algoritmi antaa optimaalisen reitin.
Algoritmin ongelma on ahneus, mikd johtaa siithen, etti usein ei pédstd ldhelle

optimipituutta.

Ahneen algoritmin heikkouksia voidaan kuitenkin korjata satunnaisuuden avulla.
Satunnaistettu versio Kruskal-TSP-algoritmista toimii hyvin sekd O-Mopsi ettd Dots -
datajoukoilla. Kyseiselld versiolla péaastddn ldhelle optimaalisia tuloksia. O-Mopsi-
datajoukolla keskiméérdinen ero optimaaliseen tulokseen on 0,65 %. Huonoin tulos on
9,70 % pitempi kuin optimaalinen tulos, joka sekin on huomattava parannus verrattuna
perus-Kruskal-TSP:n antamaan tulokseen. Satunnaistettu Kruskal-TSP antaa
optimaalisia tuloksia 74,15 % reiteistd, joka on jo hyva tulos. Aikavaativuus NP-
vaikeaan ongelmaan verrattuna on ihan siedettivid O (n®). Hyvi puoli on myds se, etté

algoritmi on kohtalaisen helppo toteuttaa.

Molempien algoritmien perusteella voidaan sanoa, etti mitd useampi solmu reitissd
on, sitd hankalampi optimaalisen reitin laskeminen on. Satunnaisuus auttaa kuitenkin
tdssd. Toistoja kuitenkin tarvitaan tdlloin useita. Satunnaistetulla Kruskal-TSP-
algoritmilla voi olla hyotya kdytdnnossd, mikali halutaan 16ytad 14helld optimia oleva

reitti suhteellisen nopeasti.

41



8 Viitteet

[1] Laporte, Gilbert. "A concise guide to the traveling salesman problem." Journal of

the Operational Research Society 61.1 (2010): 35-40.

[2] Applegate, David., Bixby, R., Cook, W., Chvétal, V. "On the solution of traveling

salesman problems." (1998).

[3] Graham, Ronald L., Hell, Pavol. "On the history of the minimum spanning tree
problem." Annals of the History of Computing 7.1 (1985): 43-57.

[4] Kruskal, Joseph B. "On the shortest spanning subtree of a graph and the traveling
salesman problem." Proceedings of the American Mathematical society 7.1 (1956):

48-50.

[5] Wu, Bang Ye., Chao, Kun-Mao. "Spanning trees and optimization problems."

CRC Press, (2004).

[6] Lawler, Eugene L. "The traveling salesman problem: a guided tour of
combinatorial optimization." Wiley-Interscience Series in Discrete Mathematics

(1985).

[7] Applegate, David L., Bixby, R., Cook, W., Chvatal, V. "The traveling salesman

problem: a computational study." Princeton university press, (2006).

[8] Jiinger, Michael., Reinelt, Gerhard., Rinaldi, Giovanni. "The traveling salesman
problem." Handbooks in operations research and management science 7 (1995): 225-

330.

[9] Bortuvka, Otakar. "O jist¢tm problému minimalnim.", Prace Moravske

Pridovedecke Spolecnosti, vol. 3, (1926).

[10] Prim, Robert Clay. "Shortest connection networks and some generalizations." Bell

system technical journal 36.6 (1957): 1389-1401.

42



[11] Dantzig, George., Fulkerson, Ray., Johnson, Selmer. "Solution of a large-scale
traveling-salesman problem." Journal of the operations research society of

America 2.4 (1954): 393-410.

[12] Adleman, L. M. “Molecular computation of solutions to combinatorial problems.”

Science 266 (1994): 1021-1024.

[13] Frénti, Pasi., Mariescu-Istodor, Radu., Sengupta, Lahari. "O-Mopsi: Mobile
orienteering game for sightseeing, exercising, and education." ACM Transactions on

Multimedia Computing, Communications, and Applications (TOMM) 13.4 (2017): 56.

[14] Laporte, Gilbert. "The traveling salesman problem: An overview of exact and
approximate algorithms." European Journal of Operational Research 59.2 (1992):
231-247.

[15] Sengupta, Lahari., Mariescu-Istodor, Radu., Frinti, Pasi. "Which local search
operator works best for open loop Euclidean TSP", Applied Intelligence, 9 (19), 3985,
2019.

[16] Sengupta, Lahari., Franti, Pasi. "Predicting difficulty of TSP instances using
MST", [EEE Int. Conf. on Industrial Informatics (INDIN), 847-852,
Helsinki, 2019.

[17] Dorigo, Marco., Di Caro, Gianni. "Ant colony optimization: a new meta-
heuristic." Proceedings of the 1999 congress on evolutionary computation-CEC99

(Cat. No. 99TH8406). Vol. 2. IEEE, 1999.

[18] Glover, Fred., Laguna, Manuel. "Tabu search." Handbook of combinatorial
optimization. Springer, Boston, MA, 1998. 2093-2229.

[19] Behravan, Hamid, ACO implementation, [online]

https://www.researchgate.net/profile/Hamid Behravan, (viitattu 1.12.2019)

[20] Sanio, Toni, Tabu Search implementation, [online]

http://tonisanio.fi/portfolio/index.html, (viitattu 1.12.2019)

43



[21] Christofides, Nicos. “Worst-case analysis of a new heuristic for the travelling
salesman problem.” No. RR-388. Carnegie-Mellon Univ Pittsburgh Pa Management

Sciences Research Group, 1976.

44



