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1 Johdanto

Kauppamatkustajan ongelmassa etsitddn lyhin reitti vierailtavien kaupunkien ldpi
siten, ettd alku- ja loppupiste ovat samat ja jokaisessa kaupungissa kdyddidn yhden

kerran [12].

Kauppamatkustajan ongelmalla on monia kédyttdkohteita, kuten kulkuvilineiden
reititys, tietokoneiden johdotus, tydvaiheiden sekventointi ja klusterointi sekd monia
muita [6]. Sovelluksia kisitellddn vield tarkemmin omassa kappaleessaan

my6hemmin.

Kauppamatkustajan ongelmalla on myds useita sitd ldahelld olevia ongelmia. Usean
kauppamatkustajan ongelma on yksinkertaistetumpi versio kulkuneuvojen
reititysongelmasta [6]. Kauppamatkustajia on useampi kuin yksi ja jokaisessa
kaupungissa tdytyy vierailla yksi kauppamatkustaja. Jokaisella kauppamatkustajalla
on médritty alku- ja loppupiste. Jokaisen uuden kauppamatkustajan palkkaaminen
maksaa vakion verran. Tavoitteena on vierailla jokaisessa kaupungissa siten, ettd
reittien kulkemisesta aiheutuva yhteenlaskettu summa ja palkkaukseen menevi

summa on mahdollisimman pieni.

Avoimen kierroksen kauppamatkustajan ongelmassa vieraillaan jokaisessa verkon
solmussa kerran ja kaarien eli solmujen vilisten etdisyyksien summa on pienin
mahdollinen siten, ettei palata takaisin lahtopisteeseen [10]. Tutkielmassa keskitytdén

avoimen kierroksen versioon yhden kauppamatkustajan tapauksessa.
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-

Kuva 1: Esimerkki avoimen kierroksen kauppamatkustajan reitista
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Suljettu
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Kuva 2: Esimerkki erilaisista kauppamatkustajan ongelmista

Myos virittavit puut liittyvét kdsiteltdvadn aiheeseen. Virittdva puu yhdistdd kaikki
verkon solmut [6]. Pienin virittivd puu on helpotettu versio kauppamatkustajan
ongelmasta ja siten kauppamatkustajan ongelma on rajoitettu versio pienimméin
virittdvin puun ongelmasta. Hamiltonialainen reitti on sellainen, jossa jokaisessa
solmussa vieraillaan yhden kerran [4]. Jokainen Hamiltonialainen reitti on virittdva
puu. Virittava puu on myos Hamiltonialainen reitti, jos se tayttdd ehdon, ettd jokaisesta
puun solmusta ldhtee korkeintaan kaksi kaarta. Siten ndma ongelmat liittyvit hyvinkin

ldheisesti toisiinsa.

Tutkielmassa esitellddn algoritmi, jonka toimintaperiaatteena on luoda ensin pienin
virittdivda puu ja sitd muokkaamalla saada mahdollisimman hyvd ratkaisu
kauppamatkustajan ongelmaan. Eli ensin luodaan pienin virittdvd puu esimerkiksi
Primin algoritmin avulla, ja sitten puusta aletaan poistamaan kaaria ja lisiiméén kaaria

poistettujen tilalle siten, ettd saadaan valmis kauppamatkustajan reitti.

Luvussa 2 késitelldén pienintd virittdvdd puuta sekd esitellddn algoritmeja, joiden
avulla verkosta voidaan luoda pienin virittdvd puu. Kolmas luku késittelee

kauppamatkustajan ongelmaa, sen vaikeutta ja kdyttokohteita. Neljdnnessd luvussa
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esitellddn, miten pienimmastd virittdvdstd puusta saadaan kauppamatkustajan
ongelmaan ratkaisu. Algoritmin toiminta ja heikkoudet kdydddn ldpi. Viidennessd
luvussa esitellddn parannusehdotuksia algoritmiin. Kuudennessa luvussa kidyddan 1dpi
algoritmin avulla saatuja tuloksia eri datajoukoille ja kdydddn ldpi myos satunnaistetun
version tulokset. Liséksi algoritmin antamia tuloksia verrataan myds muihin saman
ongelman ratkaiseviin algoritmeihin. Lopuksi tehdddn yhteenveto kasitellystd

aiheesta.



2 Pienin virittava puu

2.1 Miaritelma

Verkko koostuu n maédrdstd solmuja. Solmut ovat yhteydessd toisiinsa kaarilla.
Verkkoon ja siten myos puuhun voi sisdltyd useampia eri tyyppisid solmuja.
Risteyssolmu eli risteys on verkon solmu, josta ldhtee useampi kuin kaksi kaarta.
Lehtisolmu on my0s yksi solmutyyppi. Lehtisolmusta ei 1&hde kuin korkeintaan yksi

kaari.

Virittivd puu maéritellddn siten, ettd se on verkon aliverkko, joka sisdltad kaikki
verkon solmut kaarilla yhdistettyind ja verkko muodostaa puurakenteen [1]. Puuhun ei
sisdlly syklejd eli kierroksia. Virittdvilla puulla on useita kdyttotarkoituksia. Virittdvaa
puuta voidaan kéyttdd, jos halutaan 10ytdd tehokas ratkaisu eri pddtepisteiden
yhdistimiseen. Esimerkkind voi olla kaupungit, joiden vilille halutaan rakentaa
tieverkosto. Vilttadmaittd jokaisesta kaupungista ei haluta rakentaa tietd jokaiseen
toiseen kaupunkiin, mutta jokaisesta kaupungista pitdd kuitenkin jotain kautta paésté
my0s muihin kaupunkeihin. Virittdvd puu siséltdd kaaria yhden vihemmén kuin on

solmujen madra virittdvdssi puussa.

Pienin virittdvd puu (Minimum spanning tree, MST) eroaa tavallisesta virittdvésta
puusta siten, etti puussa olevien kaarien pituuksien summa on pienin, mikd on
kyseisessd verkossa mahdollista [1]. Pienimpddn virittdvddn puuhun pitdd sisdltyd
jokainen verkon solmu ja kaarien summa tiytyy olla pienin mahdollinen. Pienin
virittdvd puu on kdytdnnollinen, kun halutaan yhdistdd verkon solmuja toisiinsa
mahdollisimman kustannustehokkaasti. Pienimmén virittdvd puun 16ytdmiseksi
verkosta on kehitetty erilaisia algoritmeja, joista tunnetuimpia ovat Primin algoritmi
[2] ja Kruskalin algoritmi [7]. Kuvassa 3 on esimerkki pienimmasti virittdvistd

puusta.
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Kuva 3: Pienin virittava puu

2.2 Kruskalin algoritmi

Kruskalin algoritmin esitteli vuonna 1956 Joseph Kruskal [1]. Kruskalin algoritmin
toimintaperiaatteena on luoda metsd, jossa jokainen verkon solmu on aluksi erillinen
puu. Tdméan jdlkeen kaikki verkon kaaret jdrjestetddn kaarien painon mukaiseen
jarjestykseen. Seuraavassa vaiheessa kaaret kdyddin jirjestyksessé ldpi ja jos kaaren
alkusolmu ja loppusolmu kuuluvat eri puihin lisdtddn molemmat rakennettavaan
metsdin, jolloin kaksi puuta yhdistetddn yhdeksi puuksi. Tdtd jatketaan, kunnes kaikki

verkkoon kuuluvat kaaret on kiyty lépi.
2.3 Primin algoritmi

Primin algoritmin esitteli vuonna 1957 Robert Prim [1]. Primin algoritmin toiminta
perustuu kahdelle sdénndlle, joiden avulla pienin virittivd puu rakennetaan [2].
Ensimmadinen sdintd on, ettd yksittdinen verkon solmu voidaan yhdistdd lahimpééan
naapuriin. Toinen sdidntd on, ettd jo yhdistetyt verkon solmut muodostavat oman
alipuun, joka voidaan yhdistdd 1&himpdin toiseen alipuuhun lyhimmalld olemassa
olevalla kaarella. Aluksi valitaan ldhtosolmu satunnaisesti, jonka jidlkeen siithen
yhdistetddn l&dhin naapuri [1]. Seuraavassa vaiheessa rakennettavaan puuhun lisdtdan
lahin solmu, joka ei jo sisdlly luotuun alipuuhun. Tété jatketaan, kunnes kaikki solmut

sisdltyvat puuhun. Solmun lisdyssadnto estdd silmukoiden syntymisen. Lopulta kaikki
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verkon solmut sisdltyvit rakentuneeseen puuhun ja lopputuloksena saadaan pienin

virittdva puu.

Prim Kruskal

G\@
@\9

Kuva 4: Esimerkki samasta vilivaiheesta pienimman virittdvan puun luonnissa Primin ja
Kruskalin algoritmilla

7]
3]

o o

2.4 Fast-MST-algoritmi

Perinteisten pienimmén virittdvin puun luovien algoritmien kéayttd suurelle
datajoukolle on haastavaa, koska niiden aikavaativuus on nelidllinen solmujen méairén
suhteen [8]. Fast-MST-algoritmi kéyttdd hajota ja hallitse -rakennetta luodakseen
likiméérdisen pienimmén virittdvin puun [8]. Tdmin etuna on, ettd teoreettinen

aikavaativuus on O(n'"®) ja siten pienempi kuin perinteisilli algoritmeilla.

Algoritmi voidaan jakaa kahteen pddvaiheeseen [8]. Ensimméinen pddvaihe koostuu

kolmesta osasta. Ensimmadiseksi K-means-klusterointimenetelmén avulla datajoukko

jaetaan /N miirdén klustereita. Klusteroinnilla tarkoitetaan datan jirjestelemisti

ryhmiin samanlaisten ominaisuuksien perusteella [3].

Tamén jilkeen kéytetddn jotain perinteistd pienimmidn virittivdn puun luovaa
algoritmia, kuten Primid, rakentamaan pienin virittdvd puu jokaisesta alijoukosta [8].
Seuraavaksi luodut alipuut yhdistetddn toisiinsa, jotta saadaan luotua likiméérdinen

pienin virittdva puu.

Toinen pédédvaihe koostuu myos kolmesta osasta. Ensiksi luodaan vaihtoehtoiset
alijjoukot, jotka keskittyvdt klustereiden laidoille. Seuraavaksi luodaan toinen
likimdardinen pienin virittdva puu kuten ensimmaisessi padvaiheessa. Lopuksi saadut

likimaardiset pienimmat virittdvét puut yhdistetdin, ja uusi tarkempi tulos saadaan



kiyttamalld perinteistd pienimmédn viritettivdn puun luovaa algoritmia tdhdn

tulokseen. [§8]

2.5 Pienimmin virittivin puun sovelluksia

Yksi pienimmén virittdvin puun kiyttokohteista on kaapelin vetdminen asuntoalueelle
[3]. Kaapelin kustannus on yleensd suoraan riippuvainen sen pituudesta, joten
virittdvdn puun avulla saadaan kaikki asunnot yhdistettyd kaapeliverkkoon

mahdollisimman pienin kustannuksin.

Toinen sovelluskohde on piirien suunnittelu [3]. Sdhkopiirissé tarvitaan usein yhdistda
pinnejé toisiinsa. Télldin pienimmén virittdvdn puun avulla tarvitaan véhiten johtoa

luomaan yhteydet.

Saariston yhdistdmisessd toisiinsa voidaan myos kayttdd pienintd virittivdd puuta
apuna [3]. Tarkoituksena on, ettd jokaisesta saaresta pddsee jotain kautta toisiin saariin.
Jos jokaisen sillan rakentamiskustannukset voidaan arvioida etukiteen, voi siltojen
rakennuspaikat valita siten, ettd kaikki saaret saadaan yhdistettyd, mutta rakentamiseen
menee mahdollisimman vdhdn rahaa. Virittdvilld puulla on myds muita

sovelluskohteita, mutta edelld mainittiin esimerkin vuoksi muutama sellainen.



3 Kauppamatkustajan ongelma

Kauppamatkustajan ongelma (TSP) mééritellddn siten, ettd myyntimiehelld on joukko
kaupunkeja, joissa hdnen tdytyy vierailla jokaisessa ja palata lopulta ldhtopisteeseen.
Tehtdvdnd on 10ytdd lyhin reitti, jonka avulla hdn pdisee kdymddn jokaisessa
kaupungissa [3]. Kauppamatkustajan ongelma on tunnetuimpia ongelmia
kombinatorisessa optimoinnissa [5]. Symmetrisessd kauppamatkustajan ongelmassa
matka solmusta A solmuun B on sama kuin myos toisinpdin B:std A:han [4].
Kauppamatkustajan ongelmasta on olemassa myds epdsymmetrinen versio, jossa
matka/kustannus solmusta A solmuun B ei ole sama kuin B:std mennessa A:han [4].
Verkossa saattaa olla myos yksisuuntaisia kaaria, jolloin samaa kaarta pitkin ei padse

molempiin suuntiin [4].

Kuvassa 5 on esimerkki reitistéd, joka kéy jokaisessa solmussa. Kyseessd on avoimen
kierroksen (open loop) TSP -variantti, jolloin ei palata 1&htOpisteeseen. Verkossa ei ole
yksisuuntaisia kaaria, ja verkko on muutenkin symmetrinen. Tutkielmassa keskitytddn

symmetriseen avoimen kierroksen kauppamatkustajan ongelmaan.

Kuva 5: TSP-ratkaisu



3.1 Ongelman historia ja vaikeus

Laporte [5] kertoo omassa artikkelissaan, ettd osasyy TSP:n suosiolle on sen
madritelmédn yksinkertaisuus ja samalla ongelman ratkaisun laskennallinen
monimutkaisuus. Toisaalta Applegate [3] omassa kirjassaan esittdd kysymyksen, onko
TSP oikeasti hankala ratkaista. Usein TSP maéaritellddn hankalaksi ratkaista, mutta
Applegaten mukaan totuus on, ettd sitd ei oikeasti tiedetd, kuinka hankala ongelma

TSP oikeasti on [3].

Loytyykdé TSP:hen sitten hyvdd ratkaisualgoritmia? Applegaten [3] mukaan
tuohonkaan kysymykseen ei ole vield 10ytynyt vastausta. Todisteena hin kdyttdd myos
sitd, ettd Clay Mathematics Institute tarjoaisi miljoonan dollarin palkinnon taholle,
joka kehittdisi polynomiajassa toimivan algoritmin kyseiseen ongelmaan tai todistaisi

sellaisen algoritmin olemassa olon tai olemassa olemattomuuden.

Kauppamatkustajan ongelman nimen alkuperd on hdmirdn peitossa. Missddn
dokumentissa ei ole mainittu termin alkuperdistd kehittdjaa, eiké tietoa ole milloin
termid alettiin alun perin kdyttdd. Joka tapauksessa 1950-luvun puolivilissd termi oli
jo laajassa kéytossd. On spekuloitu, ettd TSP:n nimi syntyi 1930—1940-luvuilla, jolloin

ongelmaa alettiin tutkia tosissaan [3].

3.2 Esimerkkeja kiyttokohteista

Logistiikka on yksi TSP:n kiyttokohteista. Thmisten, tavaroiden ja kulkuneuvojen

litkkeiden suunnittelu erilaisia matkoja varten on toinen sen yleisistd kdyttokohteista.

(3]

Loma- tai tydmatkaa suunnitellessa harva kuitenkaan etsii ratkaisua reititysongelmaan
TSP:td kasittelevistd kirjoista. Usein kuitenkin matkaa suunnitellessa saatetaan kayttaa
apuna ohjelmaa, joka kéyttdd TSP:n ratkaisevaa algoritmia. Karttaohjelmat voivat
ratkaista TSP-ongelman pienelle mairédlle kaupunkeja, jolloin se riittdd usealle

turistille tai kauppamatkustajalle. [3]

Myo0s koulubussin ajoittaminen ja reitin valitseminen siten, ettd kaikki oppilaat

saadaan kyytiin ja lopulta pdéstddn kouluun, on yksi TSP:n kiytdnnon sovellus.
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Useampi yritys on tdnd pdivindkin erikoistunut koulubussien reititys ohjelmistoihin,

joiden avulla oppilaiden kyytien reitteja ja aikatauluja voidaan optimoida. [3]

TSP:td voidaan kdyttdd apuna myos genomien sekvensoinnissa. TSP tarjoaa tyokalun

sekvenssien rakentamiseksi kokeellisesta datasta. [3]

Tulostettuja piirilevyjd kdytetddn usein elektroniikassa liittdiméaén piirejd, jolloin
piirisiruyja voidaan liittdd muihin laitteistoihin jonkin tietyn toiminnallisuuden
saavuttamiseksi. Piirilevyt sisdltdvit suuren médran reikid mikrosirujen liittimista
varten sekd eri piirilevyjen kerrosten yhdistdmisen takia. Usein reidt porataan
kayttdmalld automatisoitua porauskonetta, joka litkkuu maéériteltyjen porauskohtien

viélilld. TSP:n avulla minimoidaan poranterén paikasta toiseen kulkuun menevé aika.

(3]

Valmistuksen jdlkeinen testaus on kriittinen askel tietokoneen piirisirujen
tuottamisessa. Sirujen ja piirilevyjen monimutkaisuus tekee niiden luotettavasta
valmistamisesta vaikeaa, mikd aiheuttaa turhaa hédvikkid. Skannausketju yhdistda
komponentit/skannauspisteet toisiinsa siten, etti niistd syntyy polku sydteyhteyden ja
ulostulon vilille. TSP:n avulla skannauspisteiden jirjestys voidaan médritelld siten,

ettd ketju on mahdollisimman lyhyt. [3]

Planeettoja, tdhtid ja galakseja voidaan tutkia teleskooppien avulla [3]. TSP:td voidaan
kayttad tarkkailussa kdytetyn laitteiston kédntdmiseen oikeaan asentoon [3].
Suurikokoisen teleskoopin kddntdminen oikeaan kohtaan on aikaa vievéa.
Kééntyminen toimii tietokoneohjattujen moottoreiden avulla. TSP:n avulla voidaan
minimoida kddntymiseen kéytettdvdd aikaa joukolle avaruudessa olevia
tutkimuskohteita. Hyvin kalliiden laitteiden tehokas kéyttd vaatii hyvin ratkaisun

reititysongelmaan.

Yksi data-analyysin ja koneoppimisen perusongelmista on jirjestelld informaatiota
ryhmiin samanlaisten ominaisuuksien perusteella eli klusterointi. Kauppamatkustajan
ongelman kiyttd klusterointiongelman ratkaisun apuna on ollut usean tutkimuksen

aihe. [3]
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3.3 Ratkaisualgoritmeja

3.3.1 Ciristofidesin algoritmi

Tarkkojen algoritmien haittapuolena on, ettd niiden suoritusaika voi olla hyvinkin
pitkd. Heurististen metodien etuna on taas, etti ne tuottavat hyvid ratkaisuja

kohtalaisen isoithinkin ongelmiin kohtuu ajassa, mutta eivit takaa optimaalisuutta [13].

Cristofidesin ~ algoritmi on O(n3) aikavaativuuden heuristinen algoritmi
kauppamatkustajan ongelman ratkaisuun [9]. Cristofidesin algoritmin tekee
mielenkiintoiseksi se, ettd myos siind kdytetddn pienintd virittdvdd puuta apuna
kauppamatkustajan ongelman ratkaisuun. Ratkaistavan kauppamatkustajan ongelman
etdisyysmatriisi tdytyy tayttdd kolmioepdyhtdlon vaatimuksen, jotta algoritmia

voidaan kayttda [9].

Algoritmi voidaan jakaa useampaan eri alivaiheeseen. Ensimmadisessd vaiheessa
lasketaan pienin virittdvd puu graafille, josta halutaan ratkaista kauppamatkustajan
ongelma [9]. Tamid vaihe on sama kuin pienimméin virittivin puun muutto

kauppamatkustajan ongelmaan algoritmissa, joka esitellddn my6hemmassa luvussa.

Tdmén jilkeen luodaan joukko, joka siséltdd ne solmut, joiden kaarien miird on
pariton. Luodun joukon koko on aina parillinen. Luodusta joukosta saadaan aikaan
aliverkko, jossa tdydellinen yhteensovittaminen on aina mahdollista, parillisesta
kardinaliteetista johtuen. Téydelliselld yhteensovittamisella tarkoitetaan sitd, ettd
kéytettyjen kaarien méiréd on tasan puolet joukossa olevien solmujen méaarésti. Tama
yhteensovitus yhdistetddn aiemmin luotuun pienimpéén virittdvéin puuhun. Tuloksena
on verkko, jolle suoritetaan Eulerin kierros. Lopulta verkosta voidaan laskea
Hamiltonin kierros poistamalla reitistdi useammat vierailut samoihin solmuihin.

Oikoreittien seurauksena on valmis kauppamatkustajan reitti. [9]

Algoritmin antama tuloksen suhdeluku on vdhemmén kuin 3/2 optimaalisesta

kauppamatkustajan ongelman ratkaisusta [9].
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3.3.2 Lin-Kernighan-algoritmi

Lin-Kernighan-algoritmi on my0s heuristinen algoritmi kauppamatkustajan ongelman
ratkaisuun [13]. Sen avulla voidaan generoida optimaalisia ja ldhes optimaalisia

ratkaisuja symmetriseen kauppamatkustajan ongelmaan.

Lin-Kernighan-algoritmi ~ kuuluu  paikallishakualgoritmien  luokkaan  [14].
Paikallishakualgoritmit aloittavat jostain kohtaa hakualuetta (search space) ja liikkuvat
sitten  nykyisestd  ratkaisusta  johonkin  sen  naapuriratkaisuun  [14].
Paikallishakualgoritmeissa tehddén erilaisia vaihtoja, joiden avulla voidaan muuttaa
yksi mahdollinen ratkaisuvaihtoehto toiseen. Algoritmi tekee toistuvasti kaarien
vaihtoa sen hetkiselle kauppamatkustajan reitille sen pituuden lyhentdmiseksi, kunnes

se padtyy pisteeseen, jolloin mikéén vaihto ei endé paranna tulosta.

Lin-Kernighan-algoritmi tekee k-opt nimelld kutsuttuja muutoksia reiteille.
Yksittdinen k-opt-muutos muuttaa reittid korvaamalla & méédrdn kaaria olemassa
olevasta reitistd £ madrdlla uvusia kaaria siten, ettd lopputuloksena on lyhyempi reitti.

[14]
3.3.3 Paranneltu Christofidesin algoritmi

Hyong-Chan, Kleinberg ja Shmoys [16] esittelevit parannellun version Cristofidesin
algoritmista reittiversiolle kauppamatkustajan ongelmasta. Cristofidesin  3/2
likiméérdinen algoritmi antaa silti parhaan tuloksen normaalille kauppamatkustajan

ongelmalle, mutta reittivariantille voidaan saada parempia tuloksia [16].

Tutkimuksessa esitellddn deterministinen (1 + V5)/21 -approksimaatioalgoritmi
metriselle ST-polku kauppamatkustajan ongelmalle. T&lld saavutetaan parannus

verrattuna ST-polulle aiemmin tunnetulle 5/3 rajalle [16].

Algoritmille annetaan sy6tteeksi tdydellinen verkko kustannusfunktiolla seka alku- ja
loppupiste, joiden avulla lasketaan optimitulos polkuvariantille Held-Karp-
vdljennyksestd [16]. Taman jdlkeen edellinen tulos hajotetaan yhdistelméksi useampia
virittdvid puita eri kertoimilla. Varsinainen virittivd puu tehdddn ndiden erillisten

virittdvien puiden kerrointen todennikoisyysjakauman perusteella. 7 on joukko

! (noin 1,62)
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solmuja vidrilld pariteeteilla, eli se sisdltdd puuhun sisdltyvét tavalliset solmut, joista
lahtee pariton mééré kaaria ja pditepisteet, joista ldhtee parillinen mééra kaaria. J on
kaarien joukko. Algoritmi etsii pienimmén 7 liittymdn J:hin ja ST-Eulerin polun
multigraafille. Eulerin polun avulla saadaan laskettua varsinainen Hamiltonilainen

reitti. Lopputuloksena on Hamiltonilainen reitti alku- ja loppupisteen vililld. [16]

Algoritmi on siis muokattu Cristofidesin algoritmista siten, ettd algoritmi valitsee
alustavan virittdvin puun Held-Karp-vdiljennyksen optimituloksen perusteella eikd
kéytd normaalisti kdytettyd pieninté virittdvad puuta [16]. Tdmén parannuksen ansiosta
algoritmilla péddstddn parempaan approksimaatiosuhteeseen kuin perinteiselld

Cristofideksen algoritmilla [16].
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4 Pienimmaén virittivan puun kaytto

kauppamatkustajan ongelmaan

Algoritmin toimintaperiaatteena on ottaa valmis pienin virittdvd puu ja muuttaa se
ratkaisuksi avoimen kierroksen kauppamatkustajan ongelmaan. Esimerkiksi aiemmin
mainitulla Primin algoritmilla luodaan syodtteend olleesta verkosta pienin virittdva puu.
Sen jilkeen puusta tunnistetaan risteys, jossa puu haarautuu. Risteyksen pisin kaari
poistetaan. Tamén jdlkeen lisdtddn kaari sellaisten lehtisolmujen vilille, jotka kuuluvat
eri aligraafiin ja kaari ei ole sellainen, joka poistettiin jossain aiemmassa vaiheessa.
Verkon solmujen ldpikdyntid sekd kaarien poistoa ja lisdystd jatketaan, kunnes
verkossa ei ole endd risteyksid. Poistojen méérd riippuu virittdvassid puussa olevien
risteysten méérastd sekd risteyksistd ldhtevien kaarten miirdstd. Poistoja tarvitaan
ylimédrdisten kaarien madrd. Tédssd vaiheessa tuloksena on avoimen kierroksen
kauppamatkustajan reitti, joka voi siséltda ristedvid kaaria. Reittiin siséltyy tasan kaksi
lehtisolmua. Lopuksi tulosta voidaan optimoida poistamalla ristikkdiset kaaret, jos

sellaisia sattuu kyseiseen ratkaisuun sisdltyméén.

Pienimman ) A . Lisdtdan lyhin
g L Tunnistetaan | | Poistetaan risteys- f .
virittdvan puun mahdollinen kaari

. risteys solmun pisin kaari ) . .
luonti ¥ P lehtisolmujen vilille

;7 Jatketaan kunnes valmis reitti J

Kuva 6: Kaavio algoritmin toiminnasta

4.1 Algoritmin yksityiskohtainen toiminta

Aluksi syotteend olevasta verkosta luodaan pienin virittdva puu (MST). Tdméi voidaan
tehdd esimerkiksi jo aiemmin mainitulla Primin algoritmilla. MST:n luonnissa
kaytetylla algoritmilla ei ole vaikutusta varsinaisen algoritmin toimintaan, vaan
tirkedd on vain, ettd lopputulokseksi saadaan virittivd puu. Kuvassa 7 esimerkki

pienimmasté virittavistd puusta esimerkkind kiytetylle verkolle.
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Kuva 7: Pienin virittava puu

Seuraavaksi pienimmasté virittdvastd puusta identifioidaan risteykset (knots). Tama
sen takia, ettd kaikista risteyksistd halutaan paistd eroon, koska lopullinen ratkaisu ei
voi sisdltdd yhtddn risteystd. Verkon solmut kdydddn yksi kerrallaan 1ipi ja jos
huomataan, ettd solmusta ldhtee useampi kuin kaksi kaarta, otetaan kyseinen solmu
kasittelyyn. Verkon solmut on numeroitu, koska algoritmi ottaa syotteend listan, jossa
solmut ovat, ja solmujen ldpikdynti tapahtuu numerojirjestyksestd. Taman takia
ensimmaiseksi valittu risteys on solmu numero 2. Algoritmi antaa eri tuloksen, jos
solmut ovat listassa eri jérjestyksessd. Silloin puun lépikédyntijarjestys on erilainen.

Kuva 8 havainnollistaa titi algoritmin vaihetta.
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Lehtisolmu

Lehtisolmu
Risteys

Risteys

Lehtisolmu

Lehtisolmu

Lehtisolmu

Kuva 8: Risteyksen valitseminen

Tamaidn jdlkeen algoritmi poistaa valitusta risteyksestd ldhtevdn pisimmdn kaaren.
Tassd vaiheessa toimitaan ahneen algoritmin tavoin eli poistetaan aina solmun pisin
kaari. Myo0s jokaisesta solmusta ldhtevien kaarien maéra péivitetdén. Kuvassa 9 on

merkitty punaisella katkoviivalla poiston kohteena oleva kaari.

Valittu
risteys

o/ /\
Poistettu
kaari

Kuva 9: Pisimman kaaren poisto valitusta risteyksesta
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Kaaren poiston seurauksena syntyy kaksi aligraafia, jotka eivit ole kytkeytyneind
toisiinsa. Niinpd syntyneet graafit tdytyy yhdistéé toisiinsa uudella kaarella. Uusi kaari
lisdtadn kahden toisiaan ldhimpdnd sijaitsevan lehtisolmun vélille, jolloin paédstddn
eroon yhdestd risteyksestd. Myo0s kaaren lisdys suoritetaan ahneesti eli lyhin kaari
valitaan lisdttdvaksi. Kaaren lisdyksen jilkeen péivitetdén solmuista lahtevien kaarien
midrd jokaiselle solmulle. Tdmé sen takia, jotta risteysten tarkistaminen olisi
mahdollista. Kuva 10 havainnollistaa kaaren lisdystd lehtisolmujen vilille. Kaari
lisdtddn solmujen 1 ja 3 vilille, koska se on lyhin mahdollinen lisdys. Katkoviivalla on

esitetty muut lisdysvaihtoehdot.

Lisatty
kaari

Kuva 10: Kaaren lisdys lehtisolmujen valille

Kaaren lisdyksen jdlkeen tarkistetaan, sisdltyyké graafiin risteyksid ja onko
lehtisolmuja jéljelld tasan kaksi kappaletta. Jos edelld mainitut ehdot eivét tiyty,
valitaan seuraava risteys, jonka pisin kaari poistetaan ja tilalle lisdtddn kaari eri
aligraafiin kuuluvien lehtisolmujen vilille. Algoritmin edellisid vaiheita toistetaan,

kunnes kaikki risteykset on saatu poistettua.
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Risteys

Risteys
Poistettava

kaari————/
/

Poistettava
kaari

Kuva 11: Risteyksista halutaan paasta eroon

Lopputuloksena on valmis kauppamatkustajan reitti. Valmiissa reitissd ei ole jiljelld
yhtdan risteystd ja lehtisolmuja on jiljelld tasan kaksi kappaletta. Kuvassa 12 on valmis

reitti. Kuvaan on lisdtty kaarten pituudet ja reitin kokonaispituus

Lisatty kaari

Lisatty kaari

Yhteensa
37,7

Kuva 12: Valmis kauppamatkustajan reitti
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4.2 Algoritmin heikkouksia

Joissakin tilanteissa algoritmi ei toimi optimaalisesti. Ahneen toimintaperiaatteen
vuoksi esimerkiksi kaaren poistovaiheessa valitaan aina solmusta ldhtevd pisin
mahdollinen kaari, vaikka reitin muodostuksen kannalta se ei aina olisi paras
mahdollinen vaihtoehto. Joissain tapauksissa olisi parempi poistaa jokin muu kaari.
Joskus jopa lyhin voi tuottaa parhaimman tuloksen. Lisdksi ahne suoritusperiaate voi
aiheuttaa sen, ettd valmiiseen TSP-reittiin sisdltyy leikkauskaaria eli kaaria, jotka
ristedvit jossakin kohdassa. Optimaalisessa ratkaisussa ei voi olla leikkauksia, koska
nditd sisdltdva ratkaisu on aina huonompi kuin sellainen, joka ei sisélld niitd. Alla
esitelladn tilanne, jossa ndmé algoritmin heikkoukset tulevat esiin. Kuvassa 13 on
esimerkki monimutkaisemmasta pienimméstd virittdvistd puusta, jolle algoritmi ei

16ydé optimaalista reittié.

Monimutkaisempi
MST

Epdoptimaalinen poisto

Kaaren lisdys

Kuva 13: Esimerkki, jossa epdoptimaalinen poisto tuottaa leikkauksen

Suoritettaessa algoritmia pdddymme tilanteeseen, jossa poistettavana kohteena
katkoviivalla merkitty kaari. Téssd kohdassa ahne algoritmi ei toimi optimaalisesti,
koska se poistaa kyseisen kaaren. Témén jdlkeen algoritmi ei voi endd antaa

optimitulosta kyseiselle puulle.
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Lisattdessd mahdollisimman lyhyen kaaren kahden lehtisolmun vilille paddymme
kuvan esittdiméin viimeiseen vaiheeseen. Vaikka lisidmme lyhyimmén mahdollisen

kaaren, reitti siséltidd kaarien leikkauksen, koska edellinen kaaren poisto oli huono.

Parempi vaihtoehto olisi olla poistamatta pisintd kaarta, ja valita tdssd tapauksessa
toiseksi pisin kaari poistettavaksi. Télloin véltyttdisiin turhilta kaarien leikkauksilta ja
reitti olisi siten parempi. Télloin solmujen 3-8 vililld olevan reitin summaksi tulee
16,8. Jos taas reittiin sisdltyy leikkaus, kuten edellisen kuvan 14 esimerkissd, osareitin

summaksi tulee 18,1 jolloin kokonaisreitin pituus on suurempi.

2,0

Lisattava 6,0

Poistettava
kaari

Kuva 14: Paremman tuloksen antava kaaren poisto ja lisdys

My®ds kuvan 15 esittdiméssa vaiheessa algoritmi tekee epdoptimaalisen poiston. Vaikka
katkoviivalla merkityn kaaren poisto ja sen jdlkeinen kaaren lisdys ei aiheuta téssd
tapauksessa ristedvien kaarien muodostumista, tuloksena saatu reitti ei ole
optimaalinen. Téassd ndhddédn toistamiseen algoritmin ongelma. Ahne valintaperiaate

kaaren poistolle aiheuttaa sen, ettd saatu reitti ei ole vélttaméttd optimaalinen.
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Kuva 15: Epaoptimaalinen poisto

Algoritmin antamana lopputuloksena on kuvan 16 mukainen reitti. Ratkaisuun sisdltyy
leikkauskohtia, ja lyhyempi reitti olisi mahdollinen. Algoritmi antaa optimituloksen
vain silloin kun reitin muodostuksen kannalta on optimaalisinta poistaa solmukohdasta
lahteva pisin kaari. Jos taas olisi optimaalisempaa poistaa lyhin tai jokin pisimmén ja

lyhimman vélilté, ei lopputulos ole paras mahdollinen.

2,0

Yhteensa
44,4

Kuva 16: TSP-reitti monimutkaisemmalle MST:lle
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Parempi vaihtoehto tdssdkin tapauksessa olisi ollut poistaa toiseksi pisin kaari, kuten

kuvasta 17 nédkyy. Télloin paddytdén tulokseen, jolloin reitti on lyhempi ja siten

parempi.

Kuva 17: Parempi kaaren poisto ja lisdys

Poistamalla aina parhaan vaihtoehdon eli ensimmaisellé kerralla pisimmaén ja toisella
jakolmannella kerralla toiseksi pisimmén kaaren, lopputuloksesta olisi tullut kuvan 18
vasemmanpuolisen reitin mukainen. Sen antama tulos on parempi, kuin varsinaisen

algoritmin antama tulos oikealla.

Yhteensa Yhteensa
42,5 44,4

Kuva 18: Reitti, jos ei poisteta aina pisinta kaarta, seka algoritmin antama tulos
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4.3 Saadun reitin optimointi

Reitin epdoptimaalisen luonnin jdlkeen vaihtoehtona on myods muokata saatua reittii.
Kuvassa 19 kaarien leikkaus on poistettu. Télldin reitin pituus lyhenee. Toisaalta
sekédn, ettd reittiin ei sisélly leikkaavia kaaria, ei vield takaa reitin optimaalisuutta.

Tassdkadn tapauksessa reitin loppupéé (oikealla) ei ole optimaalinen.

Yhteensa
43,6

Kuva 19: Leikkauksien poisto
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4.4 Algoritmin aikavaativuus seki pseudokoodi

Alla on lueteltu algoritmin toiminnan kannalta tirkeimmait metodit sekd esitetty ne
pseudokoodina. Ensimmadisend esittelyssd on Primin algoritmi. Se luo pienimméin
virittdvdn puun, jota tarvitaan varsinaisen algoritmin toimintaa varten. Kyseisen

toteutuksen aikavaativuus O(n3). n on solmujen mééri syotteessi

prim() 0(n®)

Prim(edges, numberofpoints)
visited <- array size of numberofpoints
FOR each visited <- false;
mst <- empty
ADD first edge TO mst
status of added edge <- false
visited[edges.from(0)-1] <- true
visited[edges.to-1(0)] <- true

WHILE size of mst < numberofpoints-1 DO
IF (visited[edges.from(i)-1] AND !visited[edges.to(i)-1]) THEN
visited[edges.to(i)-1] <- true
status of current edge <- false
ADD current edge TO mst
i<-0

ELSE IF (!visited[edges.from(i)-1] AND visited[edges.to(i)-1] THEN
visited[edges.from(i)-1] <- true
status of current edge <- false
ADD current edge TO mst
i<-0
i++

RETURN mst

replaceEdge: Alla varsinainen pddmetodi replaceEdge(), joka muuttaa virittdvin
puun ratkaisuksi kauppamatkustajan ongelmaan. Kéiyttdd apuna metodeja

isFinalForm, getFirstKnot, getHigherFromKnot, getPointsDegree ja findEdgeToAdd.

replaceEdge() 0(n*)

replacekdge(edgelist, currenttsp, numberofpoints)
veriticesdegree <- getPointsDegree(currenttsp,numberofpoints)
WHILE !isFinalForm() DO
idfirstknot <- getFirstKnot()
removededge <- getHigherFromKnot(currenttsp, idfirstknot)

edgelist(removededge).status <-false
REMOVE edge FROM currenttsp

veriticesdegree <- getPointsDegree(currenttsp,numberofpoints)
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edge <- findEdgeToAdd(edgelist,currenttsp)
ADD edge TO currenttsp

veriticesdegree <- getPointsDegree(currenttsp, numberofpoints)

RETURN currenttsp

getHigherFromKnot: Apumetodi, joka palauttaa pisimmédn kaaren valitusta

risteyksesta.

getHigherFromKnot() 0(n)

GetHigherFromKnot(tsp, knotid)
FOR i<-© TO size of tsp DO
IF currentstartnode = knotid OR currentendnode = knotid THEN
IF edgeweight > maxweight THEN

maxlink <- currentlink
maxweight <- edgeweight

maximumweightlink.status <- false

RETURN maximumweightlink

getPointsDegree: Apumetodi, joka tarkistaa kuinka monta kaarta jokaisesta solmusta

ldhtee.

getPointsDegree() 0(n)

getPointsDegree(tsp,numberofpoints)
array degrees <- numberofpoints
FOR each edge in tsp DO
degrees[edge.to-1]++
degrees[edge.from-1]++
RETURN degrees

getFirstKnot: Apumetodi, joka etsii ensimmadisen risteyksen virittdvastd puusta, eli

solmun, josta ldhtee enemmaén kuin kaksi kaarta.

getFirstKnot() 0(n)

getFirstKnot()
firstknot <- ©
WHILE firstknot.degree<=2 DO
firstknot <- firstknot+1l

RETURN ++firstknot

findEdgeToAdd: Apumetodi kaaren lisdykseen kauppamatkustajan reittiin. Kutsuu

metodia compatibleLink.
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findEdgeToAdd() 0(n?)

findEdgeToAdd(edgelist, tsp)
edge <- new edge
WHILE edge.from = @ AND edge.to = @ DO
IF edgelist currentedge.status = true AND
compatibleLink(currentedge,tsp) = true THEN
edge <- edgelist(currentedge)
RETURN edge

compatibleLink: Apumetodi, joka tarkistaa onko kaari mahdollista lisidtd vaiko ei.

Kayttdd apuna kahta metodia, jotka ovat onlyLeafs ja differentGraph.
compatibleLink() 0(1)

compatiblelLink(edge, tsp)
RETURN (result of onlylLeafs(edge) and differentGraph(edge,tsp))

onlyLeafs: Tarkistaa, ettd kaaren molemmat pait ovat lehtisolmuja. Eli niisti ei ldhde

kuin korkeintaan yksi kaari kummastakin.

onlylLeafs() 0(1)

onlyleafs(edge)
RETURN result of degree edge.from-1 < 2 and degree edge.to-1 < 2

differentGraph: Apumetodi, joka tarkistaa, ettd kaaren molemmissa péissi sijaitsevat
solmut eivdat kuulu samaan aligraafiin. T&lld estetddn silmukoiden syntyminen

valmiiseen reittiin.

differentGraph() 0(n)

differentGraph(edge,tsp)
set <- empty
ADD edge.to TO set

FOR i<-© TO size of tsp DO
IF set contains(tsp.to(i)) and does not contain (tsp.from(i)) THEN
ADD tsp.get(i).from TO set

i=-1;
ELSE IF (set does not contain(tsp.to(i)) and contains(tsp.from(i))
THEN
ADD tsp.get(i).to TO set
i=-1;

RETURN !contain(edge.from) FROM set
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isFinalForm: Metodi, joka tarkistaa, onko reitti valmis. Jos jostain solmusta l&htee
enemmaén kuin kaksi kaarta tai ei yhtddn kaarta, niin palauttaa epédtoden. Palauttaa

totta, jos l0ytyy tasan kaksi lehtisolmua.

isFinalForm() O(n)

isFinalForm()
countleafs <- ©
FOR EACH verticesdegree
IF veriticesdegree > 2 or veriticesdegree = © THEN
RETURN false
ELSE IF verticesdegree = 1 THEN
countleafs++

RETURN countleafs=2

Algoritmin rakenne on esitetty alla.

ConvertMSTtoTSP()
Prim() 0(n?)
replaceEdge()
getPointsDegree() 0(n)
while !isFinalForm() 0O(n)
getFirstKnot() 0(n)
getHigherFromKnot() 0(n)
remove edge() O(n)
getPointsDegree() O(n)
findEdgeToAdd() 0(n?)
compatibleLink() 0(1)
onlylLeafs() 0(1)
differentGraph() 0(n)
add edge() 0(1)
getPointsDegree() 0(n)
Return Tsp

Solmuja on n mééri ja kaikkia kaaria yhteensd (n * (n — 1)) /2 kappaletta verrattuna
solmuihin. Kauppamatkustajan reitissi kaaria on n-1 kappaletta. Pienimmén virittdvin

puun luonti vie kiiytetylld Primin algoritmin toteutuksella O(n3).

Tarkistus joka kierroksen alussa, onko reitti valmis, vie ajan O(n). Risteyksen
l6ytdminen, pisimmén kaaren valitseminen ja poisto siitd vie yhteensd O(n) ja

solmujen kaariméddrien tarkistus O(n).

Kaaren lisdys vie yhteensi O(n3), koska lipikdytivini on kaikki verkon kaaret eli
(n*(n—1))/2 kappaletta, josta tulisi O(n?). Liséksi metodin sisélli on kutsu

DifferentGraph metodiin, joka vie itsessdén O(n) aikaa.
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Yhteensa tdssé toteutuksessa on kolme sisdisté silmukkaa, joista ulommainen vie O(n),

keskimmiinen vie O(n?) ja sisimmiinen O(n). Siksi aikavaativuus on O(n*).

Algoritmia voitaisiin optimoida laskemalla kaarien médridn etukéteen esimerkiksi
puunluonnin aikana. Sitten kaarien méérié voitaisiin paivittdé aina poiston yhteydessi
ja risteysten midrdn voisi lakea yksinkertaisella for-silmukalla. Talloin isFinalForm

muuttuisi yksinkertaisemmaksi.
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5 Parannusehdotukset algoritmiin

Koska algoritmi ei anna aina optimaalista tulosta, pyrittiin tuloksia parantaa lisiamalla
satunnaisuutta. Ideana oli, ettd algoritmille ei annettaisikaan pienintd virittivaa puuta,
vaan satunnainen virittivd puu. T&lloin kauppamatkustajan reitistd muodostuisi

erilainen ja potentiaalisesti my0s lyhyempi.
5.1 Satunnaistettu Prim

Muodostetaan virittdvd puu, mutta ei pienintd virittdvad puuta. Satunnaisuuden takia
tosin myoOs pienin virittdvd puu on mahdollinen tulos, mutta kuitenkin harvinainen.
Toimintaperiaate on sama kuin tavallisella Primin algoritmilla ratkaistuna, mutta
valitaan lisattdvd kaari satunnaisesti aina kolmesta lyhimmistd mahdollisesta

vaihtoehdosta.

Kuvassa 20 on yksi esimerkki satunnaistetun Primin toiminnasta. Aluksi valitaan
kolmesta lyhimmaistd kaaresta satunnaisesti yksi, jonka perusteella aletaan
rakentamaan puuta. Lyhimmédt mahdolliset kaarivaihtoehdot on merkitty siniselld

katkoviivalla.

Kuva 20: Satunnaistettu Prim ensimmadisen kaaren valinta

Kuvassa 21 on valittu nidistd kaarista satunnaisesti yksi. Valittu kaari on merkitty
mustalla kokoviivalla. Liséksi kuvassa on esitetty seuraavat kolme lyhintd mahdollista
kaarta. Kaarten lisdyksessd noudatetaan Primin algoritmin toimintalogiikkaa eli

29



lisdttdvén kaaren toisen péddn pitdd kuulua jo luotuun puuhun ja toisen péén ei tule

kuulua puuhun.

Kuva 21: Ensimmainen kaari lisatty

Kaarten lisdystd jatketaan samalla tavalla, kunnes tuloksena on virittdva puu. Kuvassa
22 vasemmalla puolella on toisena lisdttdvan kaaren lisdys ja seuraavat kolme lyhinté
vaihtoehtoa. Kuvassa 22 oikealla puolella on lisitty kolmas kaari, sekd seuraavat

potentiaaliset vaihtoehdot.

/ /

Kuva 22: Toisen kaaren seka kolmannen kaaren lisdys

Kuvan 23 vasen puoli esittdd yhtd mahdollista algoritmin antamaa lopputulosta, jossa
kaarten pituudet on merkitty kuvaan ja yhteispituus laskettu. Luotu virittdva puu eroaa
huomattavasti verrokkina kuvan oikealla puolella olevaan pienimpédén virittivain
puuhun. Tidssd esimerkkitapauksessa satunnaisesti luotu virittdivd puu on 10,3 %

pidempi kuin pienin virittdvé puu.
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Yhteensa 26,8 Yhteensa 24,3

Kuva 23: Satunnaistettu Prim -tulos ja pienin virittdva puu samasta verkosta

Algoritmin luomista kauppamatkustajan reiteistd kuvassa 24 voidaan huomata, ettd
satunnaistetulla puunluonnilla saadaan tdssd tapauksessa parempi lopputulos kuin
kayttdmalld pienintd virittdvdd puuta. Satunnaistuksella saatu reitti on 10,8 %

lyhyempi kuin pienimmélla virittdvalld puulla saatu lopputulos.

51 3,6 51

Yhteensa 24,7 Yhteensa 27,7

Kuva 24: Satunnaistettu Prim -lopputulos seka pienin virittava puu -lopputulos

5.2 Pseudokoodi

Seuraavaksi esitetdén satunnaistettu Primin algoritmi pseudokoodina. Se toimii Primin
algoritmin tavoin, mutta valitsee aina lisdttdvdn kaaren satunnaisesti kolmesta

lyhimmaéstd mahdollisesta kaaresta, jotka tiyttavit lisdysehdon.
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random prim() 0(n®)
Spanningtree(edges, numberofpoints)

FOR i <- TO size of edges DO
current edges.status <- true

visited2 <- array size of numberofpoints;
FOR each visited2 <- false
spannigtreelist <- empty

indiceslist <- empty

numberofedges <- size of edges;

edges_best <- 3;
IF numberofedges < edges_best THEN
edges_best <- numnerofedges;

index <- random integer between © and edges_best

ADD edge TO spanning tree FROM list with chosen index
chosen edges.status <- false

edges.from-1 node in visited2 <- true

edges.to-1 node in visited2 <- true

WHILE size of spannigtreelist < numberofpointspoints-1 DO

FOR i <- @ TO size of edges DO
IF (visited2[current edges.from-1] AND !visited2[current
edges.to-1]) THEN
IF current edge.status = true THEN
ADD i TO indiceslist

ELSE IF (!visited2[current edges.from-1] AND visited2[current
edges.to-1]) THEN
IF current edge.status = true THEN
ADD i TO indiceslist

index2 <- 0;
best3 <- 3;

IF size of indiceslist > best3 THEN
index2 <- Random integer between © and best3

ELSE
index2 <- Random integer between © and size of indiceslist

ind3 <- 9;
ind3 <- value of indiceslist FROM index2

ADD edge TO spanning tree from edges list with chosen index ind3
chosen edges.status <- false

edges.from-1 node in visited2 <- true

edges.to-1 node in visited2 <- true

CLEAR spannigtreelist

RETURN st
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6 Tulokset

Algoritmin toimintaa testattiin myos kéytdnnossd. Algoritmi on toteutettu Java-
ohjelmointikielelld ja syotteend kaytettiin O-Mopsi [11] ja Dots [15] -datajoukkoja. O-
Mopsi-datajoukko koostuu leveys- ja pituusasteen sisdltdvistd pisteistd, joiden avulla

kauppamatkustajanreittejd laskettiin kiyttden Haversine-funktiota.

_ A, — A
d = 2r arcsin sinz(%) + cos(¢p,) cos(¢p,) sin? (%)

Kaavassa kahden pisteen vilisté laskettua pituutta merkitddn d:114. Maapallon siteen r
arvona on kéytetty lukua 6356.752. Pisteen yksi leveysastetta radiaaneina on merkitty
¢p-merkill4 ja pisteen kaksi leveysastetta radiaaneina ¢,-merkilla. Pisteen yksi ja kaksi

pituusasteita radiaaneina on merkitty merkeilld A, ja 4,.

Dots-datajoukko koostuu myds koordinaateista, mutta koordinaatistona toimi
kaksiulotteinen karteesinen koordinaatisto. Satunnaistettua versiota algoritmista
ajettiin aina 100 kertaa jokaiselle sydtteelle ja reiteistd valittiin lyhin. Ndiden avulla
algoritmin toimivuutta arvioitiin. Tutkimuksen kohteena oli, kuinka lédhelle
optimaalista tulosta algoritmi pédédsee ja kuinka hyvin se toimii verrattuna muihin
saman ongelman ratkaiseviin algoritmeihin. Ensiksi esitelldén yksittdisid tuloksia
tarkemmin, jonka jilkeen siirrytdén algoritmin avulla saatuihin kokonaistuloksiin O-

Mopsi ja Dots -datajoukoille.
6.1 Esimerkki O-Mopsi-datasta

Kuvassa 25 on esitetty pienin virittdvd puu yhdelle O-Mopsi-datajoukon instanssille,
algoritmin antama lopputulos, satunnaistetun version tulos sekd viimeisend
optimireitti. Kuvasta nihdédn, ettd normaalilla versiolla ei saada optimaalista tulosta
kyseiselle syotteelle. Toisaalta ndhdéddn, ettd satunnaistetun version antama reitti on
sama kuin optimireitti. Perusversio antoi reitin pituudeksi 1,345 kilometrid, kun taas

optimireitin pituus oli 1,170 km. Joten tissa yksittdistapauksessa perusversion antama
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tulos oli n. 15 % pidempi, kun taas satunnaistetulla algoritmilla pédstiin

optimitulokseen.

Pienin virittdva puu

= Algoritmin antama tulos

Satunnaistetun version antama tulos Optimireitti

Kuva 25: Esimerkki O-Mopsi-datasta

6.2 Kokonaistulokset

Kuvassa 26 ndhdéén algoritmin antamat tulokset O-Mopsi-datajoukolle tiivistettyni
yhteen kuvaan. Jokainen piste vastaa yhtd datajoukon tulosta, ja vaaka-akselilla
ndhddin, kuinka monta solmua kyseisessi sydtteessd on sekd pystyakselilla, kuinka
paljon saatu tulos eroaa optimaalisesta ratkaisusta. Tummemmat pisteet tarkoittavat

useampaa tulosta pdillekkain.

Kaikkien tulosten keskiarvoksi saatiin 4,96 %, eli perusalgoritmin antama tulos on
keskimédrin tdmdn verran heikompi kuin optimaalinen. O-Mopsi-datajoukkoon
kuuluu 147 eri koordinaattipisteistd koostuvaa syotettd, joista algoritmi antoi
optimaalisen tuloksen 50 sydtteelle ja huonomman tuloksen 97 sydétteelle. Eli noin
kolmannekselle sydtteistd saatiin optimitulos algoritmin avulla. Huonoimmissa

tapauksissa ero optimaaliseen on n. 30 %.
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Kuva 26: Ero optimaaliseen tulokseen O-Mopsi-datajoukossa

Satunnaistetussa versiossa satunnaistettu puunluonti toistettiin 100 kertaa jokaiselle O-
Mopsi-datajoukon syétteelle ja ndistd ratkaistiin kauppamatkustajan ongelma aiemmin
esitellyn algoritmin avulla. Satunnaistetun version antamaksi tulokseksi saatiin 0,60
%. Toisin sanoen satunnaistuksella saadaan aikaan se, ettd keskimiirin tulos jaa
optimista alle yhden prosentin. Datajoukkoon kuuluneista 147 syo6tteestd optimitulos
saatiin 101 syotteelle ja epdoptimi 46 syodtteelle. Satunnaisuutta lisddméalla on saatu

selked parannus verrattuna perusalgoritmin antamaan 50 optimitulokseen.

O-Mopsi
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Kuva 27: Satunnaistetun algoritmin ero optimaaliseen tulokseen O-Mopsi-datajoukossa
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Lisdksi kuvasta 27 voidaan huomata, ettd satunnaistetun version huonoin tulos jéa
optimaalisesta alle 8 prosenttia. Téssdkin on siis tullut parannusta, koska
perusversiossa ero optimaaliseen voi kasvaa pahimmassa tapauksessa n. 30
prosenttiin. Kuvista 26 ja 27 havaitaan myds, ettd ero optimiin on keskimdirin

suurempi, kun solmujen méiri kasvaa.

Perusversion ja satunnaistetun version antamat epdoptimaaliset tuloskerrat esitetddn
seuraavassa kuvassa. Kuvasta 28 ndhdddn, kuinka monta prosenttia tuloksista on
epdoptimaalisia kullakin solmumaéirilld. O-Mopsi-datassa on vain vdhdn syotteitd
useammissa solmumairissa, joten yksittiisen tuloksen vaikutus on suurta. Esimerkiksi
17 solmun kohdalla on vain yksi syote. Kuva kertoo vain epidoptimaalisten tulosten

madrastd prosentteina, eikd siis kuinka paljon heikompia kyseiset tulokset ovat.

100% 7

o O-Mopsi

80%
Perus
70%

60%
50%
40%
30%
20%
10%

0%
0 5 10 15 20 25 30

Epdoptimaaliset tulokset

Satunnaistettu

Solmujen maara

Kuva 28: Epaoptimaalisten tulosten jakautuminen O-Mopsi-datassa

Myds Dots-datajoukon tapauksessa perusversion heikoin tulos on melkein 30 %
optimaalista huonompi. Dots-datajoukko siséltdd huomattavasti enemmén eri syotteitd
ja solmuja on maksimissaan 31 kappaletta yhdessd syotteessd. Kaikkien tulosten
keskiarvoksi saatiin 3,05 %. Yhteensd 6447:std pelistd optimitulos saatiin 3542
syotteelle. Ei-optimeita tuloksia oli 2905. Toisin sanoen optimitulos saatiin n. 55 %

ajetuista testeista.
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Kuva 29: Ero optimaaliseen Dots-datajoukossa

Dots-datajoukon tapauksessa satunnaistetulla algoritmilla heikoin tulos jd4 hieman

alle 10 prosenttiin. Keskiarvotuloksen ero pienenee huomattavasti verrattuna

perusversioon ollen 0,21 %. Liséksi optimituloksia saatiin satunnaistuksella 5599 ja

ei-optimeita 848. Siten optimitulos saatiin n. 87 % ajetuista Dots-joukon sydtteista.

Ero optimaaliseen
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Kuva 30: Satunnaistettu ero optimaaliseen Dots-datajoukossa
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Epédoptimaalisten tulosten mddrd prosentteina kasvaa solmujen méérdn kasvaessa
Dots-datajoukossa. Satunnaistetulla algoritmilla on samanlaista kasvua solmumaérin
mukaan, mutta epdoptimaalisten tulosten méddrd on kuitenkin pienempi kuin

perusalgoritmilla.

100%
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Satunnaistettu

Epdoptimaaliset tulokset
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Solmujen maara
Kuva 31: Epaoptimaalisten tulosten jakautuminen Dots-datassa

Kuva 32 esittdd kuinka hyvédn tuloksen perus- ja satunnainen algoritmi antavat
keskiméirin jokaiselle O-Mopsi-datajoukon solmumaéérille. Oranssi viiva kuvaa
satunnaisen algoritmin tuloksia ja sininen kuvaa perusalgoritmin tuloksia. Té&méan
kuvan perusteella voidaan piitelld, ettd solmumaéérdlli on vaikutusta tuloksiin.
Esimerkiksi kun solmumaééri on 13, keskiarvo nousee perusversiolla yli kymmeneen
prosenttiin. Vaihtelu on tosin melko suurta. Perusalgoritmin korrelaatiokertoimeksi
solmujen miérédn ja tuloksen hyvyyden vilille saatiin n. 0,56, joten solmujen miira
korreloi  saadun tuloksen kanssa. Satunnaistetulle algoritmille saatiin

korrelaatiokertoimeksi n. 0,89 jolloin korrelaatio on jo vahva.

12%

O'MOpSl Perus
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Kuva 32: Keskiarvoero O-Mopsi-datajoukolle
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Kuvan 32 perusteella my0dskin satunnaistetulla algoritmilla solmuméérilld nayttaa
olevan vaikutusta tuloksiin ja ero optimaaliseen vaikuttaa olevan kasvusuunnassa
solmumaéérdan kasvaessa. Solmumaédrdn ollessa 27, keskiarvo on huipussaan n. 4
prosentissa. Keskiarvo jad kuitenkin jokaisessa muussa solmuméérdssi alle neljdin
prosenttiin. Kuvasta voidaan huomata, etti satunnaisuuden avulla saadaan kuitenkin

saavutettua selvisti parempia tuloksia.

Dots-datajoukon tuloksista kuvassa 33 voidaan todeta, ettd satunnaisuudella saadaan
parempia tuloksia. Keskiarvo jii alle kahteen prosenttiin kaikissa solmuméérissd, kun
perusalgoritmilla huonoin keskiarvo nousee hieman yli kahdeksaan prosenttiin. Myos
Dots-datajoukosta ndhdéén, ettd solmumadirin kasvaessa tulokset heikentyvit. Tosin
satunnaisella algoritmilla pééstddan silti keskimddrin melko hyviin tuloksiin.
Korrelaatiokertoimeksi perusalgoritmille saatiin n. 0,95 ja satunnaistetulle algoritmille
n. 0,96. Molemmissa tapauksissa solmujen miird korreloi hyvin vahvasti tuloksen

hyvyyden kanssa.
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Kuva 33: Keskiarvoero Dots-datajoukossa

O-Mopsi-datajoukon mediaanituloksista kuvassa 34 voidaan myos huomata, ettd
perusalgoritmi ei anna aina optimaalisia tuloksia. Mediaanikuvaaja on
samansuuntainen keskiarvokaavion kanssa. Myods mediaanikuvaajassa solmumaérin
ollessa 13, ero nousee n. 10 prosenttiin. Kaikkien syotteiden mediaaniksi saatiin 3,02

%.
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Kuva 34: Mediaaniero O-Mopsi-datajoukolle

Myods satunnaistetun version tapauksessa mediaanikuvaaja on samansuuntainen
keskiarvokuvaajan kanssa. Myoskin mediaaniarvo jokaiselle solmumdiirdlle on
korkeintaan neljad prosenttia. Liséksi jos lasketaan kaikkien syotteiden mediaani,

tuloksena on 0,00 % eli optimi tulos.

Taulukossa 1 on tulokset pelkdstdin O-Mopsi-datajoukon sydétteille, joissa on 10
solmua kussakin. Tuloksista huomataan, etti perusversion antamat tulokset vaihtelevat
hyvin paljon my0s samalla solmumaéirélld. Vilillda algoritmi antaa optimaalisia
tuloksia ja vililld ero optimaaliseen voi olla jopa n. 19 prosenttia. Niinpd solmujen
madrdn lisdksi syOtteen laatu vaikuttaa hyvin paljon tuloksiin. Satunnaistetulla

algoritmilla vain Game 1624.txt antaa epdoptimaalisen tuloksen.

Taulukko 1: Kymmenen solmua sisdltavat O-Mopsi-datajoukon syotteet

10 solmun syotteet Perus Satunnaistettu
Game_1624.txt 18,71 % 2,00 %
Game_1770.txt 18,63 % 0,00 %
Game_1382.txt 15,07 % 0,00 %
Game_1537.txt 12,57 % 0,00 %
Game_1818.txt 11,09 % 0,00 %
Game_1248.txt 9,58 % 0,00 %
Game_1810.txt 8,88 % 0,00 %
Game_1716.txt 6,76 % 0,00 %
Game_1808.txt 6,09 % 0,00 %
Game_1841.txt 5,88 % 0,00 %
Game_1219.txt 3,61 % 0,00 %
Game_1797.txt 3,14 % 0,00 %
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Game_1796.txt 1,95 % 0,00 %

Game_1126.txt 1,88 % 0,00 %
Game_1849.txt 0,20 % 0,00 %
Game_1431.txt 0,00 % 0,00 %
Game_1432.txt 0,00 % 0,00 %
Game_1758.txt 0,00 % 0,00 %
Game_1807.txt 0,00 % 0,00 %
Game_1385.txt 0,00 % 0,00 %
Game_1242.txt 0,00 % 0,00 %
Game_1850.txt 0,00 % 0,00 %

Algoritmin aikavaativuuden analysoinnin lisdksi suoritusaikaa testattiin kaytdnnossa.
Jokainen datajoukon syote ajettiin 1000 kertaa ja mediaanitulos piirrettiin kuvaajaan.
Testidataa ajettiin tietokoneella, jonka suorittimena toimi Intel 17 8700k ja
kayttojarjestelmdnd Windows 10. Kuva 35 esittdd kuinka suoritusaika kasvaa
solmuméédrdn mukaan. Virittdvin puun luontia ja puun muuttamista
kauppamatkustajan reitiksi mitattiin nanosekunteina. Solmuméérin 25 ja 27 syotteitd
oli testattavassa datassa vain yksi kappale kutakin, joten niiden antama tulos vaikuttaa
poikkeavalta havainnolta. Muut pisteet ndyttdvdt noudattavan samaa muotoa.
Suoritusajan havaitaan nousevan nopeammin kuin lineaarisesti suhteessa solmujen

maaraan.
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Kuva 35: Suoritusajan kasvu solmumaardn mukaan O-Mopsi-datalle
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Suoritusajasta tutkittiin myo6s, kuinka paljon aikaa puun luonti vie suhteessa
varsinaiseen kauppamatkustajan reittiin muokkaamiseen verrattuna. Kuten kuvasta 36
voi ndhdéd, puunluonti vie vihemmaén aikaa verrattuna reitin luomiseen kaikissa muissa
tapauksissa paitsi neljin solmun sydtteessd. Useimmissa tapauksissa puunluontiin
kuluu vain n. 20 % suoritusajasta. Lisdksi solmujen méérin kasvaessa puunluontiin

menee keskimdérin vihemmin aikaa, paitsi 27 solmun tapauksessa.

O M 0 pSI B Kauppamatkustajan reittiin muunto ® Puun luonti
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Kuva 36: Puun luonnin ja reitin luomisen suhde O-Mopsi-datalle

Suoritusaikaa testattiin myds Dots-datalle kuvassa 37. Téassdkin tapauksessa

suoritusaika kasvaa solmumaéédrdan mukaan.
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Kuva 37: Suoritusajan kasvu solmumaardn mukaan Dots-datalle
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Myd6s Dots-datasta ndhddén kuvassa 38, ettd puunluonti vie vihemmaén aikaa kuin
varsinainen reitin luominen. Vain viiden solmun tapauksessa puun luontiin menee

enemman aikaa.
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Kuva 38: Puun luonnin ja reitin luomisen suhde Dots-datalle

6.3 Vertailu muihin algoritmeihin

Taulukoissa 2 ja 3 on vertailtu algoritmin perusversion ja satunnaistetun version
tuloksia pariin muuhun kauppamatkustajan ongelman ratkaisevaan algoritmiin.
Vertailukohteena olivat Tabu Search (TS) [17] -algoritmi ja Ant Colonny
Optimization (ACO) [18] -algoritmi. Vertailu tehtiin olemassa olevilla toteutuksilla

molemmista algoritmeista [19][20].

Perusversio suoriutuu vertailluista algoritmeista heikoiten, mutta sekd O-Mopsi ettd
Dots -datajoukkojen tapauksessa satunnaistetulla puunluonnilla varustettu versio
toimii paremmin kuin TS-algoritmi. ACO-algoritmi suoriutuu silti parhaiten
vertailluista algoritmeista. Silld saavutetaan pienin keskimédrdinen ero optimaaliseen
sekd suurin madrd optimituloksia. Téstd huolimatta varsinkin satunnaistettu versio

antaa hyvia tuloksia ja sitd voidaan kéyttda kauppamatkustajan reitin laskemiseen.
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Taulukko 2: Yhteenveto tuloksista O-Mopsi-datalle

O-Mopsi tulokset

Ero optimaaliseen

Optimitulosten mééra

keskimaarin prosentteina
Perus 4,96 % 34,01 %
Satunnaistettu (100 0,60 % 68,71 %
toistoa)
ACO 0,14 % 89,12 %
TS 2,14 % 55,78 %

Taulukko 3: Yhteenveto tuloksista Dots-datalle

Dots tulokset

Ero optimaaliseen

Optimitulosten maara

keskiméarin prosentteina
Perus 3,05 % 54,94 %
Satunnaistettu (100 0,21 % 86,85 %
toistoa)
ACO 0,03 % 96,22 %
TS 0,96 % 72,78 %
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7 Yhteenveto

Tutkielmassa esiteltiin tapa muuttaa pienin virittivd puu ratkaisuksi avoimen
kierroksen kauppamatkustajan ongelmaan, sekd satunnaistettu versio samasta

algoritmista, joka sisdltdd satunnaistetun puunluonnin

Tuloksista ndhdéén, ettd algoritmin avulla voidaan laskea kauppamatkustajan reitteji,
mutta tulokset eivét ole aina optimaalisia. Perusversio ei anna aina lyhinti reittid ja
kuten O-Mopsi-datasta ndhdédén, tulos on keskimédrin hieman alle 5 % heikompi.
Lisdksi optimaalisia tuloksia saatiin vain kolmannekselle annetuista syotteistd. Siten
perusversio toimii heikonlaisesti, jos tavoitteena on 16ytdd optimaalinen reitti. Dots-
datalle perusversio antoi hieman parempia tuloksia reittien ollessa keskiméarin hieman

yli 3 % pidempid optimaalisesta ja optimaalisia tuloksia saatiin n. 55 % syotteista.

Satunnaistetulla puunluonnilla parannettu versio taas toimii jo melko hyvin. O-Mopsi-
datalle keskiméérdinen tulos on 0,6 prosentin kasvu optimaaliseen reittiin verrattuna.
Lisdksi optimaalisia tuloksia saatiin n. 69 % O-Mopsi-datan sydtteistd. Dots-datalle
saatiin vield parempia tuloksia, keskimééréisen eron ollen vain 0,21 % ja optimaalisten
tulosten mééran ollessa n. 87 %. Siten satunnaistetusta versiosta voidaan sanoa, etti se

toimii jo hyvin.

Tuloksista ndhtiin my®0s, ettd solmujen méérd vaikuttaa tuloksiin. Keskimairin miti
enemmain solmuja on sydtteessd, sitd heikompi tulos. Liséksi opittiin, ettd puunluonti
vie yleisesti vihemmain aikaa, ja varsinainen reitiksi muunto vie suurimman osan

suoritusajasta.

Algoritmia voidaan kayttdd, jos halutaan laskea polynomiallisessa ajassa ratkaisua

kauppamatkustajan ongelmaan.
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